Notas de Algebra |

Estas notas s@o sumarios alargados do curso. Nelas pretendemos referir conceitos, resultados

e exemplos apresentados nas aulas tedricas. Seguimos de perto o livro
M. A. Armstrong, Groups and Symmetry, Springer-Verlag, 1988, Cota 20F /ARM.

Neste texto incluiremos demonstracoes que nao constam ou sao diferentes das apresentadas neste

livro e faremos sugestoes de leitura e consulta.

0. Introducao

O estudo de grupos é considerado como o inicio do estudo da algebra abstracta. A passagem da
aritmética para algebra dé-se quando se passam a utilizar varidveis para representar ntimeros.
Por exemplo, a proposicao “ Cada niimero primo que é um miltiplo de quatro mais um pode
escrever-se, de forma tnica, como soma de dois quadrados”passa a escrever-se “z? +y? = p, com
p =4n + 1 primo, tem solucao tnica”.

A algebra abstracta corresponde a deixar que a ou as operagoes envolvidas sejam varidveis:
estudam-se as propriedades de um conjunto nao especificado munido de uma ou mais operacoes
satisfazendo determinadas propriedades tais como a associatividade, a existéncia de elemento
neutro, etc..

As trés principais areas onde os estudos realizados originaram a defini¢ao de grupo, e o estudo

da correspondente teoria, foram:

e A geometria do principio do século XIX, quando as geometrias comecaram a ser classifi-
cadas estudando as propriedades invariantes para um determindo grupo de transformacoes,

tal como proposto por Klein no Erlangen Program de 1872.

e A teoria dos nimeros do fim do século XVIII, com o estudo da aritmética modular,
primeiro por Euler(1761), depois por Gauss(1801) e por muitos outros mateméticos e nao

matematicos.

e A teoria das equactes algébricas do fim do século século XVIII, que levou ao estudo das

permutacoes.

A necessidade e utilidade da definicao e estudo de uma determinado tipo de estrutura surge
naturalmente quando ela aparece numa grande variedade de situacoes. Esse é o caso dos grupos.
Eles surgem naturalmente em muitas areas da matematica e tém numerosas aplicagoes, também

noutras ciéncias.

Sugestoes de consulta

Historia da teoria dos grupos:



http://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_de_grupos
Desenvolvimento do conceito de grupo:

http://turnbull.mes.st-and.ac.uk /history /Hist Topics/Development_group_theory.html

1. Axiomas: Definicao de grupo

Um grupo é um conjunto munido de uma operagao bindria (uma regra que a cada par de
elementos do conjunto faz corresponder um e um sé6 elemento desse conjunto), que é associativa,

tem elemento neutro, e tem inversos. De forma precisa:

Defini¢ao 1.1 Um grupo é um par (G,x*), constituido por um conjunto G e uma opera¢ao

bindria x : G x G — G, que satisfaz os sequintes axiomas:
e Associatividade: se x,y,z sdo elementos de G entdo x x (yx z) = (x *y) * z.
e FElemento neutro: existe um elemento e em G tal que Txe=e*xx = .

e Inversos: para todo o elemento x de G existe um elemento ' em G tal que xxx' = x'xx = €.
Se, além disso, zxy = y*x para todos os elementos x e y de G, o grupo (G, *) diz-se abeliano
ou comutativo.

Em qualquer grupo
- 0 elemento neutro € unico
e

- cada elemento tem um unico inverso.

Os axiomas de grupo dao-nos exactamente o que necessitamos para poder resolver equacoes

da forma z *a = b e a *x x = b, para quaisquer elementos a e b do grupo.

Exemplos 1.2 Sao grupos
1. (Z,+),
2. Todos os espagos vectoriais para a adi¢do,
3. O conjunto das simetrias de um triangulo equildtero,

4. O conjunto das matrizes reais invertiveis n X n, com n > 1, para a multiplicagdo usual de
matrizes, (GLy,(R), x),

sendo os dois primeiros grupos abelianos.

Nao sdo grupos



1. (N, +),
2. (N, %), sendo x xy = a¥,
3. (R, x),

4. O conjunto das matrizes reais n X n para a multiplicagao usual de matrizes, (M, (R), x).

Varias simplificagoes vao ser a regra. Assim, em vez de (G, %), falaremos no grupo G, sempre
que nao exista ambiguidade quanto a operacao considerada.
Usaremos, em geral, notagao multiplicativa, substituindo x *xy por x -y ou, simplesmente, por

1

xy. Neste caso, o inverso de um elemento x serd denotado por z7. Denotaremos o elemento

neutro por eg ou apenas por e.
A notacao aditiva é usada, em geral, quando o grupo é abeliano. Nesse caso o elemento

neutro é denotado por 0 e o inverso de x por —z, que se chama o simétrico de x.

Continuamos a apresentar propriedades basicas de um grupo G, usando agora a notagao
multiplicativa:
Se z e y sio elementos de um grupo G, entio (zy)~' =y lz~!

Se x, y e z sdo elementos de um grupo G entdo
TY=r2z=9yY =2 yr =zx =y =z,

as leis de cancelamento a esquerda e a direita.

Para qualquer conjunto finito x1,xs,---,x, de um grupo, qualquer forma de combinar estes
elementos por esta ordem conduz-nos ao mesmo resultado, isto é o produto x1 - o - - -z, faz
sentido, sem a insercao de paréntesis. E a lei geral da associatidade que se prova por inducao, a

partir da associatividade para trés elementos da definicao de grupo.
Dado um elemento x de um grupo G, definimos =" para todo o n inteiro da seguinte forma:
L 2%=1
2. 2" = ga"tl e ™" = (2") !, paran > 1.

Com esta notagao temos as regras usuais dos expoentes:

Se z é elemento de um grupo G entio x"x™ = x™t" e (™) = ™"

2. Grupos de Numeros

Varios conjuntos de numeros tém estrutura de grupo relativamente as operagoes de adigao e

multiplicacao que nos sao familiares.



Munidos da adicao usual, sao grupos os conjuntos Z dos inteiros, QQ dos racionais, R dos reais,
C dos numeros complexos e muitos outros tais como o conjunto dos inteiros pares. O mesmo ja

nao sucede com os inteiros impares. (Porqué?)

Sao grupos multiplicativos os conjuntos Q — {0} dos racionais nao nulos, R — {0} dos reais
nao nulos, QT dos racionais positivos, R dos reais positivos, {1, -1}, C — {0} dos ntimeros

complexos nao nulos, € dos complexos de médulo unitario, {1, +i}, etc..

Se n é um inteiro positivo, o conjunto Z, = {0,1,---,n — 1} para a adigdo médulo n, +,, é
grupo abeliano.

Os elementos deste conjunto podem também ser multiplicados médulo n, operacao que de-
notaremos por .,. Neste caso, se queremos obter um grupo, tal como fizemos noutros con-
juntos, temos que remover o zero (Porqué?). Mesmo assim o resultado pode ser negativo: em
Zs—{0} = {1,2,3,4,5} a multiplicagdo ndo é uma operacao ji que 2.43 = 0 e 0 zero nao pertence
ao conjunto.

De facto, prova-se que Z,, — {0} é grupo para a multiplicagdo médulo n se e s6 se n é primo.

3. Grupos com quatro elementos

Exempos de grupos com quatro elementos sao

1. O conjunto das raizes quartas da unidade, {1,4, —1, —i}, para a multiplicagdo de nimeros

complexos

2. O conjunto das simetrias de um rectangulo, que nao é um quadrado, {e,r, s1, s2} para a
composicao de simetrias, sendo e a transformacao identidade, r a rotacao de m e s1, s as

reflexoes em torno dos dois eixos de simetria:

S11s1 s e r

S9 | S92 S1 r e

Num conjunto com quatro elementos quantas operagoes binarias podemos definir que lhe

confiram estrutura de grupo?



Um dos elementos do conjunto tem de ser o elemento neutro, cada elemento tem um inverso
e, atendendo as leis de cancelamento, na tabela do grupo cada elemento aparece uma e uma sé
vez em cada linha e em cada coluna. Assim, considerando o conjunto G = {e,a,b,c}, onde e

denota o elemento neutro, temos duas hipdteses relativamente aos inversos de a,b e c:

1. Um dos elemento é inverso de si préprio e os restantes elementos sao inversos um do outro:

por exemplo b~! = b, a~! = ¢ e, consequentemente, ¢~ = a.

2. todos os elementos sao inversos de si proprios.

Podemos construir duas tabelas diferentes que sao, respectivamente,

*xle a b c
ele a b c
ala b c e
blb ¢ e a
clec e a b
e
ole a b ¢
ele a b c
ala e ¢ b
blb ¢ e a
cle b a e

Falta averiguar se estas operacoes sao associativas. Para cada uma das operagoes, isso cor-
responde a analisar 3% casos: todos os que resultam da insercio de paréntesis e da aplicacdo da
operacao, para as permutacoes com repeticao dos elementos a,b e c.

Como a resposta é afirmativa, temos dois grupos distintos. Efectivamente, concluimos que,
num conjunto com quatro elementos podemos definir dois e apenas dois grupos distintos (G, x)
e (G,0).

Que podemos dizer sobre os grupos de quatro elementos anteriormente referidos? E f4cil ver
que a menos da designacao dos elementos, (G,*) é o grupo ({1,i,—1,—i}, x) e (G, ) é o grupo
das simetrias do rectangulo. Os conjuntos subjacentes tém o mesmo nimero de elementos e esses
elementos combinam-se da mesma forma que os de (G, *) e que os de (G, ¢), respectivamente.

Como traduzir estes factos? No primeiro caso, dizemos que existe uma funcao bijectiva
f:G—{1,i,—1,—i}

definida por f(e) =1, f(a) =1, f(b) = —1 e f(¢) = —i que transforma o composto de quaisquer

dois elementos z,y € G no composto das suas imagens, isto é tal que f(x xy) = f(x)f(y).



Analogamente, no segundo caso, é possivel definir uma fungao bijectiva, g : G — {e,r, s1, s2},
tomando g(e) = e, g(a) = r,g(b) = s1 e g(c) = s2, tal que g(z o y) = g(z) 0 g(y).

Descrevemos situagoes deste tipo dizendo que os grupos correspondentes sao isomorfos.
Definig¢ao 3.1 Dois grupos (G,*) e (L,©) dizem-se isomorfos, e escreve-se
(G7 *) g (L7 6)7

se existe uma fun¢ao bijectiva f : G — L tal que f(z*y) = f(x) © f(y) para todos os elementos
x ey deG.

Sugestao de consulta

M. Sobral, Algebra, Cota 20-01/SOB.

4. Grupos Diedrais

Para n > 2, o conjunto das simetrias de um poligono regular de n lados é um grupo para

a composicao de simetrias. Este tipo de grupo chama-se grupo diedral de ordem n e denota-

™

se por D,. Ele é constituido por n rotacoes de % em torno do centro do poligono, para

k=0,1,2,---n — 1, num dos sentidos (por exemplo, no sentido directo), e por n reflexdes em

torno dos eixos de simetria do poligono. Denotando por r a rotacao de %’T, o conjunto das

rotagoes ¢é

Se s é a reflexao en torno de um eixo de simetria, entao todas as outras reflexées sao da forma

ris parai=1,---,n — 1. Portanto, temos que

n

_ 2 1 2 n—1
D, ={e,ryre - r" s, rs,ros, o T s

2 -1 1

sendo r™* = ee s

r"~1 = r~1. Todos os outros produtos podem ser calculados a partir destas igualdades. Por

= e. Além disso, verifica-se que sr = ™ s ou seja sr = r~ s, visto que

exemplo,

Para n=3 temos o grupo

Ds ={e,r, 2, 5,7“5,7"25}

das simetrias do triangulo equildtero. (Veja tabela na pdgina 17 do livro referido.)
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Da mesma forma, Dy = {e,r,7% 13 s,rs,7%s,73s} é o grupo de simetrias do quadrado,

D5 = {e,r, 7“2,7“3,?"4,8,7‘8,7“28,7“38,7“48} é o grupo de simetrias do pentdgono regular, e assim
sucessivamente.

k

Cada elemento do grupo D,, tem a forma r* ou r¥s, onde 0 < k < n — 1, sendo

b k

rapb — ok era(rbs) =r, comk=a+,b

(r%s)r’ = rls e (r%s)(r’s) = r!, coml = a +, (n — b).

Diz-se que o conjunto {r,s} gera o grupo D,, num sentido ébvio que tornaremos preciso

mais adiante.

A ordem de um grupo finito G é o niimero de elementos do conjunto subjacente que se denota

por |G|. Um grupo com um nimero infinito de elementos diz-se que tem ordem infinita.

Para um elemento x de um grupo G, se z'* = e para algum n natural diz-se que = tem
ordem finita e o menor inteiro positivo que satisfaz essa igualdade chama-se a ordem de x. Caso

contrario diz-se que x tem ordem infinita.

O tnico elemento de um grupo que tem ordem um é o elemento neutro. No grupo Z ele é o

tnico elemento de ordem finita.
Todos os elementos de grupos finitos tém ordem finita.

No grupo infinito C — {0}, existem elementos de ordem finita tais como i e —i (que tém

ordem quatro) e elementos de ordem infinita como 1+ ¢ e muitos outros.
Sugestao de consulta

htttp://hemsindor.torget.se/users/m/mauritz/math/alg/dihed.htm

5. Subgrupos e Geradores

Existem subconjuntos do grupo

Dg = {e,r,r%, 13,1 1% 5,175,125, 135, 115,105}

que sao, eles préprios, grupos relativamente a composicao de simetrias. Esse é o caso dos
subconjuntos
H = {e’ r’ r27T37 T47r5}

e de

2 .04 .2, .4
K ={e,r*,r% s,r°s,1"s}.

Diz-se que H e K sao subgrupos de Dg.



Definigao 5.1 Subgrupo de um grupo G € um subconjunto de G que tem, ele préprio, estrutura

de grupo relativamente a operacdo que define o grupo G.

Os grupos G e {e} sao subgrupos do grupo G, sao os subgrupos triviais de G. Os restantes,
caso existam, chamam-se subgrupos proprios. Escreve-se H < G ou H < G, consoante H denota

apenas um subgrupo préprio de G ou pode também ser subgrupo impréprio, respectivamente.

Um subconjunto H de G é subgrupo se e sé se

1. o composto de dois elementos de H é um elemento de H;

2. o elemento neutro pertence a H;

3. o inverso de qualquer elemento de H também pertence a H.

A associatividade da operagao em H vem imediamente da associatividade da operacao em G.

Exemplos 5.2 1. Sao subgrupos de Z todos os subconjuntos nZ = {nx|x € Z}, com n inteiro

nao neqativo.

2. Sao subgrupos de C — {0} todos os conjuntos as raizes de indice n > 1 da unidade.

Teorema 5.3 Um subconjunto nao vazio H de um grupo G € subgrupo de G se e s se xy ™

pertence a H sempre que x e y sao elementos de H.

Para subconjuntos finitos de grupos, as propriedades elementares referidas permitem-nos

concluir que:

Teorema 5.4 Um subconjunto finito e ndo vazio H de um grupo G € subgrupo de G se e sé se

xy pertence a H sempre que x e y sao elementos de H.

Isto é falso para conjuntos infinitos (por exemplo, N C Z satisfaz esta condi¢ao). No entanto,
este critério permite-nos concluir que subconjuntos finitos de grupos finitos ou infinitos sao
subgrupos desde que sejam fechados para a operacao. Exemplos de aplicagao sao os subconjuntos

de C — {0} das raizes de indice n da unidade.

Se z é elemento de um grupo entao
<z >={z"|meZ}

é subgrupo de G. Ele é o subgrupo gerado por x. Se G =< x >, para algum dos seus elementos,

diz-se que G é grupo ciclico.

Note que, se usarmos a notacao aditiva,

< x>={mx|m € Z}.



Exemplos 5.5 Sdo ciclicos os grupos
1. Z=<1>=<—-1>,
2. nZ =<n>=< —n >,
3. 2 =<1>=<3>=<H>=<T7>,
4. os subgrupos de C — {0} constituidos pelas raizes de indice n > 1 da unidade.

Nao sao ciclicos
1. os grupos aditivos Q, R e C,
2. o0s grupos multiplicativos Q — {0}, R — {0} e C — {0}.

Os grupos D,, também nao sao ciclicos. Basta ver que o maximo das ordens dos elementos do
grupo é n. No entanto, todo o elemento de D,, se pode escrever como um produto de poténcias
de r e de s.

Dado um subconjunto nao vazio X de um grupo G, o conjunto

H = {z™ a2, |z; € X,m; € No}

é subgrupo de G. Ele é o menor subgrupo de G que contém X no seguinte sentido: se K é
subgrupo de G e contém X entdao H estd contido em K. Nesse caso, diz-se que H € gerado por
X e escreve-se H =< X >.

O grupo D,, =< X > para X = {r,s}. Ele é também gerado por X = {rs, s} e por outros
subconjuntos de D,,.

Conjuntos de geradores de um grupo G existem sempre. O préprio conjunto G é um deles,
mas nao acrescenta nada ao nosso conhecimento do grupo. Estamos, em geral, interessados em
conjuntos de geradores com um nimero minimo de elementos.

Por exemplo, Zg =< X > para X = {2,3}. No entanto este grupo admite conjuntos

singulares de geradores tais como X = {1} ou X = {5}.

Um grupo G diz-se finitamente gerado se G =< X > para algum subconjunto finito X de G.

Exemplo 5.6 O grupo G das funcgoes da recta real em si propria, f : R — R, que preservam
distancias e transformam inteiros em inteiros, € finitamente gerado. De facto, G =< X > sendo
X ={t,s} comt(z)=x+1¢es(x)=—z.
Este grupo € constituido por
et 2 et 82

e por

. -tfzs, tils, s, ts, t2s, cee

e, atendendo a sua semelhangca com D,,, chama-se o grupo diedral infinito e denota-se por Dy.



Teorema 5.7 A interseccdo de qualquer conjunto de subgrupos de um grupo G € subgrupo de

G.

Dado X C G,
<X>=n{H|H<GeXCH},

uma outra forma de definir o subgrupo gerado por X.

Teorema 5.8 (a) Todo o subgrupo de Z € ciclico;

(b) Todo o subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Concluimos assim que os subgrupos do grupo aditivo dos inteiros sao exactamente os sub-

grupos da forma nZ, para n € Ny, referidos em 5.2.1.

6. Permutacgoes
Por permutacdo de um conjunto X entende-se uma fungao bijectiva o : X — X. O conjunto Sx
das permutacoes de X é um grupo para a composicao de fungoes.

Se X ¢ infinito, Sx é um grupo infinito. Se X tem n elementos, por exemplo X =

{1,2,---,n}, o grupo simétrico correspondente denota-se por S, e tem ordem n!.

Subgrupos de grupos de permutagoes sao exemplos universais de grupos no sentido que, como

demonstraremos mais tarde, todo o grupo é isomorfo a um tal subgrupo.

Permutagoes o € S,, podem ser representadas na forma

Exemplo 6.1 O grupo Ss é constituido pelos elementos

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Se ay,ag, - - - ay sao elementos distintos de X, por (aj ag ---ay) denota-se a permutagao que
aplica a; em a9, as em as,---,ax_1 em ay, ar em aj e fixa os restantes elementos de X. Uma
tal permutacao chama-se permutagdo ciclica ou ciclo de comprimento k. Ciclos de comprimento

k = 2 chamam-se transposicoes.
Os ciclos (aj ag ---ax) e (by by ---bs) dizem-se disjuntosse {ay, as, - ap}N{b1,ba, - bs} = 0.

Na permutagao

10



o ciclo que comeca em 1,
é (124), o que comega em 3,

é (36), portanto
a = (124)(36)

visto que estas permutagoes tém o mesmo efeito sobre o conjunto dos sete primeiros ntimeros
naturais. Ciclos de comprimento um nao se escrevem, em geral.

Como = (124) e v = (36) sao ciclos disjuntos, o = fy = y[3.

Usando esta notacao

Ss = {e,(23), (13), (12), (123), (132) },

que é um grupo nao comutativo, pois (12)(13) = (132) e (13)(12) = (123). Daqui se conclui que,
para n > 3, S, nao é comutativo: a composicao das transposigoes (12) e (13) de S, por ordens

diferentes, da-nos ciclos diferentes de .S,,.

Teorema 6.2 Todo o elemento a # € de S, se pode escrever de forma unica, a menos da ordem

dos factores, como um produto de ciclos disjuntos.
Demonstragao. Seja X = {1,2,--- ,n} e a € S,,. Como X é finito, os termos da sucessao
]-7 O[(l), a2(]‘)7 U

nao podem ser todos distintos. Suponhamos que r é o menor inteiro positivo tal que o’ (1)
coincide com um termo anteriormente obtido. Entao " (1) = 1 pois, caso contrario, se o (1) =

a®(l) =m, com 1 < s < r, entao

com r — s < r, o que contradiz a minimalidade de r. Desta forma, temos o ciclo

o1 = (1,a(1),--- a1 (1)).

11



Seja i o primeiro elemento de X que nao aparece em ;. De forma analoga se obtém um

novo ciclo
o2 = (i,0(i), - a0 (2)).

Como X é finito, o processo tem de terminar em algum oy, sendo entdo o = o109 - - - 0.
O

Como (aj ag ---ar) = (ajag)---(a1a3)(ajaz), toda a permutacdo se pode escrever como

produto de transposicoes, ou seja
Teorema 6.3 O conjunto das transposicoes de S, gera Sy,
Toda a transposicao se pode escrever na forma
(ab) = (1a)(1b)(1a),

portanto {(12), (13),---,(1n)} é um conjunto de geradores de S,,.
Também {(12), (23),---,(n — 1n)} gera S, ja que

(1a) = (a — 1a) -~ (34)(23)(12)(23)(34) - - - (a — 1a).

Exemplo 6.4 A permutacio o = (123)(45) pode decompor-se no produto de 3, 5 ou 21 trans-

posicoes:

a = (123)(45)
— (13)(12)(45)
= (13)(12)(14)(15)(14)
—(23)(12)(23)(12)(34)(23)(12) (23) (34) (45)(34) (23)(12)(23)(34)(45) (34) (23) (12) (23) (34)

Todo o elemento de S,, se pode escrever de varias formas como produto de transposicoes,

nao sendo as transposicoes disjuntas, em geral.

Sejam A,, e B, os subconjuntos de 5,, constituidos pelas permutacoes que podem escrever-se
como produto de um nidmero par de transposicoes e de um nimero impar de transposicoes,
respectivamente.

Prova-se que

S,=A,UB,e A,NB, =0

0 que nos permite classificar as permutacoes em permutacoes pares, as que se podem escrever

como produto de um nimero pares de transposicoes, e permutacdes impares, no caso contrario.

Teorema 6.5 O subconjunto A, € um subgrupo de S, com ordem n!/2, o grupo alternante de

grau n.
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O subgrupo A, é gerado pelos ciclos de comprimento trés. Mais do que isso, como toda a
permutacao o € A, se pode escrever como produto de um numero par de permutagoes da forma

(1k)e agrupando essas transposi¢oes duas a duas temos (1a)(1b) = (1ba), concluimos que

Teorema 6.6 Paran >3, A, € gerado pelos ciclos da forma (lab).

7. Homomorfismos e Isomorfismos

Definigao 7.1 Uma funcio ¢ : G — G’ de um grupo noutro diz-se um homomorfismo se
o(ry) = p(z)p(y), para todo o elemento x,y de G. Um isomorfismo é um homomorfismo

bijectivo.
Exemplos 7.2 Sdo homomorfismos

1. a funcdo ¢ : Z — Zy que a cada inteiro faz corresponder o seu resto na divisdo por n, com

n natural,
2. a funcio 1 : R — C — {0} definida por ¢(x) = >,
3. a funcgao log : RP?® — R,

4. a funcao D3 — Ss que a cada simetria faz corresponder a permutacao dos vértices do

triangulo,
5. a fungao de Dy em Sy definida de forma andloga a do exemplo anterior.

Proposigao 7.3 Se ¢ : G — G’ é homomorfismo entao

1. p(eq) = eqr;
2. o(z™h) = (¢(z))~! para todo o x € G;

3. se x € G tem ordem m entdo a ordem de p(x) divide m.

A funcao identidade 1¢ : G — G é um homomorfismo. De facto é um isomorfismo.

A fungao constante ¢ : G — G’ definida por p(z) = eg/ é homomorfismo. Ele é o tinico

homomorfismo de Zg em Z3. (Porqué?)

A fungéo composta ¢ de dois homomorfismos ¢ : G1 — G2 e ¥ : Go — G35 é um homomor-

fismo de G1 em G3. O mesmo se verifica se substituirmos homomorfismo por isomorfismo.

A relacao “ser isomorfo a ”é uma relacao de equivaléncia:

1. G =G (1g é isomorfismo);

13



2. Se G 2 G entao G' 2 G (o inverso de um isomorfismo é um isomorfismo);

3. Se GG e G = G" entao G = G" (o composto de isomorfismos é isomorfismo).

Proposigao 7.4 Se ¢ : G — G’ é homomorfismo, H é subgrupo de G e K é subgrupo de G,
entio p(H) é subgrupo de G’ e o1 (K) ¢ subgrupo de G.

Em particular, se ¢ : G — G’ é homomorfismo de grupos entao a imagem de ¢, Imp = ¢(G),

é subgrupo de G’ e o miicleo de p, o~ (eqr) = {z|p(x) = e} é subgrupo de G.

Proposicao 7.5 Grupos ciclicos infinitos sao isomorfos ao grupo aditivo dos inteiros. Grupos

ciclicos de ordem m sao isomorfos a Zy,.
Exemplos 7.6 Sao isomorfos
1. Z e nZ (isomorfismo definido por p(x) = nx);
2. RP?% ¢ R (log : RP? — R é um isomorfismo);
3. D3 e Ss(para o isomorfismo indicado, e.g. ¢(r) = (123));

4. Sg e o subgrupo de S7 constituido pelas permutagoes que deizam o 7 fixo.
Nao sao isomorfos

1. quaisquer dois grupos de ordem diferente;
2. um grupo abeliano e um nao abeliano;

3. Q e QP° e pois a equacdo 2 + x = b tem solucao em Q para todo o niumero racional b e

2 =b s6 tem solucdo em QP se b for um quadrado perfeito;
4. 7 e Q porque Q que nao € ciclico;

5. Zg e S3 porque S3 ndo € ciclico.

8. Solidos Platonicos e o Teorema de Cayley

Existem cinco sélidos regulares convexos, também chamados sélidos platonicos, que sao o tetrae-
dro, o cubo, o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro.

O grupo das simetrias rotacionais do tetraedro é isomorfo a Ay.

Unindo os centros de cada par de faces adjacentes de um cubo obtemos um octaedro inscrito

no cubo. Procedendo da mesma forma no octaedro produzimos um cubo inscrito no octaedro.
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Diz-se que o cubo e o octaedtro sao sélidos duais. Toda a simetria de um deles é também uma
simetria do outro

O grupo das simetrias rotacionais do cubo, tal como o das simetrias rotacionais do octaedro,
¢é isomorfo a Sy.

Também o dodecaedro e o icosaedro sao sélidos duais no sentido referido. Os correspondentes

grupos de simetrias rotacionais sao isomorfos a As.

Representdmos grupos de simetria de poligonos e de sélidos regulares através de grupos de

permutagoes. Vamos ver que todo o grupo é, a menos de isomorfismo, um grupo de permutagoes.

Teorema 8.1 Teorema de Cayley Se G ¢ grupo entdo ele é isomorfo a um subgrupo de Sq.

Em particular, se G tem ordem n entdo G € isomorfo a um subgrupo de Sy,.

Exemplo 8.2 O grupo Z4 é isomorfo ao subgrupo de Sy (das permutacgées do conjunto {0,1,2,3})
constituido por Lo = ¢, L1 = (0123), Ly = (02)(13) e Lz = (0321), sendo Ly(x) = a + x.

Sugestao de consulta

Solidos Platénicos:

http: mathworld.wolfram.com/PlatonocSolid.html
http://math.ucr.edu/home/baez/platonic.html

9. Grupos de Matrizes

No conjunto M,, das matrizes n X n com elementos reais (ou complexos) a multiplicacao de
matrizes é uma operacao bindria e associativa que tem como elemento neutro a matriz identidade
I,,. Ele nao é um grupo visto que nem todas as matrizes tém inversa. Temos uma estrutura
mais geral, que se chama mondide. O mondide multiplicativo M,, é isomorfo ao mondide das

transformacoes lineares T,, de R™ em R". De facto, existe uma funcgao bijectiva
o: My — Ty

que a cada matriz A faz corresponder a aplicagao linear definida por ¢ 4(x) = xA?, sendo x o
vector (1,22, -+ x,) e A a matriz transposta de A. Além disso, ¢(AB) = p(A) o p(B) visto
que
pap(x) = x(AB)'

= xB!A

= pa0pp(x)
e o, € a transformacao identidade id : R™ — R".

O subconjunto GL,, de M,, constituido pelas matrizes invertiveis é um grupo, o Grupo Geral

Linear.
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A restrigao de ¢ a GL, define um isomorfismo entre o grupo GL, e o grupo das trans-
formagoes lineares invertiveis de R em R".

Paran =1, GL; é isomorfo a R. Para n > 1 temos uma sucessao de grupos nao comutativos
GLs,GLs, - GLp,GLpy1, -+,

em que cada G L, é isomorfo ao subgrupo de GL, 1 constituido pelas matrizes da forma

A0
0 1

para A € GL,,.

Subgrupos importantes de GL,, sao
- 0 Grupo Ortogonal O, constituido pelas matrizes ortogonais, isto é pelas matrizes A tais
que A'A = I,;;

- 0 Grupo Ortogonal Especial das matrizes cujo determinante é +1, que é denotado por 80,,.

Pelo isomorfismo ¢ a O, corresponde o grupo das transformacoes lineares que preservam
distancias e ortogonalidade.

No caso de n = 2, Oy é constituido pelas matrizes

cost —sinb
sind cosl |’

cost sinb
sinf —cosb

As primeiras representam uma rotacoes do plano R? em torno da origem, de angulo 6 no

para 0 < 0 < 27.

sentido directo. As matrizes de determinante -1 representam reflexdes em torno de rectas que
formam angulos de 6/2 com o semi-eixo positivo dos xx.
Cada matriz de 8O3 representa uma rotacdo de R? em torno de um eixo que passa pela

origem de coordenadas.

10. Produtos Directos

Dados grupos G1 e G o produto cartesiano dos conjuntos subjacentes munido da operagao
(1, 2)(y1, y2) = (T1Y1, T2Y2),

sendo z;1y; o produto em G;, é um grupo. Eo produto directo de G1 e G2 e denota-se por G1 X Gs.
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A fungao ¢ : G1 X G2 — G2 x G, definida por ¢(g1, 92) = (92, 91), é um isomorfismo.
O produto G1 x G4 é grupo comutativo se os grupos G e G2 forem comutativos. O reciproco
é também verdadeiro porque G1 = G1 X {eq,} e G2 = {eq,} X G2 que, sendo subgrupos de

G x (G5, sao comutativos se este o for.

De forma analoga se define o produto directo G; X Gy X - -+ X (G, de n grupos.

Exemplos 10.1 (i) S5 X Zo é um grupo nao comutativo de ordem 12;
(ii) Zg x Zgy é isomorfo ao grupo das simetrias do rectangulo;
(iii) ZQ X Zg = ZG;

(iv) Z x Z nao é ciclico.

Os grupos G1 e G3 sao ciclicos se G1 x Gg é ciclico. O reciproco é falso em geral. No entanto o

produto directo de grupos ciclicos é ciclico se 0 maximo divisor comum dos ordens € igual a um.
Teorema 10.2 Z,, X Z,, € isomorfo a Zmn se e s0 se m e n $Go primos entre si.

Corolario 10.3 Se m = p1™'pa"2---pi™ € a decomposi¢cdo de m em primos distintos, entdo

Zm = Zp1"1 X Zp2n2 X - X Zpk"k'
Exemplo 10.4 Sendo J = —1I, a correspondéncia
¢:803 x {I,J} — O3

definida por ¢(A,U) = AU estabelece um isomorfismo entre estes grupos.
De forma semelhante se concluiu que, para n impar, O, é isomorfo ao produto directo dos
subgrupos 803 e {I, J}.

Teorema 10.5 se H e K sao subgrupos de um grupo G tais que
1. G=HK ={hklh€ H ek € K},
2. HN K = {e},
3. hk = kh para todo oh e H ek € K,

entdo G € isomorfo a H x K.

Exemplos 10.6 Exemplos de grupos indecomponiveis sao
1. o grupo S3: se S3 = H x K entao H ou K é o grupo identidade;

2. Zy se p é primo.
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11. Teorema de Lagrange

Se H é subgrupo de um grupo G, classe lateral esquerda de H em G é um subconjunto da forma
aH ={ah h € H}

para algum elemento a € G.

Classe lateral direita de H em G é
Ha = {ha h € H},
para a € G.

Teorema 11.1 (Teorema de Lagrange) A ordem de qualquer subgrupo de um grupo finito

divide a ordem do grupo.

Corolario 11.2 O ordem de qualquer elemento de um grupo finito é um divisor da ordem do

grupo.
Corolério 11.3 Para z € G finito, temos que z!¢l = e.
Corolario 11.4 Se G tem ordem prima entdo G € ciclico.

Exemplos 11.5 Além dos subgrupos triviais
(i) S tem dois subgrupos de ordem dois e um de ordem trés.
(ii) D4 tem cinco subgrupos de ordem 2 e trés subgrupos de ordem 4.
(iii) A4 tem trés subgrupos de ordem dois, quatro de ordem trés, um de ordem quatro mas

nao tem nenhum subgrupo de ordem seis.

Se n é um inteiro positivo entao Z, — {0}, que se representa por Z, é grupo para a multi-
plicacao médulo n se e 86 se n é primo. Por exemplo, em Zg — {0} a multiplicagao médulo 8 nao
é uma operacao que esteja definida no conjunto: 2 xg4 = 0.

No entanto, no subconjunto R,, constituido pelos inteiros 1 < m < n —1 que sao primos com
n a multiplicacdo médulo n é fechada e R,, é grupo para essa operagao. A ordem de R,, é p(n),
a funcao ¢ de Euler.

Se x é primo com n entao o resto da sua divisao por n, z(modn), pertence a R,. Atendendo

a que p(n) = |Ry| e que ¢(p) = p — 1 se p é primo, por 11.3, obtém-se os seguintes resultados:

Teorema 11.6 (Teorema de Euler) Se x é primo com n entio x¥™ ¢ congruente com 1

modulo n.

Teorema 11.7 (Pequeno Teorema de Fermat) Se p € primo e x nao é miltiplo de p, entao

2P~ € congruente com 1 mddulo p.
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12. Particoes/Relagoes de equivaléncia

Uma particdo de um conjunto X é uma decomposi¢ao do conjunto numa reuniao de subconjuntos
nao vazios e disjuntos dois a dois.

A relacao bindria em X definida por x ~ y se x e y pertencem ao mesmo elemento da particdo
é uma relagao de equivaléncia, portanto uma relagao reflexiva, simétrica e transitiva. O conjunto

quociente X/ ~ é constituido pelos elementos da particao de que partimos.

Toda a relagdo de equivaléncia ~ num conjunto X define uma particao de X em classes de

equivaléncia distintas.

Exemplos 12.1 Exemplos de partigoes/relagoes de equivaléncia importantes neste contexto sao:

1. A partigao dos inteiros
Z=4ZUAZ +1U4Z +2U4Z + 3

corresponde a relacao de equivaléncia x ~ y se x — y é um multiplo de quatro, a relacdo

de congruéncia mddulo 4, = (mod4).

2. Para qualquer inteiro positivo n a relagao de congruéncia mddulo n, = (modn), determina

uma particao de Z em n classes de equivaléncia:

Z=nZUInZ+1U---UnZ+ (n—1).

3. Se H é subgrupo de G, a relagdo binaria ~ definida por a ~ bse a~'b € H (se ab~! € H)
¢ uma relagdo de equivaléncia. Nesse caso, as classes de equivaléncia de sao exactamente
as classes laterais esquerdas aH (as classes laterais direitas Ha, respectivamente). Pro-
priedades referidas para classes laterais sao apenas consequéncia deste facto. J4 o mesmo
nao é o caso com a cardinalidade das classes de equivaléncia: todas as classes laterais es-
querdas e direitas tém o mesmo cardinal que H pois as fungoes L, : H — aH definidas por
Ly(h) =ah e Ry, : H— Ha definidas por R,(h) = ha sao bijectivas, para todo o a € G.

O reciproco é também verdadeiro: um subconjunto nao vazio H C G é subgrupo se a ~ b

sea b€ H (ouseab ! € H) é uma relacio de equivaléncia em G.

1

4. Num grupo G diz-se que x é conjugado de y se grg~" = y para algum g € G. A relagao

binaria assim definida é uma relacao de equivaléncia e as classes de equivaléncia chamam-se
classes de conjugagdo. A classe de equivaléncia do elemento neutro é {e} e G é abeliano

se e s0 se todas as suas classes de equivaléncia sao conjuntos singulares.

Em S5 as classes de conjugacao sao os conjuntos
{e},{(12), (13),(23)}, {(123), (132)}.
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13. Teorema de Cauchy

Teorema 13.1 (Teorema de Cauchy) Se p é um divisor primo da ordem de um grupo G

entdo G tem um subgrupo de ordem p.
Usando este facto prova-se que:
Teorema 13.2 Um grupo de ordem 6 € isomorfo a Zg ou a Ds.

Teorema 13.3 Um grupo de ordem 8 € isomorfo a Zs, Zo X Ly, Zo X Lo X Lo, Dy ou a @, sendo

Q o grupo dos quaternioes.

14. Conjugacao

1 =y, para algum g € G. A relacao

Dois elementos x e y de um grupo G sao conjugados se grg~
de conjugacao é uma relacao de equivaléncia cujas classes de equivaléncia se designam por classes
de conjuga¢ao (Exemplo 12.1.4).

1

Para um elemento g € G a funcéo ¢, : G — G definida por ¢4(z) = gzg~" é um isomorfismo

chamado conjugac¢do por g. Como isomorfismos preservam a ordem dos elementos do grupo,

elementos da mesma classe de conjugacao tém a mesma ordem.

Se H é subgrupo de G entdo gHg ' = {ghg~'|h € H} é também subgrupo de G.
Dois subgrupos H e K de um grupo G dizem-se conjugados se K = gHg™' para algum
elemento g € G. A relagdo assim definida é também uma relacao de equivaléncia no conjunto

dos subgrupos de um grupo G.

Exemplos 14.1 Sao exemplos de classes de conjugagao de grupos
1. Os conjuntos singulares se (e s6 se) o grupo é abeliano.

2. Em Dg as classes de conjugagao sao
5 2 41,3 2, .4 3¢ 25
{e}, {r,r>}, {re, " H{r°}, e {s,r%s,r*s},{rs,r°s,r°s}.
3. Em S, sdo os subconjuntos contendo permutacées com a mesma estrutura de ciclo.

Dizemos que dois elementos de S, tém a mesma estrutura de ciclo quando se podem
decompor no mesmo nimero de ciclos disjuntos com o mesmo comprimento. Por exemplo

em Sy, as permutagoes
a=(1)(2)(37)(564)

8= (6)(7)(12)(345)

tém a mesma estrutura de ciclo pois tém dois ciclos de comprimento 1, um de comprimento

2 e um de comprimento 3 na decomposigao (inica) de cada uma delas em ciclos disjuntos.
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O elemento g de Sy que aplica cada elemento de « no elemento de § que fica por baixo na

vertical, isto é a permutacio g = (16453)(27), satisfaz a condicdo gag™ = 3 (note que g

nao é tnica).
De uma forma geral, para permutagoes a e 3 de S, com a mesma estrutura de ciclo, escritas

por ordem crescente dos comprimentos dos seus ciclos, sem omitir os ciclos de comprimento

1

1, um elemento g € 5, tal que gag™ = B obtém-se da forma indicada acima. Portanto,

permutag¢oes com a mesma estrutura de ciclo sao conjugadas.

Reciprocamente, prova-se que permutagoes conjugadas tém a mesma estrutura de ciclo.

4. Do exemplo anterior conclui-se que as classes de conjugacao de Sy sao

{e},

{(12),(13), (14), (23), (24), (34)},

{(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243) },

{(1234), (1432), (1342), (1324), (1423)(1243)},

{(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

5. As classes de conjugagao em Ay sao

{e},

{(123), (142), (134), (243)},

{(132), (124), (143), (234)}.

Por exemplo, ndo existe g € A, para o qual g(123)g~! = (132): uma tal permutacio seria,

por exemplo, (23) que é impar.

6. Sendo

cosf —sinf ]

sinb cost
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B, =

cosp St
SN  —cosp

as classes de conjugacao de Oy sao

{1}, {A9,A_g}, {Ax} e {By,}, para0 <0 <me0 << 2m.

O centro de um grupo G é o conjunto Z(G) dos elementos que comutam com todos o elemento

de G:
Z(G@) = {g|gxr = xg para todo o x € G}.

Ele ¢ a reuniao de todas as classes de conjugacao singulares.
Teorema 14.2 O centro é um subgrupo de G.
Exemplos 14.3 O centro

1. de Sp, paran > 2, é {e};
2. de Dg é {e,r3};

3. de GL, é o conjunto das matrizes da forma AI para A # 0.

15. Grupos quocientes
Um subgrupo H de G diz-se normal se H € reuniao de classes de conjugacao.

Exemplo 15.1 O subgrupo H = {e, (13)} de S3 nao é normal pois nao contém a classe de
conjugacao de (13).
Ja K = {¢,(123),(132)} é subgrupo normal de S3: ele é constituido por duas classes de

conjugacao.

Este tipo de subgrupo é muito importante porque o conjunto das suas classes laterais esquer-
das, que neste caso sao também classes laterais direitas, tem uma estrutura natural de grupo, o
que significa que aH - bH = abH é uma operagao nesse conjunto.

Todo o subgrupo de um grupo abeliano é normal visto que, para grupos deste tipo, as classes

de conjugacao sao conjuntos singulares.

Proposicao 15.2 Para um subgrupo H de um grupo G sdao equivalentes:
(i) H € subgrupo normal de G;
(ii) gHg~' C H para todo o g € G;
(ii) gH = Hg para todo o g € G.
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Se H é subgrupo normal de G escreve-se se H < G.
Por (iii), um subgrupo é normal se e s6 se toda a classe lateral esquerda é também classe

lateral direita pelo que, para subgrupos normais, falaremos apenas em classes laterais.

Teorema 15.3 Se H ¢ subgrupo normal de G, entdo o conjunto das classes laterais € grupo
para a multiplicacdo definida por aH - bH = abH. O subgrupo H ¢ o elemento neutro deste

grupo e o inverso de aH é a 1 H.
O grupo das casses laterais chama-se o grupo quociente de G por H e denota-se por G/H.

Exemplo 15.4 No grupo diedral Dy o subgrupo H = {e, 1%} ¢ subgrupo normal: ele é reunido

das classes de conjugacdio {€} e {r*}. As suas classes laterais sdo
H,Hr = {r,73} =rH,Hs = {s,r’s} = sH, Hrs = {rs,r3s} = rsH.

Assim, o grupo quociente tem ordem quatro G/H = {H,rH,sH,rsH} e é facil ver que € isomorfo
a Zg X ZQ.

Teorema 15.5 Todo o subgrupo de indice dois de um grupo é subgrupo normal.

Exemplos 15.6 Temos que |G : H] = 2 para os grupos e subgrupos a sequir indicados, pelo que

concluimos que

1. A, € subgrupo normal de S, ;
2. <r > é subgrupo normal de Dy;

3. 8O, € subgrupo normal em Q.

Podemos agora caracterizar, a menos de isomorfismo, os grupos de ordem 2p, para p > 2

primo.
Teorema 15.7 Se p € primo impar, um grupo de ordem 2p é ciclico ou diedral.

1

Um elemento da forma zyz~'y~!, para =,y € G chama-se um comutador. O subgrupo do

grupo G gerado pelo conjunto dos comutadores é o subgrupo comutador de G e denota-se por
G, G].

O grupo comutador de um grupo abeliano é {e} e zy = yx exactamente quando zyz~ly~! =
e. Para “abelianisar”um grupo G vamos considerar o grupo G/|G,G] pois |G, G| é o menor

subgrupo normal cujo grupo quociente é abeliano.

Teorema 15.8 O subgrupo comutador [G,G] € subgrupo normal de G e G/|G,G| é abeliano.
Além disso, se H < G entdo G/H é abeliano se e sé se |[G,G] C H.
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Exemplos 15.9 Sdo grupos comutadores
1. [Sn,Sn] = Ay, e Sy /A, € isomorfo a Zs.
2. [Dn, Dy) =< 12 >, sendo D,/ < r* > isomorfo Zy se n impar e isomorfo a Zo x Za se n
par.

3. 1Q,Q) ={-1,1} e Q/{£1} = Zs X Za, sendo Q o grupo dos quaternides.

16. Os Teoremas de Isomorfismo

Homomorfismo ¢ : G — L é uma funcao que satisfaz a condicao ¢(zy) = ¢(x)p(y) (Veja 7.1) .
Dois subgrupos fundamentais definidos por um homomorfismo ¢ : G — L sao:
e o nicleo N = {z|¢(x) = e}, que é subgrupo normal de G e
e a imagem o(G) = {p(x)|z € G}, que é subgrupo de L.

Teorema 16.1 (Primeiro Teorema de Isomorfismo) Se N ¢ o nicleo de ¢ : G — L entao

existe um isomorfismo @ : G/N — o(G) definido por p(zN) = ¢(z).
Corolério 16.2 Se ¢ : G — L é homomorfismo sobrejectivo de nicleo N, entéo G/N = L
Exemplos 16.3 O Primeiro Teorema de Isomorfismo diz-nos que

1. Z/nZ = Z,, porque ¢ : Z — Z, definido por ¢(x) = x(modn) é um homomorfismo

sobrejectivo de nicleo nZ;

2. R/Z = €, porque ¢ : R — C* definido por ¢ (z) = cos2nx + isen2wz é um homomorfismo

cuja imagem é o subgrupo dos complexos de médulo unitario C, sendo o nticleo Z.

Nao é possivel definir um homomorfismo sobrejectivo
- de A4 em Zo, porque A4 ndo tem subgrupos de ordem 6;

- de Zg em Zs, porque 5 nao divide 8.

Grupos ciclicos finitos Z,, tem imagens homomorfas de ordem d para todo o divisor d de n.
De facto, se n = md,

- Zy, tem um, e um sé, subgrupo H de ordem m que é o subgrupo gerado por d (e < d >% Z,,);

- H é normal porque Z,, é abeliano;

- a projec¢do candnica p : Ly, — Zn/H definida por p(x) = x + H é um homomorfismo
sobrejectivo cuja imagem tem ordem
|Zn|

[Zy, : H| = K =

p.
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Teorema 16.4 (Segundo Teorema de Isomorfismo) Sejam H e K subgrupos de G. Se K

€ subgrupo normal, entao
o HK ¢ subgrupo de G,
e HN K ¢ subgrupo normal de H,

e v : H— HK/K, definido por p(x) = K é um homomorfismo sobrejectivo de nicleo
HNK

portanto, H/HNK = HK/K

Teorema 16.5 (Terceiro Teorema de Isomorfismo) Se H C K sao subgrupos normais de
G entao K/H é subrupo normal de G/H e a fun¢io ¢ : G/H — G/K definida por p(zH) = 2K
é um homomorfismo de nicleo K/H, portanto (G/H)/(H/K) = G/K.

17. Accoes, Orbitas e Estabilizadores

Uma ac¢do de um grupo G num conjunto X é uma funcdo G x X — X, que escrevemos
(9,2) — g -z, tal que, para todo o x em X, (g1g2) -* = g1 -(92-2) e e-x = x, sendo o

“produto”denotado por ¢ - x para distinguir do produto gigs de G.
Isto é equivalente a dizer que
Uma acgao de G em X é um homomorfismo de G em Sx.
Um homomorfismo ¢ : G — Sx associa a cada g € G uma funcao bijectiva ¢, : X — X.

Denotaremos ¢4(x) apenas por g(z).

Exemplos 17.1 Actuam sobre o plano R?
1. o grupo das translacgoes;

2. o grupo das rotagoes em torno de um ponto fixo.

Dada uma acgdo de G em X, a drbita de x € X é o subconjunto {g(x) : ¢ € G}, que
denotamos por G(x). O estabilizador de = é o conjunto G, = {glg € G e g(x) = z} que é
subgrupo de G.

A relacao bindria definida em X por x ~ y se g(z) = y para algum elemento g € G é uma
relacao de equivaléncia. As classes de equivaléncia sao as Orbitas dos elementos de X. Portanto,
orbitas distintas definem uma particao de X. Se existe uma unica Orbita diz-se que accao é
transitiva. Esse é o caso do primeiro exemplo referido: todo o ponto de R? pode ser obtido de

outro ponto de R? por uma translacio.

O mesmo grupo G pode actuar sobre um conjunto X de mais do que uma forma.
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Exemplos 17.2 Seja G um grupo e X o conjunto subjacente.

1. G actua sobre X por multiplicacdo a esquerda: g(z) = gx;

2. G actua sobre X por conjugacio: g(z) = grg~'.

Dada uma ac¢ao do grupo G num conjunto X, se x, y pertencem a mesma érbita entao existe

um elemento g € G tal que gG,g~ ' = Gy, isto é:
Teorema 17.3 Elementos da mesma orbita tém estabilizadores conjugados.

Teorema 17.4 Para cada elemento x € X, a fungdo que a cada g(x) faz corresponder a classe

lateral gG, € bijectiva, portanto |G(z)| = [G : G4].

Corolario 17.5 Se G € finito o nimero de elementos de cada orbita |G(x)| divide a ordem de

G.

Teorema 17.6 Se p € primo e a ordem de G € uma poténcia de p, entdo G tem um centro nao
trivial, isto € Z(G) # {e}.

Teorema 17.7 Se p é primo, um grupo de ordem p? é ciclico ou isomorfo a Ly X L.

18. Teoremas de Sylow

Seja p um primo e p™ a maior poténcia de p que divide a ordem do grupo G. Entao |G| = p™k,

sendo p primo com k.
Teorema 18.1 O grupo G contém pelo menos um subgrupo de ordem p™.

Se g € G, ¢y : G — G definida por ¢, (h) = ghg~'é um isomorfismo (Secgdo 14). Entdo, se
H <G, p4H) = gHg™! é um subgrupo de G isomorfo a H, um subgrupo conjugado de H. Em
particular, subgrupos conjugados tém a mesma ordem. O resultado seguinte diz-nos que estes

sao exactamente os subgrupos de ordem p™.
Teorema 18.2 Dois subgrupos da ordem p™ de G sao conjugados.

Exemplo 18.3 E facil ver que os trés subrupos de ordem dois de S3 sdo conjugados: se, além

do elemento neutro, Hy, Hy e Hs contém (12), (13) e (23), respectivamente, entao
(23)H,(23) = Ha, (12)H;(12) = Hj e (123)H5(123) = H;

Teorema 18.4 O niumero t de subgrupos de G de ordem p™ ¢ congruente com 1 mddulo p e €

um divisor de k.
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Exemplo 18.5 Se |G| = 6, o numero de subgrupos de ordem dois é ¢t = 1(mod2) tal que t|3.

Entao t =1 ou t = 3. No primeiro caso G = Zg e no segundo G = Ss.

Exemplo 18.6 Todo o grupo de ordem 45 tem um subgrupo normal. Se |G| = 45 = 32 x 5,
por 18.1, G tem pelo menos um subgrupo H de ordem 32 = 9. O Teorema 18.3 diz-nos que o

nimero t de subgrupos dessa ordem tem de verificar
t = 1(mod 3) e t|5,

e 0 unico numero da forma 3k + 1 que divide 5 é 1. Como ¢t = 1, para todo o elemento g € G,

gHg™ ' coincide com H. Portanto H é normal.

Proposicao 18.7 Se |G| = pq com p e q primos, p < q e ¢ # 1(mod p) entao G = Zp,.

Exemplo 18.8 Pelo resultado anterior, concluimos que sao ciclicos os grupos de ordem 15, 33,
35, 51, 65, 69, 85, etc..

Grupos diciclicos

Se m > 2 é um inteiro, no conjunto de 4m elementos

2m

-1 2m—1
{6,[13,“'1‘ 7y7xya"'7xm y}:
com uma multiplicagao definida por

a,.b a+b’$a(

2z’ =x ) = gt?

by Y,

b ) — l,aberm

(a%y)a® = 27"y e (a%y)(a"y

Y

sendo 0 < a,b < 2m — 1 e as poténcias de x consideradas médulo 2m, é um grupo G. E o grupo

diciclico de ordem 4m. No caso m = 2, G ¢é isomorfo ao grupo dos quaternioes.

Classificagcao dos grupos de ordem 12:

Teorema 18.9 Um grupo de ordem 12 é isomorfo a um dos sequintes grupos: Zis, Zg¢ X Z2,

Dg, o grupo diciclico de ordem 12 e Ay.

19. Grupos Abelianos Finitamente Gerados

Teorema 19.1 Todo o grupo abeliano finitamente gerado € isomorfo a um produto directo de
grupos ciclicos
Ly X Ly X -+ X Ly, X L%,

tal que ny|ng|- - |ng.
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A poténcia s chama-se a caracteristica do grupo e os n; sao chamados os coeficientes de

tor¢do ou os factores invariantes do grupo.

Corolario 19.2 Todo o grupo abeliano finito € isomorfo a uwm produto directo de grupos ciclicos
Ly X Lipy X+ X Ly,

tal que ny|ng|- -« |ng.

Corolario 19.3 Todo o grupo abeliano finitamente gerado que ndo tenha elementos de ordem

finita € isomorfo ao produto directo de um numero finito de cdpias de Z.

Estes resultados dao-nos uma classificagao completa dos grupos abelianos finitamente gera-

dos. De facto a decomposicao indicada é inica:

Teorema 19.4 Se G = Zp, X Ly X -+ X Ly X L° € Go = Ly X Ly X =+ X Loy, x Zt sdo

isomorfos entdo s =t, k=1 e n; = m;.

Um grupo abeliano finito G, por 19.2 e 10.3, é isomorfo a dois tipos diferentes de produtos

directos de grupos ciclicos:
1. Zpy X Zpy X -+ X Ly, sendo ni|ng| - - - |ng os seus factores invariantes;

2. Zpyea X Lipyoz X -+ - X Lpas, onde os primos p;, nao necessariamente distintos, se chamam

os divisores elementares de G.

Os factores invariantes de um grupo determinam os correspondentes divisores elementares
e vice-versa. Portanto, dois grupos abelianos finitos sao isomorfos se e s se tém os mesmos

divisores elementares.

Exemplo 19.5 A menos de isomorfismo, existem trés grupos abelianos de ordem 40 = 23 x 5

com as factorizacoes indicadas:
1. Divisores elementares 2,2, 2, 5: Zoy X Zio X 7y X Z5. Factores invariantes 2, 2, 10: Zo X Zo X Z1.
2. Divisores elementares 2,22, 5: Zs x Z4 X Zs. Factores invariantes 2,20: Zg X Zag.

3. Divisores elementares 23, 5: Zg x Zs. Factor invariante 40: Zyg.
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