9.9 Teorema de existéncia de limites. Seja C uma categoria. As sequintes condi¢des sdo

equivalentes:
(i) © é completa;
(ii) © tem produtos e igualizadores.

Dem.: Temos que (i) implica (ii) visto que produtos e igualizadores sao exemplos de limites.
Reciprocamente, seja D uma categoria pequena, € uma categoria com produtos e igual-

izadores e F' : D — € um functor. Consideremos o seguinte diagrama
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onde g é o Unico morfismo para o qual o quadrado inferior comuta, f é o inico morfismo que
torna comutativo o triangulo superior e e = ig(f, g).
Vamos provar que (E,(ap = pp -e: E — F(D)pecopjp) ¢ um cone de F'. De facto, para

qualquer morfismo u : D — D’ em D temos que

F(u)-ap = F(u)-pp-e
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Vejamos agora que (E, (ap = pp-e : E — F(D)pcopjp) é o cone limite de F'. Se fp : C — F(D)
sao as componentes de um cone de F' entao, pela propriedade universal do produto, existe um e
um sé h: C — H F(D) tal que pp - h = Bp.
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vem que g - h = f - h. Consequentemente, existe um tunico t : C' — F tal que e -t = h, visto que

e é o igualizador do par (f,g). Portanto

ap-t = pp-e-t
pp - h

para todo o D € D.
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Suponhamos que ap -t = Bp para todo o objecto D de D. Entao temos que
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(1) pela propriedade universal do produto e (2) pela propriedade universal do igualizador.

Provdmos assim que (E, (ap)peow;p) € o limite de F' em C.

9.910 Teorema de existéncia de limites finitos. Seja C uma categoria.

condicdes sao equivalentes:

(i) C € finitamente completa;

(ii) C tem objecto terminal, produtos bindrios e igualizadores.
(iii) C tem objecto terminal e produtos fibrados.

Dem.:(i)==(ii): o objecto terminal é o limite de
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As sequintes



o produto binério é o limite de

e igualizador é o limite de

todos limites finitos cuja existéncia se toma como hipédtese.
(il)=(i): utilizando 9.9 vem que, para qualquer F' : D — C, tal que Mor(D) e, por con-
sequéncia, Obj(D) sao conjuntos finitos, existem
H F(D) e H F(codu)
DeD ueD
assim como o co-igualizador de (f, g). Logo F' tem limite em C.
(il)= (iii): De facto basta ver que o produto fibrado de dois morfismos f : A — B,g: C — B
¢é o igualizador do par de morfismos
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(iti)= (i): B facil verificar que o produto de dois objectos A, B € € é o produto fibrado dos

morfismos de A e de B no objecto terminal
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Resta provar que qualquer par de morfismos paralelos, f,g: A — b, tem um igualizador em
C. Sejam f =< 14,f > e g =< lp,g >, isto é, f é o tinico morfismos tal que pg - f = f e
pa-f =14 €7 éo tnico morfismos tal que pg-g=ge pa-g=1a.
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Por hipétese existe o produto fibrado de (f,9)
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h <la,9>
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Vejamos que h = L:
h = pA-<1A,f>'h
= paA < 1A7g > -l
= 1

Fazendo e = h = 1 concluimos que e = ig(f, g) da seguinte forma

o fre=g-e

fre = f-h
pp- <1la,f>-h
e < la,g>-1
g-1
= g-e

e ¢ se f+-s=g-s, para algum morfismo s, entao

la-s=pa <la, f>s=pa<lpg,g>s=14-s

fS:pB < 1A,f>3:pB<1A,g>$:g$
donde, pela propriedade universal do produto, vem que
< lA,f> s =< la;g> .S

Além disso, pela propriedade universal do produto fibrado, existe um tnico morfismo s’ tal

que h-s' =sel-s'=s Comoe=h=1I,s étambém o tinico morfismo tal que e¢- s’ = s.



Portanto e = ig(f, 9)-

Os resultados duais de 9.9 e 9.10 dao condigoes necessarias e suficientes para uma categoria

ser cocompleta e finitamente cocompleta, respectivamente.



