Esquema de Resolugao do
Exame de Teoria das Categorias de 07/07/2005

1. Na categoria POConj, dos conjuntos parcialmente ordenados e das fungoes monodtonas, descreva

(d) O igualizador e o co-igualizador dos morfismos u,v : (Ng,<) — (Z, <), definidos por
u(n) = 3n e v(n) =0, para n € Ny.

(e) Um functor fiel e representdavel G : POConj — Conj.

1. (a) f:(X,<) — (YV,<) é um isomorfismo se e s6 se existe um g : (¥, <) — (X, <) tal que
g-f=1lx< e f g=1lyx) Portanto f tem de ser uma funcao monétona e bijectiva cuja
fungao inversa é também mondtona, isto é g € POConj. Entao, f é um isomorfismo se e s6 se é
uma funcao bijectiva tal que

r <2 < f(z) < f(2).
(Explicar)
(b) f:(X,<) — (Y, <) é monomomorfismo <= f é injectiva.

Se f é injectiva e f-u = f v, para u,v: (Z,<) — (X, <), entdo para todo o z € Z temos que
f(u(2)) = f(v(z)). Pela injectividade de f, vem que u(z) = v(z), para z € Z, o que significa que
u = .

Reciprocamente, se f(z) = f(2') para z,2’ € X entdo f-g= f-h para g,h: ({x},<) — (X, <)
definidas por g(x) = x e h(x) = 2/ que sdo fungdes mondtonas. Como f é monomorfismo vem
que g = h. Portanto # = 2’ e, consequentemente, f é injectiva.

(c) O produto bindrio de (X, <) e (V,<) é {(X x Y, <);px,py} onde

- X xY é o produto cartesiano;

-(zy) < (2),y)seesdsex <a' ey <y

- as projecgoes sao as usuais: elas pertencem a categoria pois sdo monétonas px : (X x Y, <) —
(X.S) epy (X x Y, ) — (¥, <)

O coproduto binario de (X, <) e (Y,<) é {(X WY, <);ix,iy} onde

- (X WY) é a reuniao disjunta;

- (2,0) < (2/,0) seesédsex <’ em X, (y,1) < (¢,1) se e s6 se y <y e nao existem outras
relagOes entre os restantes elementos;

- as inclusdes iy : X — (X WY)eix : X — (X WY) sdo fungdes mondtonas.
E f4cil provar que satisfazem as propriedades universais correspondentes.

(d) O igualizador de (u,v) é o subconjunto E = {n|u(n) = v(n)} de Ny, com a ordem induzida, e
a inclusao i : (E, <) — (Np, <). Temos que 3n = 0 se e sé se n = 0, portanto (E, <) = ({0}, <).
Qualquer fungdo mondétona h : (X, <) — (Np, <) tal que u-h =v - h é a fungao constante nula.
Portanto existe um e um s6 morfismo A’ : (X, <) — ({0}, <) tal que i-h' = h.

Qualquer fungao que co-igualize (u,v) é constante:

g-u=g-vparag: (Z,<)— (V,<)



vem que
g(3k) < g(Bk+1) < g3k +2) <g(3k+3) = g(3k) para todoo k € Z
logo, como a relagao é anti-simétrica,
9(3k) = g(3k+1) = g(3k + 2) para todo o k € Z

o que significa que g tem a mesma imagem para todo o n € Z. Portanto a fungao constante

c:(Z,<) = ({*}, <)
pertence a POConj porque é mondtona, co-igualiza (u,v) e qualquer g € POConj tal que
g-u = g-v se factoriza segundo ¢, ¢’ - ¢ = g, para um tnico ¢'.

(e) O functor de esquecimento U : POConj — Conj é fiel e é representado por ({x},<). De
facto, existe um isomorfismo natural o : U — POConj(({*},<),—), sendo cada componente
ax,<) » U(X, <) — POConj(({*}, <), (X, <)) a fungdo que faz corresponder a cada x € X o
morfismo definido por * I~ . Prova-se que a(x <y é um isomorfismo (uma funcao bijectiva) para
todo o (X, <) e que a transformagao é natural (POConj(({*}, <), f) - a(x,<) = a,<) - U(f),
para todo o f : (X, <) — (Y, <)).

2. Defina e dé um exemplo de

(a) categoria completa.
(b) equivaléncia de categorias.

(c) imersao de Yoneda.

Ver apontamentos.

3. Prove que

(a) Existe uma categoria que tem como objectos os conjuntos, como morfismos o« : A — B as
relacoes binarias, i.e. o C A x B, sendo a composicido definida por

Boa={(a,c)|(a,b) € ae (bc) € (3 para algum b € B},

paraa CAxBefC BxC(C.
(b) Um functor fiel e pleno cria isomorfismos.

(¢) Sendo U : Mon — Conj o functor de esquecimento da categoria dos mondides na dos
conjuntos, a fun¢do que a cada mondide M faz corresponder o produto cartesiano U (M) x
U(M) é fungao de objectos de um functor U x U : Mon — Conj.

(d) A multiplicagdo de qualquer mondide M = (M, -, e) define a componente oy : U(M) X
U(M) — U(M) de uma transformagao natural o : U x U — U.

(e) O functor de esquecimento da categoria dos semigrupos na categoria dos conjuntos tem
adjunto a esquerda. (Unidade? Co-unidade?).

(a) A composicao é associativa:
Paraa CAXB,BCBxCeyCCxD

v-(B-a)={(a,d)|(a,c) € B-ae(cd) €, para algum c € C'}



que é igual a

d={(a,d)|(a,b) € a, (b,c) € B,(c,d) € vy para algum b € B,c € C'}

Analogamente se prova que (v - ) - a) = 0.
Para cada conjunto A a relacao diagonal 14 = {(a,a)|a € A} é a identidade de A.

(b) Se f: FA — FB é isomorfismo em B para um functor fiel e pleno F' : B — A entao existe
um tnico [’ € A tal que F(f") = f.

Analogamente, para o inverso g de f em B existe um tnico ¢ em A tal que F(¢') = g.

Daqui se conclui que f’ é um isomorfismo em A com inverso g':

E(f'-g)=F(f')-F(¢)=f-9=1rp = F(1p),

o que implica que f’'-¢ = 1 porque F é fiel. De forma semelhante se conclui que ¢’ - f/ = 14.

(¢) Para cada morfismo de mondides f : M — M’, define-se U x U(f) = Uf x Uf , portanto
Uf xUf(xz,y) = (f(x), f(y)). Verifica-se que

-UxU(lm) = lumxum

-UxU(g-f)=UxUl(g)-UxU(f)

portanto que, desta forma, se define um functor.

(d) Dado f: M — M' em Mon temos que provar que
o -UxU((f)=Uf-op:

Para todo o par (z,y),

om - Uf x Uf(z,y) = f(z)- fy), e

Uf -om(z,y) = f(z-y),

que sdo iguais - f(x -y) = f(z) - f(y) - porque f é homomorfismo de mondéides.

(e) Seja U : SGrp — Conj o functor de esquecimento. Para um conjunto X, denote-se por F'(X)

o semigrupo das sequéncias finitas e nao vazias de elementos de X, as palavras nao vazias do
alfabeto X, para a operacao de “concatenacao”.

O morfismo nx : X — U(F(X)) que a cada elemento = faz corresponder a palavra < x > é
universal de X para U.

Dai se conclui que existe uma tnica forma de definir um functor F' adjunto a esquerda de U com
unidade 7. A co-unidade €, para cada semigrupo S = (5, ), é o homomorfismo eg : FU(S) — S
definido por

es(< wixe - Tp >) =X KTy k- Kk T



