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Nota prévia

Os presentes apontamentos tém por base o curso de Medida
e Integracao leccionado no primeiro semestre dos anos lectivos de
1998/99, 1999/00 e 2000/01, a alunos do Ramo Cientifico, especi-
alizacao em Matematica Pura, do terceiro ano da licenciatura em
Matematica da Universidade de Coimbra.

Na elaboracao deste texto, tal como na leccionagao do curso, as-
sumimos, naturalmente, que o estudante tem conhecimentos sélidos
sobre as matérias leccionadas nas disciplinas de Algebra Linear e de
Anaélise Infinitesimal dos dois primeiros anos da licenciatura. De en-
tre estas, realcam-se as relativas ao integral de Riemann, quer num
contexto univariado quer multivariado. No entanto, como a aborda-
gem ao integral de Riemann seguida nessas disciplinas de Analise,
privilegia a vertente calculatéria em detrimento duma construgao
rigorosa da entidade matemaética, opgao essa a que nao é estranha
a morosidade desta ultima abordagem, apresentamos num capitulo
preliminar, mas de forma muito sucinta, as diversas etapas da cons-
trucao do integral de Riemann em IRY bem como os principais re-
sultados e limitagoes deste integral.

No presente texto, surgem também tépicos, como os do teorema
da representagao de Riesz em LP, do teorema da diferenciagao de
Lebesgue, ou da transformada de Fourier de medidas finitas em IR?,
que nao foram abordados no curso em qualquer dos anos lectivos

referidos.

Carlos Tenreiro
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Capitulo 0

Integral de Riemann e medida de
Jordan

Neste capitulo preliminar passamos em revista as nogoes de integral de Riemann e de
medida de Jordan em IRY bem como algumas das suas propriedades. Fd-lo-emos de
forma muito sucinta. Aconselha-se por isso a consulta das monografias referidas no

final deste capitulo.

0.1 Rectangulos em R?

Chamamos rectangulo em IR? a todo o subconjunto de IR? da forma A = I x...x I,

onde, para ¢ = 1,...,d, I; é um intervalo real e limitado, isto é, um intervalo da
forma [a;, b;], ]a;, bi], Ja;,b;] ou [a;, b;[, com a;,b; € R e a; < b;. O rectangulo A

dir-se-a fechado, aberto, semi-aberto a esquerda ou semi-aberto a direita se todos os

intervalos I; forem fechados, abertos, semi-abertos a esquerda, ou semi-abertos & direita,
respectivamente. Se as diferencas b; — a;, para ¢ = 1,...,d, ndo dependerem de i,

dizemos que A é um cubo em R? de aresta by — aj. Ao ntmero real

d

o(4) = [T - ai),

=1

chamamos volume do rectangulo A.

Uma partigdo do rectangulo fechado A é um conjunto P do tipo P = P; X ... X Py,

onde cada P;, para ¢ =1,...,d, é uma particao de [a;, b;], isto é, um subconjunto finito
de [a;, b;] contendo a; e b;. Uma particio P do rectangulo fechado A determina uma
decomposicao de A em sub-rectangulos fechados da forma I 1 X oo X I:i’ onde cada [ Z/ é
um subintervalo fechado da decomposigao que P; determina em [a;, b;]. Designaremos

por R(P) o conjunto de tais sub-rectangulos.
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0.2 Integral duma funcao definida num rectangulo

Dadas uma funcio f : A ¢ IR? — IR limitada no rectangulo fechado A e P uma
partigdo de A, sejam mp(f) = inf{f(z) : v € B} e Mp(f) = sup{f(z) : = € B}, para
B € R(P). Consideremos ainda as somas

s(f;P)=">_ mp(flu(B) e 3(f;P)= Y Mp(f)v(B),
BER(P) BER(P)

a que chamamos somas inferior e superior de Darboux, respectivamente. Ao supremo

das somas inferiores e ao infimo das somas superiores tomados sobre todas as particoes

de A, chamamos integral inferior e integral superior de f em A e denoté-los-emos por

J_ A fdz e [} fdz, respectivamente.

Definigao 0.2.1 (Riemann) Dizemos que f : A C R? = R limitada no rectingulo
fechado A € integrdvel em A se [, fdx = [ fdz. O valor comum das quantidades

anteriores diz-se integral (de Riemann) de f em A e € denotado por [, f(x)dx.

0.3 Conjuntos mensuraveis e medida de Jordan

Definicdo 0.3.1 (Jordan) Dizemos que um subconjunto limitado E de R? é mensurd-
vel 4 Jordan quando tomando-se um rectangulo fechado A que contenha E a funcdo in-
dicatriz em A, 1 : A—=1R, definida por

1 sexekFE
Ig(x) =
B(7) {0 sex e A—F

¢ integrdvel em A. Denotaremos por J(IR?) a classe de tais conjuntos. Ao niimero real

v(E) = [, Ig(z)dz chamamos volume de E.

Um subconjunto limitado F de IR é assim mensurdvel & Jordan quando e s6 quando
SUPp > pen(p)pce V(B) =Ifp Y pepp).pnpsp v(B), ou, por outras palavras, o “volu-
me interior de E” é igual ao “volume exterior de E”. Assim, o volume de F nao é mais
de que o valor comum dos volumes interior e exterior de F.

Os conjuntos mensuraveis a Jordan podem ser caracterizados a partir da respectiva
fronteira. Uma tal caracterizagao baseia-se na nocao de conjunto de medida de Lebesgue

nula. Dizemos que um subconjunto M de IR? tem medida de Lebesgue nula se para

todo o € > 0 existirem rectangulos fechados A;, A, ... em IR? tais que M C Uiz, 4 e
it v(A) < e

Teorema 0.3.2 (de Lebesgue) Um conjunto limitado E C R é mensurdvel a Jor-

dan sse fr(E) tem medida de Lebesgue nula.
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Conjuntos “simples” podem nao ser mensuraveis a Jordan. Por exemplo, o conjunto
dos racionais do intervalo [0, 1] ndo é mensuravel & Jordan.

A aplicagio v : J(IR?) — [0, +-00[ que a cada subconjunto mensurével de IR? associa
o seu volume diz-se medida de Jordan e satisfaz as propriedades:

vi) v(0) = 0;

va) Para By, Es,... € J(RY), com E;NE; = () para i # j, e U2, E; € J(RY),
tem-se v (U;2; £i) = 22321 v(Ey).

Como veremos no Capitulo 2 as propriedades vi) e vy) justificam a designagao de

“medida”.

0.4 Integral duma funcao definida num mensuravel

Definigao 0.4.1 Dizemos que f : E C R =R limitada em E € J(IRY) ¢ integrdvel a

Riemann em E quando tomando-se um rectangulo fechado A que contenha E a funcdo

~ f(z) sexeE
0 sere A—F

for integravel em A. Neste caso, o integral de f em E, que denotamos por fE f(x)dzx,

é dado por [, f(z)dz.

Teorema 0.4.2 (de Lebesgue) f: E C R?—1R limitada em E € J(IRY) € integrdvel
a Riemann em E sse o conjunto dos seus pontos de descontinuidade tem medida de

Lebesgue nula.

Um exemplo classico duma func@o nao integravel a Riemann é o da funcao de
Dirichelet definida no intervalo [0,1] por f(z) = 1, se z é racional, e f(z) =0, se z é

irracional.

Teorema 0.4.3 Sejam f,g : E ¢ RY = R limitadas e integrdveis em E € J(IRd) e
a € R. Entao:

a) f+g € integravel e [,(f + g)(x)dx = [ f(x)dz + [, g(z)dx;

b) af € integravel e [p(af)(x)dr = a [ f(x)dr;

¢) Se f(x) >0 para todo o x € E, entio [, f(x)dx > 0;

d) |f| € integravel e | [ f(x)dx| < [ |f](x)dx.

Notemos que a integrabilidade de |f| ndo implica a de f. A funcdo f : [0,1] - R
definida por f(x) = 1, se x é racional, e f(z) = —1, se x ¢ irracional, ndo é integravel

mas o seu modulo é-o.
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0.5 Calculo de integrais miultiplos: Teorema de Fubini

No caso real, o célculo do integral duma funcao limitada e integravel f : [a,b] —1R é
habitualmente efectuado utilizando o teorema fundamental do calculo: Se f é limitada
e integravel, e possui uma primitiva F': [a,b] — 1R, isto é, se existe F' diferencidvel com
F’ = f, entao fabf(x)dx =F(b) — F(a).

No caso multivariado, o calculo do integral duma func¢ao definida num rectangulo
A x B C IRP x IR? pode reduzir-se ao cdlculo de dois integrais, um sobre A e o outro
sobre B. A aplicacao sucessiva duma tal regra permite-nos concluir que o integral duma

funcao real de n variaveis se reduz ao calculo de n integrais simples.

Teorema 0.5.1 (de Fubini) Seja f: A x B—1R integravel com A C IR? ¢ B C R?
rectangulos fechados. Para x € A ey € B sejam f, : B—1IR e f¥Y: A—1R as secgdes
de f em x ey definidas por fy(y) = fy(xz) = f(x,y), respectivamente. Entdo

[ piw) = [ ([ stdn)as= [ ([ )i
/B ( / Afy(:c)d:c>dy: /B ( /A ) fy(l,)dx) a.

Em particular, se f é continua em A x B, as suas sec¢oes sdo continuas e a férmula

anterior reduz-se a

AxB fde.y) = /A(/B fm(y)dy)d.%' = /B(/A fy(x)dx)dy.

A extensao do resultado anterior a dominios mensuraveis a Jordan nao rectangulares
¢é simples. Notemos que a existéncia de algum dos integrais iterados de f nao implica
a integrabilidade de f. Para f : [0,1] x [0,1] — IR definida por f(z,y) = 2y, se x é
irracional, e f(z,y) = 1, se = ¢é racional, temos fol(fol f(z,y)dy)dx = 1 mas f nao é

integravel.

0.6 Integrais paramétricos

Se f: Ax B—1R é continua em Ax B com A C IR? e B C IR? rectangulos fechados, o
teorema de Fubini garante a integrabilidade do “integral paramétrico” z— [ 5 [z, y)dy.

Os resultados seguintes dao conta da continuidade e diferenciabilidade desta fungao.

Teorema 0.6.1 Se f: Ax B—1R, com A C R? e B C RY? rectangulos fechados, é

continua entdo x—)fB f(x,y)dy, para x € A, é uma fungao continua.
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Teorema 0.6.2 (Regra de Leibniz) Seja f : Ax B—1IR, com A C IR e B C RY
rectangulos fechados, continua com derivada parcial g—i continua em A X B, para algum

i€ {l,...,p}. Entio x— [ f(z,y)dy, para x € A, admite derivada parcial continua

81 (/B f(a:,y)dy> = /B gi (z,y)dy.

0.7 Um teorema de convergéncia

em ordem a x; €

O limite (simples) duma sucessao de fungoes integréveis a Riemann nao é necessaria-
mente integravel a Riemann mesmo que uma tal sucessao seja uniformemente limitada.

E esse o caso da sucessao

1 sex=rpk=1,...,n
fo(z) =
0 sex€la,b\{ry,....,m}

onde 71,72,... é uma enumeragao dos racionais do intervalo [a,b]. (f,) é uma sucessao
crescente de fungoes integraveis & Riemann em [a, b] com fab fu(z)dz =0 e lim f,(x) =
f(x), para todo o = € [a,b], onde f é a funcao de Dirichelet que sabemos nao ser
integravel a Riemann.

A integrabilidade da func¢ao limite é preservada se a convergéncia for uniforme. Re-

cordemos que uma sucessao de funcées (f,) de A € IR? em IR converge uniformemente

para f em B C A, se

Ve >03ng e NVn>noVe e B |fo(z) — f(z)| <e

Teorema 0.7.1 Se wma sucessio de fungées integraveis fn, : A C R — R definidas

em A J-mensurdvel, convergir uniformemente para f : A— 1R, entdo f € integrdvel a

nETmAfn(x)dx:Af(x)dx.

0.8 Integral improéprio de Riemann

Riemann e

A nocéo de integral de Riemann duma funcio f : E ¢ IR — IR exige, & partida,
que sejam satisfeitas duas condicoes: o dominio de integracao E deve ser mensuravel a
Jordan (sendo em particular limitado) e f é limitada em F.

Vejamos agora como podemos extender a nocao de integral de Riemann a um con-

junto mais vasto fungoes. Comecemos pelas fungoes nao-negativas.

Definicio 0.8.1 Seja f: E ¢ RY—RY wma funcdo definida num dominio E para o
qual existe uma sucessio By C Fy C ... em J(RY) com E = U2, E; sendo f limitada e
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integravel em cada E;, 1 = 1, 2,.... Chamamos integral impréprio de f em E ao limite

Jg f(@)dx =lim; 1o [ f(2)dx (possivelmente +00).

A escrita duma funcdo f : E € IR — IR como diferenca de duas funcdes nao-
-negativas, f = f* — f~, onde f*(z) = max(f(x),0) e f~(z) = max(—f(z),0) para
z € IR, permite-nos generalizar a nocéo de integral impréprio para funcdes cujo sinal

nao é constante.

Definigdo 0.8.2 Seja f : E ¢ RY — R wma funcio definida num dominio E nas
condigoes da defini¢ao anterior. Dizemos que f € integrdvel em E (sentido imprdprio)
se fE fr(z)dr < +o00 e fE x)dxr < 4o00. O integral imprdprio de f em E ¢é dado
porfE d:v—fEf+ d:c—fE (z)dz.

Se f é limitada e integrdvel & Riemann em E € J(IRY), entdo f é integrével no
sentido improprio e os integrais proprio e improprio coincidem. As propriedades do

integral de Riemann apresentadas no Teorema 0.4.3 valem para o integral impréprio.

0.9 Insuficiéncias do integral de Riemann

Até finais do século XIX a utilizacdo do integral de Riemann foi revelando algu-
mas insuficiéncias que nao permitiam uma utilizacdo satisfatéria deste instrumento
matematico:

— Fungdes muito simples podem nao ser integraveis a Riemann (caso, por exemplo,
da funcao de Dirichelet definida em §0.4).

— Para uma funcao integravel a Riemann no rectangulo [a,b] X [¢,d] a férmula
cléssica f[a,b]x[c,d] f(z,y)dzdy = fab(fcdf(x,y)dy)dm nao é verdadeira pois um dos in-
tegrais simples do segundo membro pode nao ter sentido a Riemann. Tal é o caso da
fungao f:[0,1] x [0,1] =R definida por f(z,y) =0,se z #1/2, e f(x,y) = ]IQ(y), se
x=1/2.

— A mais importante limitagdo do integral de Riemann tem a ver com as operagoes
de passagem ao limite. Podemos ter uma sucessao (f,,) de fungoes integraveis e “bem
comportadas” em [a, b] com lim fn( ) = f(x), para todo o ponto = € [a, ], e no entanto
a igualdade hmf fn(z)de = f lim f,,(z)dx = f; f(x)dx nao ser valida (ver §0.7).

As insuficiéncias anteriores foram finalmente superadas com a introducao duma
nova noc¢ao de integral devida a Lebesgue. O ponto de partida de Lebesgue é a nogao
de medida introduzida por Emile Borel em 1898. Seguindo esta mesma abordagem, de-
senvolveremos nos proximos capitulos a teoria geral da medida e integracao a Lebesgue.

O integral de Lebesgue em IR? surgird como caso particular dessa teoria geral.
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Capitulo 1

Conjuntos e classes de conjuntos

Neste capitulo estudamos determinadas classes de subconjuntos dum conjunto arbitrdrio
X que desempenhardo um papel fundamental na primeira parte do curso. Relevo par-

ticular serd dado as nocdes de o-anel gerado por uma classe e de o-dlgebra de Borel.

1.1 Operagoes com conjuntos

Com o intuito principal de fixar notacao, referimos neste paragrafo algumas operagoes
com conjuntos que usaremos durante o curso. Todas elas, com excepcao possivelmente
da nocao de limite duma sucessao de conjuntos, sao ja do nosso conhecimento tendo
sido usadas no capitulo preliminar anterior.

Salvo indicacao em contrario, denotaremos por X um conjunto arbitrario nao-vazio
e por P(X) o conjunto das partes de X, isto é, o conjunto de todos os subconjuntos de
X.

Chamaremos classe a um qualquer conjunto de subconjuntos de X. Uma classe

¢ assim um subconjunto de P(X) (a palavra “classe” tem, em algumas abordagens &
teoria dos conjuntos, um significado distinto do que aqui lhe atribuimos).

Dados A, B € P(X) denotaremos por AN B ou AB a intersecgdo de A e B, e por
AU B areuniao de A e B. Sendo A e B disjuntos, i.e., AN B = (), a reuniao de A ¢ B
é também denotada por A + B.

O complementar de A é denotado por A€ e a diferenga entre A e B é denotada por
A— B = AnNBC" Se B esta contido em A, B C A, a diferenca A — B diz-se propria.
Ao conjunto AAB = (A — B) + (B — A) chamamos diferenca simétrica de A e B.

Dada uma familia A;,i € I, de subconjuntos de X indexada por um conjunto

arbitrario I, denotaremos por mie ; Ai a sua interseccao e por Uz‘e ;1 Ai a sua reuniao.

Sendo os conjuntos A;,i € I, disjuntos dois a dois, i.e., A; N A; = (), para todo 0 i # j,

a sua reuniao é também denotada por ), ; A;.
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A interseccao, a reuniao e a complementacao estao relacionadas pelas leis de De

(gm)c = QA;? e (QIAi)C =4

el

Morgan:

Se (A;,) é uma sucessao de subconjuntos de X, chamamos limite inferior da sucessao
ao conjunto
[c ol o]
U ﬂ A; =liminf A,,,
n=11i=n

e limite superior da sucessao ao conjunto

ﬁ [j A; = limsup A,.

n=1i=n

Notemos que liminf A, é o conjunto dos pontos x € X que pertencem a todos os
A, com excepcao dum numero finito deles, enquanto que limsup A,, é o conjunto dos
pontos x que pertencem a uma infinidade de conjuntos A,, (ver Exercicio 1.5.3). Por

isso, o conjunto limsup A,, é também denotado por A, i.o. (do inglés, infinitely often).

Sempre que limsup A,, = liminf A,,, dizemos existe o limite da sucessao (4,). Um
tal limite, que denotaremos por lim A,,, é definido por lim A,, = limsup A,, = liminf A,,.
A sucessao (A,,) diz-se crescente se A,, C Ap4+1 para todo o n € IN e decrescente
se An11 C A, para todo o n € IN. No primeiro caso indicaremos (A,) 1 e no segundo
(An) J. Diz-se monétona uma sucessao que é crescente ou decrescente. Sendo (Aj,)

crescente, vale a igualdade lim A, = [J77; A,,. Se (A,) é decrescente, temos lim A,, =
Moz An-

1.2 Classes de conjuntos

No que se segue, denotamos por C uma classe nao-vazia de subconjuntos de X.

C diz-se um semi-anel se é estdvel para a interseccao finita (se A,B € C entao
AN B € C; dizemos neste caso que C é um 7-sistema), e se dados A, B € C entado
A—B=>" C;paraalgumme NeCy,...,Cp €C.

C diz-se um anel se é estdvel para a reunido finita (se A, B € C entao AUB €C) e
para a diferenca (se A, B € C entao A — B € C).

C diz-se um c-anel se é estdvel para a diferenca e para a reuniao numeravel (se
Aj, Ay, ... €Centao | Jo7 | Ay €0).

Notemos que se C é um semi-anel entdo () € C. Além disso, um anel é um semi-anel
(ANB = AUB—((A—B)+(B—A))) e um o-anel é um anel (AUB = AUBUQU---). Um

o-anel é ainda estdvel para a intersecgao numerdvel (5 A4; = A1 — U2(A; — A)).
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Um o-anel (resp. semi-anel, anel) que contenha X diz-se uma o-algebra (resp.

semi-dlgebra, dlgebra).

Uma classe C diz-se monétona se é estavel para os limites monétonos (se (A,) ¢
mondtona entdo lim A,, € C). Uma classe mondtona que contenha X e seja estdvel para
a diferenca prépria (se A,B € Ce B C A entdao A— B € C), diz-se um d-sistema (ou
sistema de Dynkin).

Uma o-algebra é um d-sistema e um o-anel é uma classe mondtona.

Exemplos: 1. {0, X} e P(X) sao o-dlgebras.

2. A classe C de subconjuntos de IR definida por C = {]a,b] : —co < a < b < +o0},
¢ semi-anel (ver Exercicio 1.5.9). A classe S dos subconjuntos de IR obtidos por reuniao
finita de elementos de C é anel.

3. A classe C de todos os subconjuntos de IR que admitem uma das formas | — oo, al,
Ja, b] ou ]b, +o0[, com a,b € IR, é semi-anel mas nao é anel. A classe S dos subconjuntos
de IR obtidos por reuniao finita de elementos de C é dlgebra.

4. Sejam X infinito e C a classe de todos os subconjuntos A de X tais que A ou A°

é finito. C é algebra mas nao é o-algebra.

1.3 o-anel gerado por uma classe

Veremos de seguida que a partir duma classe C de partes de X, é possivel construir
classes mais “ricas” que gozam das propriedades anteriores. Tal como para conjuntos,
definimos a intersecgao ﬂie ;Ci e a reuniao Uz‘e ;1 Ci duma familia de classes C;, i € I,
por (,e;Ci={A e P(X): Ae(;, paratodooi € I} e|J;c;Ci={AeP(X): Ae
Ci, para algum i € I}. Diremos que C estd contida numa classe D de partes de X se

todo o elemento de C (subconjunto de X') é elemento de D, e indicaremos C C D.
Proposicao 1.3.1 A interseccao duma qualquer familia de o-anéis € um o-anel.

Proposigao 1.3.2 Se ¥ € a familia de todos os o-anéis de partes de X que contém
C, entdo (\pey B, € 0 menor (no sentido da inclusio) o-anel que contém C. Um tal

o-anel, que denotaremos por s(C), diz-se o-anel gerado pela classe C.

As proposicoes anteriores permanecem vélidas para todas as classes de conjuntos
consideradas atrds. A defini¢do anterior pode assim ser extendida a tais classes. Em
particular denotaremos por o(C), d(C) e m(C), a o-algebra, d-sistema e classe monétona
gerados por C, respectivamente.

Duma forma geral, se C é uma classe de partes de X, sao validas as inclusoes

m(C) Cd(C) Co(C) e m(C)C s(C)Ca(C).
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Sob certas condigoes sobre a classe C sdo também validas as inclusGes contrarias.
Teorema 1.3.3 (de Dynkin) Se C € um w-sistema entdo d(C) = o(C).

Demonstragao: Atendendo ao Exercicio 1.5.8, basta mostrar que d(C) é w-sistema.
Para B € P(X), consideremos a classe K(B) ={A € P(X): AN B € d(C)}. Notemos
que: i) A € K(B) sse B € K(A);ii) K(B) é d-sistema, para B € d(C); iii) d(C) C K(A),
para todo o A € C (pois C é m-sistema); e iv) C C K(B), para todo o B € d(C). Assim,
d(C) C K(B), para todo o B € d(C), o que permite concluir. [J

O resultado seguinte estabelece-se de forma anéloga.
Teorema 1.3.4 Se C é um anel entao m(C) = s(C).

Corolario 1.3.5 Se C € uma dlgebra entdo m(C) = d(C) = s(C) = o(C).

1.4 o-algebras de Borel

Por topologia em X entendemos uma classe T'x de subconjuntos de X, a que chama-

mos abertos, satisfazendo as seguintes propriedades: T1. O conjunto vazio e o préprio
X sao abertos; T2. A interseccao finita de abertos é um aberto; T3. A reunido ar-
bitraria de abertos é um aberto. O conjunto X munido duma topologia Ty diz-se um

espago topolégico. Os complementares dos conjuntos abertos dizem-se fechados. A

classe dos conjuntos fechados satisfaz as seguintes propriedades: F1. O conjunto vazio
e o préprio X sao fechados; F2. A reunido finita de fechados é um fechado; F3. A
interseccao arbitraria de fechados é um fechado.

Um exemplo bem nosso conhecido de espaco topolégico é o do conjunto IR? onde
por aberto entendemos todo o subconjunto A de R tal que para todo o ponto z € A
existe uma bola aberta de centro x contida em A.

Mais geralmente, um espaco métrico, isto €, um conjunto X onde podemos definir
uma aplicagao, d, dita distancia, que a cada par de pontos x e y de X associa um nimero
real d(z,y), dito distancia entre x e y, e que satisfaz: D1. d(x,y) > 0 e d(z,y) = 0 sse
x =y, D2. d(z,y) = d(y,z), D3. d(z,y) < d(x, z) + d(z,y), para todo o x,y,z € X, é

também um espaco topolégico. A nocdo de aberto é andloga & de IRY, entendendo-se

por bola aberta de centro z e raio r > 0 o conjunto dos pontos y de X cujas distancias
a x é inferior a r, isto é, d(y,x) < r.

. ~ d
Paraz = (z1,...,24) ey = (y1,...,yq) em IRY, a aplicacio d(z,y) = Yo (@ —vi)?
é, como sabemos, uma distancia, dita distancia euclideana. IR? munido da distancia

euclideana é assim um espago métrico. O conjunto das fungoes reais e limitadas defini-

das num subconjunto A de IR? munido da distancia do supremo d(f, g) = supe 4 | f(z)—
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g(x)], e o conjunto das fungoes reais e continuas definidas num subconjunto J-mensuravel
A de RY munido da distancia d(f,g) = [, |f(z) — g(z)|dz, sio outros exemplos de
espagos métricos.

Sendo X um espaco topoldgico chamamos o-dlgebra de Borel a o-dlgebra gerada

pela classe dos abertos de X. Denota-la-emos por B(X). Os seus elementos dizem-se

borelianos.
Teorema 1.4.1 Se F € a classe de todos os fechados de X entio B(X) = o(F).

No caso particular em que X = IR?, a o-lgebra de Borel B (]Rd) além de ser gerada
pelos abertos de IR? (e pelos fechados) é também gerada por outras classes de conjuntos.
Antes de apresentarmos tais classe necessitamos de obter uma decomposicao bésica dos
abertos de IR?. Se d = 1 sabemos que qualquer aberto de IR pode ser escrito como
reuniao numerével de rectangulos abertos (intervalos abertos) disjuntos dois a dois (ver
Lima, 1995, pg. 132). Um tal resultado falha para d > 1. Vale, no entanto, o seguinte

resultado.

Teorema 1.4.2 Todo o aberto de R? ¢ reunido numerdvel (disjunta) de cubos semi-

-abertos a esquerda.

Demonstracdo: Para k € IN, seja Cj, a classe dos subconjuntos de IR? da forma

{(xl,...,xd) : g—; <z < JiQLkl, para i = 1,...,d},
onde j1,...,jq sdo inteiros. C; é uma particio numersvel de IR constituida por cubos
semi-abertos a esquerda. Para ki < k2, cada elemento de Cj, estd contido nalgum
elemento de Cy, .

Dado um aberto A em IRd, consideremos a classe D; de todos os elementos de C;
contidos em A; a classe Dy de todos os elementos de Co contidos em A que nao estao
contidos em nenhum elemento de Dy; a classe D3 de todos os elementos de C3 contidos
em A que nao estao contidos em nenhum elemento de D; U Dsy; duma forma geral seja
D). a classe de todos os elementos de Cp contidos em A que ndo estdo contidos em
nenhum elemento de UZ;% D,,. Finalmente, seja D = ;- D,.

Mostremos que A = |Jgcp B, 0 que atendendo & numerabilidade de D permitira
concluir. Claramente | Jz.p B C A. Reciprocamente, sejam = € A e Cy () o elemento
de Cr que contém z. Sendo A aberto, existe ky € IN tal que Ci(x) C A para k > kg e
Cr(z) ¢ A para k < kg. Assim Cy,(z) € Dy e z € Ugep B- O

O resultado anterior permanece valido para cubos fechados. No entanto, a reunido

deixa de ser disjunta.



14

Apontamentos de Medida e Integracao

Teorema 1.4.3 A o-dlgebra de Borel de R? ¢ gerada por cada uma das classes se-

guintes classes de conjuntos:

a) a classe de todos os fechados em IR¢;

b) a classe de todos os subconjuntos de RY da forma

{(x1,...,2q) 1 2; < b}, parai e {l,...,d} ebeIR;

¢) a classe de todos os subconjuntos de RY da forma

{(ml, ..

xg)rap < x; < by, parai=1,...,d}, para ay,...,aq,b1,...,bq € R.

1.5 Exercicios

1. Sendo A, B e C subconjuntos de X, mostre que:

()
(b)
()

A-B=A-(ANnB)=(AUB) - B;
AN(B—-C)=(ANB)—-(ANC);
(AuUB)—-C=(A-C)U(B-0C).

2. Sendo A, B e C subconjuntos de X, mostre que:

(a)
(b)
(©)
(d)
(e)

AAB = BAA;

AN(BAC) = (AAB)AC;
AN(BAC)=(ANB)A(ANC);
AAB = (AUB) - (AN B);
AAB C (AAC) U (BAC).

3. Se A e (A,,) sdo subconjuntos de X, mostre que:

(a)
(b)
(©)
(d)

liminf A,, C limsup A4,;
A —liminf A,, = limsup(4 — A4,) e A —limsup A, =liminf(A — A,);
(liminf A,)¢ = limsup A% e (limsup 4, )¢ = liminf AS;
limsup A, = {x € X : 3(ny) subsucessao de (n)Vk € N, z € 4, }
={reX: Y3 1, (z) = +oo}, e
liminf A, ={z € X : Ang=np(x) e NVn >ng, z € A,}
={re X : Y2 Tae (z) < +o0},
onde, para B C X, Ip denota a funcao indicatriz de B definida por Ig(x) =1 se
x€Belp(x)=0sex ¢ B;
lim A,, = A sse © € A,, para n suficientemente grande, para todoox € A,ex ¢ A,
para n suficientemente grande, para todo o © ¢ A;

Se (A4;,) é mondtona entao

lim A Up—1 An, se (A,) é crescente
imA, =
" 1 An, se (Ay) é decrescente.

4. Se A, = A para n par e A, = B para n impar, onde A e B s@o subconjuntos de X,
mostre que liminf A,, = AN B e limsup A, = AUB.
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5. Mostre que se (A,) é uma sucessiao de conjuntos disjuntos dois a dois entao lim A,, = 0.

6. Mostre que se (A,) é uma sucessdo em P(X) entao as sucessoes (B,,) e (C,) definidas
por B, =J; 4;, paran>1eCy = A1 e C, = 4, —U?;ll A;, para n > 2, satisfazem:

(a) (Bn) é crescente, A, C B, paratodoon >1e |, B, =U,—, 4n;

(b) (Cy) é formada por conjuntos disjuntos dois a dois, C,, C A,, paratodoon >1e
Unzi Cn = Unzy Ans
(¢) Se (An) CC, com C um anel de partes de X, entao (B,) C C e (Cy,) CC.

7. Prove que se C C P(X) é uma classe complementada entao C é estdvel para a intersecgao
(finita ou infinita) sse é estdvel para a reunido.

8. Seja C uma classe nao-vazia de partes de X. Prove que:

(a) Se C é semi-anel entdo () € C;

(b) C é anel <= C é semi-anel estdvel para a reunido finita
<= C é estavel para reuniao finita e diferenca propria
<= C ¢ estavel para interseccgao finita e diferencga simétrica
<= C é estavel para reuniao finita disjunta, interseccao finita e diferenca
prépria;
(¢) C é g-anel <= C é anel estdvel para a reuniao numerdvel.
<= C é anel mondétono
<= C é estavel para a intersecgao finita, diferenca prépria e reuniao
numeravel disjunta;

(d) Se C é semi-dlgebra entao ) € C e X € C;

(e) C é semi-dlgebra <= C é estdvel para a interseccao finita, o complementar de qual-
quer elemento de C é reuniao finita disjunta de elementos de
CeX €eC;

—
—

=
A
@

¢ algebra <= C ¢ estavel para a reuniao finita e para a complementagao
<= C ¢ estavel para a intersecgao finita e para a complementagao;

—~

o

~—
)
)

¢ 0-dlgebra <= C é estdvel para a reuniao numeravel e para a complementacao

<= C ¢ estavel para a intersecao numeravel e para a complemen-
tacao

<= (C ¢é m-sistema e d-sistema

<= C é algebra mondtona

<= C é o-anel e existe uma sucessao (X,) C C com |J,~, X,, = X;

(h) C é d-sistema <= C é estével para a complementagio, para a reunido numeravel
disjunta e X € C
<= (C é estavel para os limites crescentes, para a diferenca prépria
e X €C.

9. Seja C a classe de subconjuntos de IR definida por C = {]Ja,b] : —o0 < a < b < 400}.
Denotando por z V y e por x A y o maximo e o minimo entre = e y, respectivamente,
mostre que:

(a) ]a’ﬂb]ﬁ]cﬂ d] :]a’\/ Cﬂb/\d];
(b) ]a,b]—]c,d] =]a,b A c]Ula V d, b];
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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(¢) C é um semi-anel de partes de IR.
Generalize o exercicio anterior, mostrando que a classe de subconjuntos de R? definida
por C = {H?Zl lai, b;] s —00 < a; <b; < o0, parai=1,... ,d} é um semi-anel.
Sejam X um conjunto nao-numeravel e C a classe de todos os subconjuntos finitos ou
numerdveis de X. Mostre que C é o-anel mas nao é o-dlgebra.

Seja {A;,i € I} uma partigdo numerdvel de X e C = {UieJ A; 2 JC I} . Mostre que C
é uma o-algebra de partes de X.

(Anel gerado por um semi-anel) Sejam C um semi-anel de partes de X e

m
R= {ch :C;e€C,i=1,...,m, para algum m € ]N}.
i=1
Mostre que:
(a) R é um 7-sistema estdvel para a reunido finita disjunta;
(b) R é estavel para a diferenga;
(¢) R é estavel para a reuniao finita;
(d) r(C) = R, onde r(C) denota o anel gerado por C.

Mostre que se C; e Cy sao classes de partes de X entao
S(Cl) = S(Cg) —C C S(CQ) eCy C S(Cl).
Verifique que o resultado continua vélido para o-algebras, d-sistemas e classes monétonas.

Sejam {C;,t € T} uma familia de partes de X e denotemos por s(C¢,t € T') o o-anel por
ela gerado, isto é, o mais pequeno o-anel que contém todas as classes C;,t € T'. Mostre
que

s(Cr,t €T) =5(s(Ce),t €T) = S(U Ct).

teT

Sejam C uma classe de partesde X e CNA={CNA : C €C}com AC X. Mostre que:

(a) s(CNA) = s(C) N A. (Sugestao: considere a classe S = {BU(C — A) : B €

s(CNA),C € s(C)} e mostre que S é um o-anel que contém C e SN A = s(CNA));

(b) g4(CNA)=0(C)NA, onde o4 designa a o-dlgebra gerada em A pela classe indicada.
Mostre que a o-dlgebra de Borel de R? 6 gerada por cada uma das classes de todos os
subconjuntos da forma:

(a) {(x1,...,2q):a; <a; <b;, parai=1,...,d}, a;,b; €eR,i=1,...,d;

(b) {(ml,...,xd):aci <b;, para i = 1,...,d}, bieR,i=1,...,d;

(¢) {(x1,...,24q) 1 a; <m; <b;, parai=1,...,d}, a;,b; e R,i=1,...,d;

(@) {(z1,...,2q) a; <z <b;, parai=1,...,d}, a;,b; e R,i =1,...,d.
Verifique que o mesmo se passa se em qualquer das alineas anteriores a; € Q ou b; € Q
para algum i =1,...,d.
Sejam F um subconjunto de R? e B(E) a o-dlgebra de Borel de E, isto é, a o-dlgebra
de partes de F gerada pela classe {E N A : A aberto em le}. Mostre que:

(a) B(E) = ENB(R);

(b) Se E € B(R?) entdao B(E) = {B € B(RY) : B C E}.
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Capitulo 2

Medidas e prolongamento de
medidas

Neste capitulo abordamos os problemas da construcao duma medida a partir duma me-
dida exterior, do prolongamento duma medida definida num semi-anel ao o-anel por
ele gerado e do completamento de medidas. Como aplicacdo, definimos a medida de

Lebesque em R e estudamos algumas das suas propriedades.

2.1 Funcoes de conjunto e medidas

Chamamos fungao de conjunto a toda a fungao p definida numa classe C de subcon-

juntos de X com valores em IR = R U {—o00} U {+00}. Em IR consideramos a relacao
de ordem 6bvia com —oo e +00 0s elementos minimo e maximo, respectivamente.
Seremos frequentemente conduzidos a operar os elementos de IR com 400 e —oo.

Usaremos para o efeito as seguintes convengoes:
(£00) + (£o0) = (£00) + & = 2 + (£o0) = oo,V € IR,

z/(£o0) =0,z € IR,

+oo, x €]0,+0o0]
x - (£00) = (£o0) -z = 0, =0
Foo, x € [—00,0].

As operagoes (+00) + (—00), (—00) + (+00) e co/oo nao estao definidas.
Uma fungéo de conjunto p diz-se aditiva se para todoo A, B € C,com AUB €C e
ANB =0, asoma u(A)+ u(B) estd bem definida e

1(A+ B) = p(A) + u(B).

19
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p diz-se finitamente aditiva se para toda a classe disjunta {A4;,...,A,} C C, com
Ui, 4; € C, a soma p(A;) + p1(A;) estd bem definida para todo o i # j e

M(i Ai) = i (A7)

u diz-se g-aditiva ou completamente aditiva se para toda a sucessao de conjuntos
disjuntos Ay, Ag,... € C, com | J;2; A; € C, a soma u(A;) + 1(A;) estd bem definida
para todoo i # j e

M(i Ai) = i f(A;).
i=1 i=1

Uma funcao de conjunto o-aditiva é finitamente aditiva se ) € C. Uma funcao de
conjunto aditiva pode nao ser finitamente aditiva.

Se p é uma funcao de conjunto aditiva, a soma p(A)+ u(B) estd definida para todo
par de conjuntos disjuntos A e B em C cuja reuniao esteja em C. Assim, se C é um anel
de partes de X, u toma apenas um dos valores 400 ou —co. Com efeito, se existissem

Ae Bem C com u(A) =400 e pu(B) = —o0, entdo

+00 = u(A) = p(A - B) + p(AN B)

—o00 = u(B) = w(B — A) + (AN B),
o que implica que |u(ANB)| < +o0. Assim u(A—B) = 400 e u(B—A) = —o0, ficando
sem sentido a igualdade

H(AAB) = (A = B) + (B — A).

Comentarios andlogos valem para as outras nogoes de aditividade.

Durante a primeira parte deste curso, estudamos determinadas funcoes de conjunto

nao-negativas a que chamamos medidas (ver §0.3). Mais precisamente:

Definigao 2.1.1 Sendo C uma classe de subconjuntos de X com () € C, chamamos

medida em C a toda a fun¢do de conjunto p, nao-negativa e o-aditiva com p() = 0.

Se AeC, u(A) diz-se medida de A.

No que se segue, quando dizemos que p é uma medida em C admitiremos que () € C.

Exemplos: 1. Sejam X um conjunto ndo-vazio e z € X. A aplicacdo J, : P(X) —

{0,1} definida por
0 A
5.(A) = se x ¢
1 sexecA
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¢ uma medida em P(X), dita medida de Dirac no ponto z.
2. A funcado p : P(X) — [0,400] definida por pu(A) = #A (:= cardinal de A) se

A é finito e u(A) = 400 se A é infinito, é uma medida em P(X) a que chamamos

medida contagem em X. Se X = {x1,x9,...} a medida contagem pode ser escrita na

forma
+o0o +oo
p(A) =) 0s(A) =) Taw),
i=1 i=1

onde T4 : X — IR é a funcao indicatriz de A (I4(zx) = 1sex € A e Ty(x) =0 se

x ¢ A). Se nada for dito em contrério, consideramos T4 definida em todo o espago X.
3. Sendo C o semi-anel definido no Exemplo 1.2.2, a fungao de conjunto A : C —
[0, 400[ definida por A(Ja,b]) = b — a, que coincide em C com a medida de Jordan, é

uma medida em C (ver Exercicio 2.9.4).

De entre todas as medidas, aquelas que sabemos verdadeiramente estudar sao as
medidas finitas e as medidas o-finitas. Se p é uma medida em C, um conjunto A € C
diz-se de medida finita se p(A) < 4+00. A medida de A diz-se g-finita quando existe
uma sucessao (A4,) em C tal que A C U2 A4, e u(4,) < 400, n =1,2,.... Sea
medida de todo o conjunto de C é finita (resp. o-finita), u diz-se finita em C (resp.
o-finita em C). As nogoes anteriores podem, de forma natural, ser extendidas a funcoes
de conjunto quaisquer.

Finalmente, uma medida definida numa o-algebra de partes de X diz-se uma
probabilidade se pu(X) = 1.

2.2 Propriedades das medidas

Neste paragrafo obtemos as primeiras propriedades das medidas. No que se segue

1 é uma medida num anel C de partes de X.
Teorema 2.2.1 Se A,B € C com A C B, entdo u(A) < u(B) (monotonia de p).

Demonstragao: Como B = A+ (B — A), da aditividade e da nao-negatividade de p
obtemos p(B) = u(A) + p(B — A) > p(A4). O

Teorema 2.2.2 Se A,B €C comAC B epu(A) < +oo, entao u(B—A) = u(B)—u(A).

Demonstracao: Consequéncia da igualdade pu(B) = p(A) + u(B — A) obtida na

demonstracao anterior. [

Teorema 2.2.3 Se A € C e (A,) C C € uma sucessao de conjuntos disjuntos dois a
dois com \J;2 1 An C A, entio > o7 u(An) < pu(A).
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Demonstragao: Como UI:LZI A, C A, da monotonia e aditividade finita de u con-
cluimos que Zfz:l p(An) < p(A), para todo o k € IN (reparar que |J,2; An nao estd

necessariamente em C). [

Teorema 2.2.4 Se A€ C e (A,) CC com AC U, Ay, entao p(A) <307, p(Ay).
Em particular, p(Up” 1 An) < >0y 1(Ay) se U2y Ay € C (1 € o-subaditiva ou com-

pletamente subaditiva).

Demonstragao: Sendo C um anel, existe (B,) C C com B, C A,, para todo o
n € N, tal que |J,~; 4, = > .2, By (cf. Exercicio 1.5.6). Como A =J;2, ANA, =
Yo ANB, e ANB, € C, para todo o n € IN, obtemos p(A) = > > w(ANB,,) <
Dot 1(Bn) < 37070 w(An). O

Teorema 2.2.5 Se (A,) € uma sucessao crescente em C tal que lim A,, € C, entdo

p(lim A,,) = lim p(A,,) (continuidade ascendente de ).

Demonstracao: Definindo Ay = (), obtemos sucessivamente p(lim A,,) = p(Joo; Ap) =

n(Q o (An—Ap—1)) = >0 w(Ap—Ap—1) = lim Zﬁzl p(An—Ap_1) = limu(Zﬁzl(An
—Ap-1)) = lim p(Ag). O

Teorema 2.2.6 Se (A,) é uma sucessao decrescente em C com pelo menos um dos seus
elementos de medida finita e lim A,, € C, entao p(lim A,) = lim u(A,,) (continuidade
descendente de ).

Demonstracao: Basta usar a continuidade ascendente de p relativamente a sucessao
(Apm — Ap)n>m, onde m € IN é tal que p(Ay,) < +oo. O

Apresentamos de seguida algumas caracterizacoes das medidas.

Teorema 2.2.7 Sendo u uma fungdo de conjunto, ndo-negativa e aditiva em C com
wu(0) =0, as proposicoes sequintes sio equivalentes:

i) € uma medida;

i1) p € ascendentemente continua.
Sendo 1 finita, as proposi¢des anteriores sao ainda equivalentes a:

i11) p € descendentemente continua;

iv) p € descendentemente continua em ().

Demonstracao: Pelos Teoremas 2.2.5 ¢ 2.2.6, i) = i) e i) = 4ii). Como i) = iv),
basta entao mostrar que i) = 1) e iv) = 1).

i1) = 1): Seja (A,) uma sucessao em C de conjuntos disjuntos dois a dois tal que
A=J2 A, €C. Paran € IN, consideremos B,, = | J,_; Ax. A sucessao (B,,) estd em
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C e satisfaz B, T A. Assim, por hipétese e pela aditividade de p, u(A) = p(lim B,,) =
lim 4(Br) = lim 375y p(Ak) = 252 m(Ak)-

iv) = 1): Mantendo a notagao anterior, a sucessao C,, = A — B, n € IN, é uma
sucessao decrescente de elementos de C com lim C,, = (). Por hipédtese, lim u(C,) =
w(0) = 0. Para concluir, basta agora notar que, pela aditividade de u, u(A) = u(Cy) +
> p_q #(Ag), para todo o n € IN. O

Notemos que se C é um o-anel, as propriedades anteriores podem ser enunciadas
de forma mais simples visto poderem ser, nesse caso, suprimidas parte das hipoteses.
Notemos também que, tendo em conta o Exercicio 2.9.8, os Teoremas 2.2.1-2.2.6 valem
para C semi-anel de partes de X, bastando, no caso dos Teoremas 2.2.1-2.2.3, exigir

que p seja finitamente aditiva.

2.3 Medida exterior e medida induzida

Em geral, a definicdo duma medida num o-anel de partes dum conjunto nao pode ser
feita explicitando a medida de cada um dos seus elementos. Exceptuam-se naturalmente
casos simples como os considerados nos Exemplos 2.1.1 e 2.1.2 anteriores, ou o caso de
medidas definidas & custa de medidas previamente definidas no o-anel (ver os Exercicios
2.9.5 € 2.9.6).

O método geral para construir medidas que vamos estudar, é baseado na nogao de
medida exterior que consideramos de seguida. Uma medida exterior é, como veremos,
uma func¢ao de conjunto definida numa classe nao-vazia H de partes de X que contém
todos os subconjuntos de todos os seus elementos, isto é, dados A € H e B C A entao

B € H. Dizemos entao que ‘H é uma classe hereditaria. O conjunto vazio pertence a

qualquer classe hereditaria.

Um exemplo simples duma classe hereditdria é a classe P(X) das partes de X.
Notemos que se H é classe hereditaria, entao H = P(X) se e s6 se H contém X.
Interessar-nos-emos em particular pelas classes hereditarias que sao o-anéis, a que cha-

mamos c-anéis hereditarios. Facilmente se conclui que uma classe hereditaria é um

o-anel se e s6 se for estdvel para a reuniao numeravel. Se H é um o-anel hereditario,
~ . L . B ]|

entdo H = P(X) se e s6 se 1 contém uma sucessao (X,) tal que X =J;7; X,,.
Passemos entao a no¢ao de medida exterior (o Teorema 2.4.2 é esclarecedor no que

respeita a esta designacao).

Definigao 2.3.1 Uma funcdo de conjunto ¢ definida num o-anel herditdrio H, diz-se

uma medida exterior quando:

a) QO(Q) =0;
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b) se A,B € H com AC B entio p(A) < ¢(B) (monotonia);
¢) para toda a sucessao (Ayn) em H, o(Usoy Ai) < 321 o(Ai) (subaditividade com-

pleta ou o-subaditividade).

Uma medida exterior é ndo-negativa, mas nao é necessariamente o-aditiva (consi-
dere ¢ : P(X) — [0,400] definida por p(A) =0se A=0e p(A) =1se A# (). No
entanto a o-subaditividade implica a subaditividade finita. Toda a medida num o-anel
herditario ¢ uma medida exterior.

Sabemos ja que uma medida exterior em H nao é necessariamente uma medida em
‘H. No entanto, como veremos de seguida, uma medida exterior ¢ induz uma medida

definida numa adequada subclasse de H.

Definicao 2.3.2 (Carathéodory) Diz-se que A € H é p-mensurdvel se

0(Q) = e(QA) + p(QA®), para todo o Q € H.

Como @ = QA + QA entdao se A é p-mensuravel, ¢ é aditiva na particdo de Q)
por A, para todo o Q@ € H. Notemos que como H é classe herditaria, QA e QA€ sao
elementos de H visto serem subconjuntos de Q.

O conjunto vazio é p-mensuravel, e se X € H, X é também ¢-mensuravel.

Proposicao 2.3.3 (critério de p-mensurabilidade) Para que A € H seja p-mensu-
ravel basta que p(Q) > p(QA) + @(QA®), para todo o Q € H com o(Q) < +oo.

Demonstragao: Consequéncia da subaditividade finita de ¢. [

Provamos de seguida que a classe A das partes p-mensuraveis de X é um o-anel e

que a restricao de ¢ a A é uma medida.
Lema 2.3.4 A classe A das partes p-mensurdveis de H € um anel de partes de X.

Demonstragao: Dados A, B € A e Q € H, temos sucessivamente p(Q) = ¢(QA) +
P(QAY) = p(QAB) + p(QAB) + p(QA°B) + p(QA“B) > p(Q(A— B)) + ¢(Q(AB +
A°B+ A°B€)) = p(Q(A—B)) 4+ ¢(Q(A — B)°). A é assim estdvel para a diferenga. De

forma analoga se conclui que A é estavel para a reunido finita. [

Lema 2.3.5 Para qualquer sucessio (Ay) de elementos de A disjuntos dois a dois e
para todo o k € N U {+o0}, ¢(Q Zle A;) = Zle ©(QA;), para todo o Q € H. Além
disso, se (By) € uma sucessdo crescente de elementos de A convergente para B, entdo

©(QBy,) T w(@B), para todo o Q € H.
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Demonstragao: Dados (A,,) de elementos de A disjuntos dois a dois e @ € H, come-
cemos por provar que p(QSg) = Zle ©(QA;), para todo o k € IN, onde Sy, = Zle A;.
Para k = 1 a igualdade é verdadeira. Sendo vélida para o natural k, ela é também
vélida para k + 1, uma vez que 9(QSk+1) = ¢(QSk+15k) + ©(QSk+15%) = ©(QSk) +
P(QAr11) = S 0(QA) + 0(QArs1) = XM 0(QA;), pois Sy € A pelo Lema 2.3.4.
Pela monotonia de ¢, 2?21 0(QA;) = p(QSk) < (R 2, 4;), para todo o k € IN,
e entdo Y o p(QA;) < (@72, A;). A desigualdade reciproca é consequéncia da
subaditividade completa de ¢.

Para obter a segunda parte do lema, basta agora notar que se (B),) é uma sucessao

crescente de elementos de A convergente para B, cada B, pode ser escrito na forma

By =37 A, com A =B;—Bi_1eBy=0,e B=3 4, O

Teorema 2.3.6 (da medida induzida por uma medida exterior) A classe A ¢
um o-anel de partes de X e @z € uma medida, dita medida induzida por . Além

disso, p|p € completa, isto €, dados A € A com p(A) =0 e B C A entdo B € A.

Demonstragao: Dados uma sucessao (A,) de elementos de A e k € IN, a ¢-mensu-
rabilidade de Ule A; e a monotonia de ¢, permitem escrever ¢(Q) > ¢(Q Ule A;) +
@(Q(Ule A = o(Q Ui?:l A)+p(Q(Ui2, 4i)°). Fazendo k tender para +o00, e usando
a segunda parte do lema anterior, concluimos, pelo critério de p-mensurabilidade, que
U2, Ai € A. A classe A ¢ assim um o-anel de partes de X. Se a sucessao (A4,) de
clementos de A é de elementos disjuntos dois a dois, tomando @ = >~°; A; no lema
anterior, concluimos que ¢, é o-aditiva. Finalmente, se A € A é tal que p(A) = 0,
entao todo o subconjunto B de A estd em A pois p(Q) = ¢(A) + ¢(Q) > p(QA) +
AQB) > p(QB) + p(QB°). O

2.4 Construcao de medidas exteriores

Vimos no paragrafo anterior que a partir duma medida exterior é possivel induzir
uma medida. O problema da construcao duma medida pode ser assim reduzido ao da
construcao duma medida exterior. Neste pardgrafo apresentamos a construcao duma
medida exterior a partir duma funcdo de conjunto nao-negativa definida sobre uma
classe C de partes de X.

Tal como para outras classes de partes de X ja estudadas, a interseccao duma qual-
quer familia de classes hereditarias é uma classe hereditdria. Assim, dada uma classe

C de partes de X chamamos classe hereditaria gerada por C a interseccao de todas as

classes hereditarias que contém C, isto é, a mais pequena classe hereditdria que contém

C. De forma andloga, chamaremos o-anel hereditario gerado por C, a interseccao de
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todos os o-anéis hereditérios que contém C. Uma tal classe que denotamos por H(C),

é o mais pequeno o-anel hereditdario que contém C.

Proposicao 2.4.1 Se C é uma classe de partes de X entdo

H(C) = {A ePX):AC U Ci, para alguma sucessao (C;) em C}.
=1

Demonstracao: A classe anterior contém H(C) pois contém C e é o-anel hereditario.
Se A € P(X) é tal que A C |J;2, C;, para alguma sucessao (C;) em C, entdo A € H(C)
uma vez que |J;2, C; € H(C). O

Atendendo ao resultado anterior, concluimos que H(C) = P(X) sse existe (X,,) C C
tal que U, ; X, = X.

Exemplos: 1. Se C é o semi-anel definido no Exemplo 1.2.2 entao H(C) = P(IR).
2. Se X é um conjunto infinito nao-numeravel e C ¢é a classe de todos os subconjuntos
finitos de X temos H(C) # P(IR). Mais precisamente #H(C) é a classe dos subconjuntos

finitos ou numeraveis de X.

Teorema 2.4.2 Sejam C uma classe de partes de X contendo ) e X uma funcdo de
conjunto em C, nao-negativa com \(0) = 0. Entdo, \* : H(C)— [0, +o0] definida por

M (A) = inf{Z)\(An) tAc | An AneC,n= 1,2,...},
n=1

n=1

€ uma medida exterior dita medida exterior induzida por .

Demonstracao: \* satisfaz claramente as duas primeiras propriedades da defini¢ao
de medida exterior. Dados uma sucessao (A4,) em H(C) e ¢ > 0, para cada A,
existe uma sucessao (AS,)r de elementos de C tal que Y 72 MAS,) < A(4n) +
€/2". Como UpZy An C UpZy Uiy Ay entdo A (UpZy An) < 30070 2505 AAY,) <
Dot (AT(An) +€/2%) =377 XM (An) +e. O

Notemos que se A é o-finita em C, A* é também o-finita em H(C) (ver Exercicio
2.9.15).

2.5 Prolongamento de medidas

Sejam A uma funcao de conjunto nao-negativa sobre uma classe C de partes de X
contendo ) com A(0) =0 e A* : H(C) — [0, +00] a medida exterior induzida por A (cf.

*
A

A*-mensurdveis, é uma medida completa. Mostramos de seguida que se A é uma medida

Teorema 2.4.2). Pelo Teorema 2.3.6 sabemos que \f,, onde A é o o-anel dos conjuntos

definida num anel C, )‘\*A é um prolongamento de A a A.
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Teorema 2.5.1 (do prolongamento duma medida, I) Seja A\ uma medida defi-

nida num anel C de partes de X. FEntdo C C A e )‘|*A € um prolongamento de A\ a

A.

Demonstragao: Comecemos por provar que C C A. Sejam C € C, e Q € H(C) com
A*(Q) < 4o00. Por definigao de A*, dado € > 0, qualquer, existe (C),) em C tal que
QC UL Credn?  MCh) < XM (Q)+e. Assim, A*(Q)+¢e > > 27 (MC,NC)+A(CrN
C)) > X (QNC)+ A (QNC°. Sendo € > 0 arbitrario, concluimos, pela Proposigao
2.3.3, que C' € A. Provemos agora que A = A\* em C. Claramente A\*(A) < A(A), para
A € C. Por outro lado, se (Cy,) em C é tal que A C |J;2; Cp, entao A(A) < >°>7 1 AM(Ch),
pelo Teorema 2.2.4, e assim A(A) < A*(A). O

Atendendo ao resultado anterior, uma medida A definida sobre um anel C de partes

de X pode ser prolongada ao g-anel A D s(C) dos conjuntos A*-mensuraveis:
A— AT — Ay

Sera que repetindo o processo de prolongamento anterior a partir duma das medidas
)\|*A ou )\TS(C), poderemos obter um prolongamento de A a uma classe mais vasta que A?
Teriamos assim

)\ — )\* — ATA — ()\TA)* — ()\TA)TA/
A—= A= Ae) — W) — Nae))fams

onde A’ e A” sdo os o-anéis dos conjuntos ()‘\*A)* e ()\"‘S(C))*—mensuréveis, respectiva-
mente.

*

Como veremos de seguida, as medidas exteriores \*, ()\TA)* e ()\rs(C)) coincidem o

que permite concluir que A = A’ = A”.

Teorema 2.5.2 Sejam \ é uma medida no anel C e A um o-anel de partes de X com
CC ACH(C). Entio N*(A) = inf{\*(B): A C B € A}, para todo o A € H(C).

Demonstragao: Como s(C) C A, para A € H(C) existe B € A tal que A C B. Assim,
pela monotonia de A\*, A*(A4) < inf{\*(B) : A € B € A} < inf{\*(U/>C,) : A C
o Cpy O € CH <inf{SF N (Cr) : AC Ut G, € € CY = M (A). O

Corolario 2.5.3 Nas condigoes anteriores, se Ala € medida em A entao \*(A) =
(ATA)*(A), para todo o A € H(C). Além disso, A C A, isto €, o prolongamento de X a

A por restricao de \* é mazimal.

Demonstracgao: Sendo )\T ", medida no anel A, pelo Teorema 2.5.1 ()\Ik “1)" coincide com
A4 em A. Assim, pelo teorema anterior ()‘\*A)*(A) = inf{()\rA)*(B) tACBe A} =
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inf{)\rA(B) tAC Be Ay = inf{\(B): A C B e A} = X*(A4), para A € H(C).
Finalmente, como A C A’, onde A’ é a classe dos conjuntos ()\Ik ‘1) -mensurdveis, e

()‘\*,4)* = \*, entao A’ = A, o que prova o pretendido. [J

Notemos que a impossibilidade de prolongar A\ para além de A estabelecida no
coroldrio anterior, vale apenas para prolongamentos obtidos por restri¢ao de A\* (ver
Exercicio 2.9.18).

Tomando no teorema anterior A = s(C), concluimos que a medida exterior dum
qualquer elemento de H(C) pode ser aproximada pela medida exterior de elementos
de s(C) que o contém. Vejamos que sendo A uma medida o-finita, podemos ser mais

precisos nesta afirmacao.

Definigao 2.5.4 Dado A € H(C), dizemos que B € s(C) € cobertura mensurdvel de A
se ACBeVMes(C)M CB—-A= \(M)=0.

Teorema 2.5.5 Se A € uma medida o-finita sobre um anel C de partes de X, entdo

para todo o A € H(C) existe uma cobertura mensurdvel B de A tal que \*(A) = \*(B).

Demonstragao: Seja A € H(C) com \*(A) < 4o00. Para n € N, existe B,, € s(C)
tal que A*(B,) — A*(A) < 1/n. Tomando B = ()2, Bn, A*(A) = A*(B), uma vez
que \*(A) < A(B) < M (B,) < A*(A) + 1/n, para todo o n € IN. Além disso, B ¢é
cobertura mensuravel de A, pois B € s(C), AC Bepara M C B— A com M € s(C),
temos \*(B) = A*(A) < \(B — M) =\ (B) — \*(M).

Seja agora A € H(C) com A*(A) = +oo. Pela o-aditividade de A, existe (A,,) em
s(C) tal que A C o2 Ap e Ay N Ay, = 0, para n # m (cf. Exercicio 2.9.15). Assim,
A=3%" (ANA,), com X*(ANA,) < 400, e B=J,2, B,NA,, onde B, é cobertura

mensuravel de AN A, é cobertura mensurdvel de A com \*(B) = +o0. [

Notemos que os resultados anteriores valem com C semi-anel e A medida sobre C.

Com efeito, sendo p o prolongamento de A a r(C) (ver Exercicio 2.9.8) temos A\* = u*
em H(C) (cf. Exercicio 2.9.16).

2.6 Unicidade do prolongamento e aproximacao

Pelo Teorema 2.5.1, sabemos que uma medida A definida sobre um semi-anel C de
partes de X, pode ser prolongada ao g-anel gerado por C. Discutimos de seguida a

unicidade dum tal prolongamento.

Lema 2.6.1 (da igualdade de medidas) Sejam C um semi-anel de partes de X e
w1 e po medidas definidas em A D s(C) e o-finitas em C tais que pui(A) = pa(A), para
todo 0o A € C. Entao p1(A) = pa(A) para todo o A € s(C).
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Demonstragao: Atendendo ao Exercicio 2.9.8, basta tomar C anel de partes de X.
Suponhamos em primeiro lugar que uma das medidas ¢ finita em s(C) e seja D = {A €
s(C) : u1(A) = p2(A)}. Como C C D C s(C) e D é classe mondtona, concluimos pelo
Teorema 1.3.4 que D = s(C), isto é, uy e pg coincidem em s(C).

Seja agora A € s(C), qualquer. Sendo p; o-finita no anel C, existe (A,) C C com
p1(Ap) < 400, para todo o n € IN, tal que A C Y 2 | A,. Como A=, A, NA,
basta agora provar que para n € IN, as restrigdes de p; e ps a A, Ns(C) coincidem. Para
tal, notemos que uy e ps coincidem em A, NC e p; é finita em s(4, NC) = A, Ns(C)
(cf. Exercicio 1.5.16). Assim pela primeira parte da demonstracdo, 1 e po coincidem
em A, Ns(C). O

Corolario 2.6.2 Nas condi¢des anteriores, se a classe C contém X ou uma sucessdo
(Xpn) com X, T X, entdo p1 = p2 em o(C).

Coroldrio 2.6.3 (da demonstragao) Sejam C um w-sistema de partes de X que contém
X ou uma sucessao (X,,) com X,, T X, e pu1 e uy medidas definidas em A D o(C) finitas

em C. Se uy e po coincidem em C, coincidem também em o(C).

Teorema 2.6.4 (do prolongamento duma medida, IT) Sejam C um semi-anel de
partes de X e A uma medida o-finita em C. Entao existe um e um sd prolongamento

de A a s(C). Um tal prolongamento € o-finito.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.5.1, u = )\rs(c) é um prolongamento de A a s(C).
Além disso, pelo Exercicio 2.9.15, um tal prolongamento é o-finito. A sua unicidade é

consequéncia imediata do lema da igualdade de medidas. [J

Atendendo a unicidade do prolongamento, este é, habitualmente, também denotado
por A.

Como primeira aplicacdo do teorema anterior, consideremos o semi-anel C definido
no Exemplo 1.2.2 e A : C— [0, +00] a fungao de conjunto definida no Exemplo 2.1.3. Sa-
bemos agora que existe uma tinica medida sobre B(IR) que prolonga A, a que chamamos
medida de Borel em IR.

Terminamos este pardgrafo mostrando que um qualquer elemento de s(C) de medida

finita, pode ser aproximado, em medida, por um adequado elemento de r(C).

Teorema 2.6.5 (da aproximacgao) Se A € uma medida o-finita sobre um semi-anel

C entao

Ve>0VAcs(C): MA) <+o0oIBer(C) : \(AAB) <e.
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Demonstracao: Dados ¢ > 0 e A € s(C) com A(A) < +oo, existe (A,) C C tal
que A C U2 An e SIS M (AR) < AM(A) + €/2, uma vez que \* = X em s(C). Por
outro lado, como lim A\(J™; A,) = AU A,), existe mg € IV tal que A(J A,) <
AMUn2, Ay) + €/2. Finalmente, tomando B = |J;°; A,, € (C) temos A(A—B) <¢/2 ¢
AB — A) < €/2, o que permite concluir. [

2.7 Completamento de medidas

Sendo p uma medida sobre um o-anel A, sabemos que p*, que coincide com p
sobre A, é uma medida sobre o g-anel A D A dos conjuntos p*-mensurdveis. Vamos
de seguida verificar que o alargamento do dominio de definicao duma medida pode ser

conseguido sem lancar mao da nocao de medida exterior.

Teorema 2.7.1 (do completamento duma medida) Se p € uma medida sobre o
o-anel A de partes de X entdo a classe A de todos os conjuntos da forma AU N com
AeAeN C M para algum M € A com u(M) =0, é um o-anel e i : A— [0, +o]
definida por

(AU N) = p(A),

¢ wma medida completa sobre A. [i diz-se o completamento de j e A o completamento de

A relativamente a .

Demonstracao: Comecemos por mostrar que ji estd bem definida. Com efeito, se
A1 UNy = A3 UNy, com A; € Ae N; C M; € A, com pu(M;) =0, para i = 1,2, temos
Ay C AU My e Ay C Ap U My, e entdo pu(Ar) < pu(Az) + u(Mz) = p(A2) < p(Ar) +
pu(My) = p(Ap). Sendo A um o-anel de partes de X e p medida em A, facilmente se
conclui que A e i sio também c-anel de partes de X e medida A, respectivamente.
Finalmente, dado B C AUN,com A€ A, NC M e A, u(M)=0e pg(AUN) =0,
concluimos que B é um subconjunto do conjunto de medida p nula de AU M, o que

permite concluir que B € A. [i é assim uma medida completa. []

Duma forma geral A C A (ver Exercicio 2.9.25). No caso de p ser o-finita, os dois
processos descritos de alargamento do dominio A de defini¢ao de i, via medida exterior

e via completamento, sao equivalentes.

Teorema 2.7.2 Se u é uma medida o-finita definida no o-anel A de partes de X e A

€ a classe dos conjuntos p*-mensurdveis, entéo A=A e p = ,u|*A.

Demonstragao: Sabemos ja que u e ,u|*A coincidem no g-anel A C A, e que MTA é
completa. Dado AUN € A, com A€ A N C M € Ae u(M) =0, conclufmos que
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N € A pela completude de pfy. Assim A C A. Além disso, MTA(A UN) = MTA(A) =
u(A) = (AU N), isto é, i = [y em A. Para concluir a demonstragao, basta agora
mostrar que A C A. Seja entdo A € A com p*(A) < +o00. Pelo Teorema 2.5.5 existe
B e Atal que A C Be p*(A) = p*(B). Como B — A € A, por nova aplicagao do
Teorema 2.5.5, existe G € A com B— A C G e p*(B — A) = p*(G). Para concluir que
A € A, basta ter em conta a decomposi¢io A = (B — G)U (ANG), onde B—G € A,
ANGCBNGeAeu(BNG) <p*(G) =p*(B)— p*(A) =0. Finalmente, se A € A
é tal que p*(A) = 400, basta usar a o-finitude de p e o Exercicio 2.9.15. OJ

Coroldrio 2.7.3 Se A € o prolongamento a s(C) duma medida o-finita definida num

semi-anel C de partes de X e A € a classe dos conjuntos N*-mensurdveis, entao s(C) = A

65\:)\‘*/\.

2.8 Medida de Lebesgue em R’

Este pardgrafo tem como objectivo a defini¢do duma medida em IR? que desempenha
um papel fundamental em Anadlise e nas Probabilidades. Uma tal medida, “mede” o
“comprimento” se d =1, a “4rea” se d =2 e o “volume” se d = 3.

Consideremos o semi-anel de partes de IR?

d
C= {H]ai,bz‘]I—OO<ai§bi<+oo, paraizl,...,d},
i=1

e a medida (pois coincide em C com a medida de Jordan em R?) definida em C por

A(ﬁ]ai, bi]> = ﬁ(bi — ).

i=1 i=1

Sendo A o-finita em C, pelo teorema do prolongamento duma medida existe uma
tinica medida sobre o(C) = B(IR?) que prolonga ), dita medida de Borel em IR%. Ao

completamento A de A chamamos medida de Lebesgue em IR? e aos elementos de B(IR?)

chamamos mensuraveis a Lebesgue. Por simplicidade a medida de Lebesgue sera tam-

bém denotada por A e a o-agebra dos mensuraveis a Lebesgue por E(Rd)

Sendo \* a medida exterior induzida por A sabemos que (cf. Teorema 2.7.2)

By =X € A

onde

B(RY) c B(R?Y) c H(R?) = P(RY)
e M (A) =inf {30 ANA,): AC U2, Ay, Ap €Con=1,2,...}, para A € P(RY).
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Denotando por C4 e Cr as classes dos rectangulos abertos e fechados em IR, res-
pectivamente, notemos que na definicao de A* a classe C pode ser substituida por uma
das classes C4 ou Cp.

Estudamos de seguida algumas propriedades da medida de Lebesgue. Comecamos
por uma caracterizacao da mensurabilidade a Lebesgue em termos de conjuntos abertos

e de conjuntos fechados.

Teorema 2.8.1 Seja A um subconjunto de RY. As sequintes proposi¢ées sio equiva-
lentes:

i) A é mensurdvel a Lebesgue;

it)Ve>03G aberto : AC G e N*(G—A) < ¢

i11) ¥ e >03F fechado : ADF e \*(A—F) <e.

Demonstracao: Notemos que basta estabelecer i) < i) uma vez que a equivaléncia
i) < ii) resulta desta e do facto da classe dos mensuraveis & Lebesgue ser estével para
a complementagao.

i) = 4i): Sejam A mensurdvel a Lebesgue e € > 0, arbitrario. Se \*(A4) < +o0,
existe uma sucessao (A,) em Cq com A C o2 An e Y 021 A(A,) — A (A) <e O
aberto G = |J,2 | Ay, satisfaz ii). Se A*(A) = +o0, e sendo )\%(]Rd) o-finita, A admite
a decomposigio A = 32 | A, com A, € B(IRY) e \*(A,) < +oo. Para cada n € IN
existe assim G,, aberto com A,, C G,, e \*(G,, — 4,) < €/2". O aberto G = {J,—; Gy,
satisfaz 7).

i1) = i): Dados € > 0 e n € N, existe por hipétese F,, fechado com F,, C A€
e \*(A° — F,) < ¢/2". Tomando F = ()02, F, temos \*(A° — F) < ¢, ou ainda,
A (A — F) = 0. Assim A° — F, A° = F 4+ (A° — F) e também A, sdo mensuraveis a
Lebesgue. [

Teorema 2.8.2 Um conjunto numerdvel é um boreliano e tem medida de Lebesgue

nula.

Demonstragao: Um conjunto numeravel, sendo reuniao numeravel de fechados, é
boreliano. Basta agora mostrar que A({a}) = 0, paratodooa € R Sea = (ay, ..., aq)
entao H?Zl]al- —1/n,a;] | {a} e A({a}) = lim )\(Hle]ai —1/n,a;]) =lim1/n% =0. O

Teorema 2.8.3 Dados A C R? e z € R? entdo A é mensurdvel & Lebesque sse A+x =

{y+z:y € A} € mensurdvel a Lebesgue. Além disso, A € invariante para translagoes,

isto ¢, para todo 0 A € B(R?Y) e x € R%, A(A+ z) = \(A).

Demonstragio: Para A C R, z € R? e Q € IR? valem as igualdades \*(A + z) =
AN (A), Q(A+z2)=(Q—z)Ae Q(A+2)° = (Q —x)A°+x. Assim, se A é mensuravel a
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Lebesgue, A + x é-o também pois \*(Q(A+z)) + N (Q(A+z)¢) = \*((Q —z)A+ )+
M(Q—-x)A+2) =X ((Q—2)A) + M ((Q —x)A°) = M (Q — z) = A*(Q). Finalmente,
A é invariante para translagbes pois A = A* em E(]Rd) e A* é, como vimos, invariante

para translacoes. [

O conjunto das medidas finitas em conjuntos limitados que gozam da propriedade

de invariancia para translagoes é caracterizada no teorema seguinte.

Teorema 2.8.4 Se y ¢ uma medida nao-nula sobre B(IRY) invariante para translagées
e finita em conjuntos limitados, entio existe ¢ > 0 tal que pu(A) = cA(A), para todo o
A € B(RY).

Demonstragao: Ver Cohn (1980), pg. 30. O

Uma questdo natural é a de saber se existem subconjuntos de IR? ndo-mensuréveis
a Lebesgue. Outra, é saber se existem conjuntos mensurdveis a Lebesgue que nao sejam
borelianos (isto é, saber se )\‘ B(RY) é, ou nao, completa). A resposta a ambas as questoes
é afirmativa.

A construg@o que a seguir apresentamos dum subconjunto de IR ndo-mensuravel a

Lebesgue utiliza o axioma da escolha na forma seguinte:

Azioma de Zermelo: Dada uma familia de conjuntos nao-vazios e disjuntos inde-
xada por um conjunto I, A,,« € I, existe um conjunto formado por exactamente um

elemento de cada A,, para o € 1.

Num artigo publicado em 1970 nos Annals of Mathematics (92, pp. 1-56) R.M.
Solovey provou que a existéncia de conjuntos nao-mensuraveis a Lebesgue nao pode
ser estabelecida a partir da axiomdética de Zermelo-Frankel sem utilizar o axioma da

escolha.
Teorema 2.8.5 Eziste um subconjunto de IR, que ndo é mensurdvel a Lebesque.

Demonstracgao: Consideremos em [0, 1] a relagao de equivaléncia definida por x ~ y
sse x — y é racional, e sejam {aj,ag, ...} os racionais do intervalo [—1,1]. Utilizando o
axioma de Zermelo, designemos por C' o subconjunto de [0, 1] obtido pela escolha dum
ponto em cada uma das classes de equivaléncia determinadas em [0, 1] pela relacao
anterior, e seja Cy = ar + C, para k € IN.

Os conjuntos Cy, k € IN, sao disjuntos dois a dois e

+o0
0,1 > Crc[-1,2]. (2.8.6)
k=1
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Se o conjunto C' fosse mensuravel a Lebesgue, cada C} sé-lo-ia também e seriamos
conduzidos & dupla desigualdade A([0,1]) < 3229 M(Cx) < A([—1,2]), que é falsa uma
vez que A\(Cy) = A(C), para todo o k € IN. O conjunto C' nao é assim mensuravel a

Lebesgue. O

Tendo em conta o resultado anterior conclufmos que B(IR) C# P(IR). Temos tam-
bém B(IR) C# B(IR) (ver Exercicio 2.9.30).

A existéncia de conjuntos nao-mensuraveis & Lebesgue é um resultado “negativo”
para a medida de Lebesgue. Tal facto é atenuado pelo resultado seguinte que estabelece
a nao existéncia duma medida definida em todos os subconjuntos limitados de IR que

seja invariante para translacgoes (ver Exercicio 2.9.33).

Teorema 2.8.7 Nao existe uma medida u definida em todos os subconjuntos limitados
de R tal que 0 < pu([0,1]) < 400 e p(A+ x) = p(A), para todo o x € R e A C R

limitado.

Demonstracao: Usar (2.8.6) e a desigualdade p([—1,2]) < 3u([0,1]). O

2.9 Exercicios

1. Sejam C uma classe de partes de X e p uma funcao de conjunto definida em C. Mostre

que:
(a) Se C é estdvel para a reunido finita e p é aditiva entdo p é finitamente aditiva;
(b) Se @ € C e p ¢ aditiva mas nao constantemente infinita, entao u(f) = 0;
(c) Se® e, u(®) =0 e pu é o-aditiva entao p é finitamente aditiva;
(d) Se C é anel e u é aditiva, entdo p toma apenas um dos valores —co ou +oc.

2. Seja p uma funciao de conjunto, ndo-negativa e finitamente aditiva no anel C com u (@) = 0.
Mostre que p ¢ medida em C sse para todo 0 A € C e (4,) C C com A C Uy, An,

p(A) <3202 w(An).

3. Sejam C a classe de todos os subconjuntos finitos dum conjunto X e f uma aplicacao de
X em [0, +o0]. Mostre que a fungao de conjunto p : C— [0, +00] definida por u(f) =0e
por p(A) =", f(x;) para A = {x1,...,z,} € C, é uma medida em C.

4. (Medida de Borel) Sejam C o semi-anel definido no Exemplo 1.2.2, ¢ A : C— [0, +o0] a

fungao de conjunto definida por A(Ja,b]) =b—a se —co < a < b < +00. No que se segue
sejama <bea; <b;parai=1,...,n.

(a) Sela,b] =31 ]ai, b;], mostre que:

i. Existe i1 € {1,...,n} tal que a;, = a;
1 10iy, 0 = 3 ic 1, a1 1)@ bil;
iii. Existe uma permutacao (i1,...,%,) de (1,...,n) tal que a = a;;, < b;, = a;, <

---<bin:b-
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10.

(b) Mostre que A é finitamente aditiva.
(c) Se[a,b] C U} ]as,b;[, mostre que:
i. Existem i1,...,im € {1,...,n} tais que [a,b] C Uj_]as;, by, [, com a;, < a <
biy, ai,, <b<b;, ea;,, <b,; <by,,, paraj=1,...,m—1;
. b—a< Z?:l(bi — ai).
(d) Mostre que A é uma medida.
Sejam A um c-anel de partes de X, p e v medidas sobre (X, A), B€ Aea > 0. Em
cada um dos seguintes casos mostre que a fungao de conjunto n ai definida é uma medida:
(a) n(A) = u(A) +v(A), A e A (n diz-se adigdo de u e v e denota-se por u+ v);
(b) n(A) = au(A4), A € A (n denota-se por ap);
(c) n(A) =pu(ANB), Ac A
Sejam A um o-anel de partesde X, Y e Ae B=Y N A.
(a) Sendo p uma medida sobre (X, .A), mostre que v definida, para B € B, por v(B) =
p(B), é uma medida sobre (Y, B) (v diz-se restricao de yu a Y e denota-se por py ).
(b) Sendo v uma medida sobre (Y, B), mostre que p definida, para A € A, por u(A) =
v(Y N A), é uma medida sobre (X, .A).

Sejam g uma medida num anel C e E, F,G € C. Prove que:

(8) W(EUF)+u(ENF) = u(E)+ p(F);
(b) W(EUFUG)+pu(ENE)+p(ENG)+u(FNG) = u(E)+u(F)+pu(G)+p(ENFNG);

(¢) (Férmula de Daniel da Silva ou da Inclusao-Exclusao) No caso de p ser
finita generalize as alineas anteriores mostrando que se Ai,..., A, € C entao

Uiy Ai) = 2000 m(Ai) = 20, (A N AG) + 30 e (A VA N Ag) + o+
(=)™ u(Ar N N Ay).

(Prolongamento duma medida definida num semi-anel ao anel por ele gerado)
Seja v uma fungao de conjunto nao-negativa e finitamente aditiva sobre o semi-anel C de
partes de X com v(0)) = 0. Mostre que:

(a) Existe uma e uma s6 fungao de conjunto p ndo-negativa e finitamente aditiva sobre
o anel 7(C) tal que pjc = v (Sugestdo: tenha em conta o Exercicio 1.5.13);
(b) Se v é medida em C entdo p é medida sobre r(C);
(¢c) Se v é o-finita entdo u é também o-finita.
Se C é um semi-anel de partes de X e Aj,..., A4, € C sdo tais que |J;_, A; € C, mostre

que a Férmula de Daniel da Silva (cf. Exercicio 2.9.7) permanece vélida (Sugestdo: use
o Exercicio 2.9.8).

Sejam p uma medida no o-anel A de partes de X e (A,) uma sucessao em A. Mostre
que:

(a) p(liminf 4,,) <liminf u(4,);

(b) Se u é finita entdo limsup u(A,) < p(limsup 4,) e conclua que p(limA,) =
limM(An);
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(c) (Lema de Borel-Cantelli) Se > >° | (A,,) < oo entao p(limsup 4,,) = 0.

Diz-se que uma medida pu em (X, A), com A o-dlgebra de partes de X, esta concentrada
num mensurdvel E se 1(A) = u(ANE) para todoo A € A. Mostre que p esté concentrada
em E € A sse u(E°) =0.

Seja ¢ : P(X)— [0, +00] a medida exterior definida por p(A) =0se A=0e p(A) =1
se A # (). Mostre que A = {(}, X} é a classe dos conjuntos p-mensurdveis.

Sendo X um conjunto infinito ndo-numerével, mostre que ¢ : P(X) — [0, +oc] definida
por ¢(A) = 0 se A é finito ou numeravel e p(A) = 1 se A é infinito ndo-numeravel, é uma
medida exterior. Determine a classe dos conjuntos p-mensuraveis e a medida induzida

por .
Sejam ¢ é uma medida exterior definida no c-anel hereditario H de partes de X, e
©: P(X)—[0,400] definida por $(A) = ¢(A) se A € He p(A) = +oose A ¢ H. Mostre
que:

(a) @ é uma medida exterior sobre P(X);

(b) A € H é p-mensuravel sse A é p-mensuravel.

Sejam C uma classe de partes de X e A uma funcao de conjunto em C, nao-negativa com
A(0) = 0. Mostre que:
(a) A*(A) < A(A) para todo o A € C;

(b) Se A é o-finita em C, entdo para todo o A € H(C) existe uma sucesséo (4;) em C
tal que A C Jj2; A; e AM(4;) < +o0;

(c) A* e Af¢) sdo o-finitas em H(C) e s(C), respectivamente.
Sejam A uma medida sobre um semi-anel C de partes de X e p o seu prolongamento a
r(C). Mostre que \* = p*.
Se ¢ é uma medida exterior definida no o-anel hereditario H de partes de X, mostre que
¢t =9
Sejam C = {0, N} onde e A uma probabilidade em C.

(a) Determine A* e a classe A dos conjuntos A*-mensuraveis (ver Exercicio 2.9.12).

(b) Mostre que existem medidas que prolongam A a o-aneis que contém estritamente

A.

Em Q considere o semi-anel C N Q onde C é a classe definida no Exemplo 1.2.2.

(a) Prove que s(CN Q) é a classe de todos os subconjuntos de Q.

(b) Defina as medidas u1 e p2 em s(CN Q) por u1 = p e pz = 2u, onde p é a medida
contagem em Q. Mostre que p; = po em C N Q mas g # pe em s(CN Q).

(¢) Porque nao hd contradigdo com o lema da igualdade de medidas?

Seja A a medida de Borel em IR. Tome-se A, ={r € R:|z| <n}eB,={zeR:|z|>
n}. Mostre que A(lim A4,) = lim A(4,,) mas A(lim B,,) # lim A(B,,).

Seja F': IR — IR nao-decrescente e continua a direita.
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(a) (Medida de Borel-Stieltjes) Prove que existe uma e uma sé medida p em B(IR)
tal que p(la,b]) = F(b) — F(a) para todo o a,b € IR com a < b.

(b) Mostre que se G : R — IR é tal que p(]a,b]) = G(b) — G(a) para todo o a,b € R
com a < b, entdo G — F' é constante.
Suponha que F' é limitada. Prove que:
(c) w é finita,
(d) u({a}) = F(a) — F(a™), para todo o a € IR;
(€) u(a,b)) = F(b) = F(a), p([a,b]) = F(b) = F(a™), p(a,b)) = F(7) — Fa) e
u([a,b]) = F(b™) — F(a™), para todo 0 —0o < a < b < +00;
(f) F é continua em = € IR sse p({z}) = 0;

(g) o conjunto dos pontos de descontinuidade de F' é quando muito numeravel. (Suges-
tao: mostre que o conjunto {x € R : pu({z}) > @} tem no méximo n elementos).

Suponha agora que além de ser limitada, F satisfaz F(x) —0, se £ — —o0. Prove que:
(h) w(] —o0,z]) = F(z), para todo o = € IR.
(i) p é uma probabilidade sse F(z)—1, quando z— +oc.
22. Sejam p uma medida finita sobre B(IR) e F), : R— 1R definida por F),(z) = u(] — oo, z])
(F,, diz-se func¢do de reparticao ou de distribuicdo de p). Prove que:
(a) F), é limitada, ndo-decrescente, continua a direita e F),(z) =0, se £ — —o0;
(b) wp(a,b]) = F,(b) — Fu(a), para todo o —oo < a < b < +o0;
(c) F,, caracteriza p.

23. Sejam p,v medidas o-finitas num anel C. Prove que, para todo o E € s(C) tal que
w(E),v(E) < o0, e todo o € > 0, existe Ey € C tal que u(EAEy) <ee v(EAEy) <e.

24. Seja p uma medida num c-anel A e fi o seu completamento em A. Se A,B € Ae
ACEC B com pu(B—A) =0 prove que E € A.

25. Sejam p é uma medida sobre o o-anel A de partes de X, i o completamento de u, A
o completamento de A relativamente a pu e A a classe dos conjuntos p*-mensurdveis.
Mostre que:

(a) A éomais pequeno o-anel onde podemos definir uma medida completa que prolonga
M

(b) ACA;

(¢) Se p nao é o-finita, a inclusdo anterior pode ser estrita. (Sugest@o: considere um

conjunto nao-numeravel X, A a classe dos subconjuntos numerdveis de X e dos
seus complementares e u a medida contagem em A).

26. Sejam A a medida de Lebesgue em IR? e R um dos rectangulos [, Jas, bil, [0, [as, bi]
ou Hle[ai, b;]. Mostre que A(R) = Hle(bi —a;).
27. Seja A a medida de Lebesgue em R? e \* a medida exterior induzida por A.
(a) Dado A ¢ R? com M\*(A) = 0, mostre que A é mensurdvel & Lebesgue.

(b) Dado A C R, mostre que A\*(A) = 0 sse para todo o € > 0 existem rectangulos
fechados Ay, As, ... com A C [J;2, A; tais que > o M(A;) <e.
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(¢) Mostre que se um subconjunto limitado de IR? ¢ mensuravel & Jordan entdo é
mensuravel a Lebesgue.

(d) Mostre que a reciproca da alinea anterior nio é verdadeira considerando o boreliano

{z €]0,1] : z é racional}.

28. Mostre que A C IR? é mensurdvel & Lebesgue sse aA = {az : & € A} é mensuravel &
Lebesgue para todo o a € IR. Além disso, mostre que A(aA) = |a|?\(A).

29. Sejam J(]Rd) a classe dos conjuntos mensurdveis a Jordan, v a medida de Jordan em
J(R?) e X\ a medida de Lebesgue em IRY. Mostre que:
(a) J(R?) é um anel;
(b) B(R) C o(J(R)) € B(RY);
(C) )\\J(]Rd) = V.
30. (Conjunto de Cantor) Sejam X, = [0,1], X7 =]1/3,2/3[, X2 e X3 os tergos médios dos
dois subintervalos de Xo— X7, isto é, X3 =|1/9,2/9[e X5 =|7/9,8/9[, X4, X5, X6 € X7 0s

tergos médios dos quatro subintervalos de Xy — (X7 U X5 U X3), e assim sucessivamente.
Denotemos por C' o conjunto C' = X — [ J72; X,, dito conjunto terndrio de Cantor.

o
ol L
Wi
—

: - - - - | LR TR —----- —
1 2 1 2 7 8
0 5 5 3 5 9 9 1
- - - - - - - e e - b - - - - - - -
1 2 1 2 7.8 1 2 19 20 7 8 25 26
03737 5 53727 3 527279 92727 1
Prove que:

(a) C é compacto;

(b) A(C) =0, onde A representa a medida de Lebesgue;

(c) int(C) =0 (e C = [0,1]);

(d) C tem a poténcia do continuo. (Sugestdo: mostre que C é o conjunto dos ntimeros
reais # do intervalo [0,1] cuja expansdo em base 3, isto é, x = > °7 S, com
a,=0,1,2en=1,2,..., ndo utiliza o algarismo 1);

(e) C e J(R);

(f) Se Cy C C entdo Cy € B(R) N J(IR);
(g) Existe C; ¢ B(IR) tal que C; € B(IR) N J(IR) (Sugestdo: note que #B(C) < §P(C)).
31. Retomando a notacao do exercicio anterior, considere a fungao definida para x € K =
U~ X, por
1/2™, se x € Xon—1
3/2™, se x € Xon—141

(2”*1)/2”, SezGXgn,l,

paran =1,2,....
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5] _

8

1]
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3 _

8

1] -

4

1] _

8
C C . R
o121 27381 219207 82526 ¢
27279 92727 3 327279 92727

Mostre que:

(a) g toma valores em [0, 1], é ndo-decrescente e continua;
(b) g(K) é denso em [0, 1] e para todo o x € [0, 1] existe o limite lim,  g(u).
Considere a funcao f : [0,1] — [0, 1] definida por

f(z) = lim g(u) (Fungdo de Cantor).

uU—x

Mostre que:
(¢) fixk =g, f é ndo-decrescente e continua;

(d) £(0)=0e f(1)=1.

Seja agora p a medida de Borel-Stieltjes associada & fungao

0, sex <0
F(z)=<¢ f(z), se0<z<1
1, se x > 1.

Mostre que:
(e) u({z}) =0, para todo o z € IR;
() u(K) =0 e u(C) = 1.

32. (Regularidade da medida de Lebesgue) Seja A é um subconjunto de IRY mensurével
a Lebesgue. Mostre que:

(a) MA) =inf{\(U) : U é abertoe A C U};
(b) A(A) = sup{A(K) : K é compacto e K C A}.
33. Prove que nao existe uma medida p definida sobre todos os subconjuntos limitados de

R? tal que 0 < u(]0,1]%) < +o0 e (A +z) = u(A) para todo o z € R? e A limitado em
R’
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Capitulo 3

Funcoes mensuraveis

Este capitulo tem na introducdo da nog¢ao de funcdo mensurdvel o seu objectivo prin-
cipal.  Particular relevo é dado as func¢des com wvalores em IR. Neste contexto, as
nocgoes de convergéncia pontual, quase certa e em medida duma sucessdo de fungoes

sao também estudadas.

3.1 Definicao e primeiras propriedades

Para evitar questoes de cariz demasiado técnico, suporemos neste e nos préximos
capitulos que o conjunto X estda munido duma o-dlgebra A de partes de X. Relativa-
mente aos dois capitulos anteriores admitiremos assim que o espago X é um elemento
do o-anel A (ver Halmos (1950) para uma abordagem que nao usa esta hipétese e
Weir (1974), pg. 102, para alguns comentdrios sobre este facto). Quando tal acontece,

ao par (X,.A) chamamos espago mensurdavel. Nao havendo duvida sobre a o-dlgebra

considerada em X, indicaremos apenas X em vez de (X,.A). Os subconjuntos de X
pertencentes a A dizem-se mensurdveis (ndo confundir com a nogao anterior de con-
junto mensuravel no sentido de Carathéodory). Se p é uma medida em A, ao terno

(X, A, p) chamamos espago mensurado ou espaco de medida.

Definicao 3.1.1 Uma funcio f : A C X =Y definida em A € A entre os espacos

mensuraveis (X, A) e (Y,B) diz-se mensurdvel ou B — A-mensurdvel, se para todo o
BeB,

f7HB)={z € A: f(x) € B} € A,

isto é, f~Y(B) C A onde f~1(B) = {f~1(B): B € B}.
Dois exemplos de fungoes mensuraveis reais sao os da fungao indicatriz 14, quando

41
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A € A, e o da fungao escalonada ou simples

k .
«; sex € A; para algum 14
fl@) =) ailly,(2) = { ' ' 5
i=1

0 sex¢ AyU...UA,

com aq,...,0 € Re Ay, ..., A € A disjuntos dois a dois. No que se segue, admitire-

mos que os conjuntos Ay,..., Ay anteriores constituem uma particao de X.

Proposicao 3.1.2 Sejam f : (X, A) = (Y,B) definida em A € A e B = o(C), para
alguma classe C de partes de Y. f é B — A-mensurdvel sse f~1(C) C A.

Demonstracgio: Se f é B — A-mensuravel entdo claramente f~!(C) C A. recipro-
camente, seja F = {B C Y : f7}(B) € A}. F é uma o-dlgebra de partes de Y que
contém C. Assim, B = o(C) C F, ou ainda, f~1(B) C A. O

Este resultado permite imediatamente concluir que se X e Y sao espacos topologicos
com topologias T'x e Ty, entdo qualquer aplicacao continua de X em Y é mensuravel
relativamente as o-algebras de Borel B(X) e B(Y). Recordemos que f : (X,Tx) —
(Y, Ty) diz-se continua se f~1(B) € Tx, para todo o B € Ty.

Proposigao 3.1.3 Se f: ACX—=Y eg: BCY —Z sio B—A eC—B-mensurdveis,
respectivamente, com A € A, B € B e f(A) C B, entio go f é C — A-mensurdvel.

Demonstragao: Basta notar que (go f)~1(C) = f~Y(g~*(C)), para C € C. O

Uma outra aplicagdo interessante dos resultados anteriores é a seguinte: f =
(f1,...,f4) é uma aplicacio mensuravel de (X, A) em (IR%, B(IR?)) sse cada uma das
fungoes f;, i = 1,...,d for uma aplicagdo mensuravel de (X,.A) em (IR, B(IR)). Com
efeito, se f é mensuravel cada funcao coordenada de f é a composicao de aplicacoes
mensuraveis. A saber, f; = m; o f onde m; é a fungao projeccao de ordem ¢ (continua
logo mensuravel). Reciprocamente, pelos Teorema 1.4.3 e Proposicao 3.1.2, basta ter
em conta que, para a;,b; € R,i = 1,...,d, f_l(Hle]ai,bi]) = ﬂ?zl ft(ai, bi)) é
mensuravel pela mensurabilidade de cada funcao coordenada. Voltaremos mais tarde
a questao da mensurabilidade duma aplicacao com valores num produto cartesiano.

No que se segue consideraremos, em geral, aplicagoes definidas em todo o espacgo de
partida. Tal nao restringe a generalidade do estudo pois f : A € X =Y, definida em
A€ A, éB— A-mensuravel sse f: A=Y é B— (AN A)-mensuravel.

3.2 Funcoes mensuraveis com valores em R

Até final deste capitulo, consideramos apenas func¢des com valores em IR ou IR.

Neste tltimo caso, supomos que IR estd munido da topologia T = {AUB: A€ T,B €
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{0,{—00},{+00},{—00,4+00}}}, onde T é a topologia usual de IR, e consideramos em
R a o-dlgebra de Borel B(IR). Uma tal o-algebra é gerada pela classe {AUB : A €

Proposigao 3.2.1 f: (X, A)— (R, B(R)) ¢ B(IR) — A-mensurdvel sse f~1([—o0,t[) €
A, para todo ot € IR.

Demonstracao: Se f é B(IR)—.A-mensurével, entdo f~!([—oo,t[) € A, paratodoot €
IR, uma vez que [—o0, t[=] — 0o, t{U{—00} € B(IR). Tendo em conta a Proposi¢ao 3.1.2,
para estabelecer a implicacdo reciproca basta mostrar que f~1({—oc}), f~t({+o0})
e f7Y(] — oo,t[), para t € R, estdo em A. Tal é verdade pois, f~1({—o0}) = N2,
FH(l=00,—n]), f7H({+00}) = MaZy(f (=00, n]))¢ e f7H(] =00, t]) = f~H([—00,1]) -
f7H{=o0}). O

O resultado anterior vale ainda com [—o0,t], |t,+00] ou [t, +00] em vez de [—o0, t].

No caso das fungdes f : (X, A)— (IR, B(IR)) dizemos apenas que f é A-mensuravel
em vez de B(IR) —A-mensurével. Se (X, A) = (R%, B(IRY)), f diz-se mensuravel & Borel
ese (X, A) = (RY, B(IRY)), f diz-se mensurdvel & Lebesgue.

Proposicao 3.2.2 Se f,g: X =R sio A-mensurdveis entio os conjuntos
{freX: flx)y<glx)+thteR, e {zeX:f(x)=g(2)}
sao mensurdveis (i.e. pertencem a A).

Demonstracgao: Basta notar que, parat € R, {z € X : f(z) < g(z)+t} = UTGQ({CIT €
X f(@)<rin{z e X v <yg@) +1}) =U,cq(f (=00, r) Ng™H(r — t, +oc])). O

Teorema 3.2.3 Sejam f,g: X =R A-mensurdveis, « € IR e 3 > 0. Entdo as fun¢oes

af, f+g, If1°, fg, flg, Vg [(fVg)(x) =max(f(z),9(x)] e fAg [(f Ag)(x) =

min(f(z),g(z))] sdo A-mensurdveis.

Demonstragao: Provamos apenas que af, com « € IR, e f+g sao A-mensuraveis. a.f
é claramente mensurdvel uma vez que, parat € R, af = Tyse a = 0, (af) "1 ([~oo,t]) =
FH[~o0,t/al), se a > 0, e (af) 1 ([~oo,t]) = f~1(Jt/a, +0o0]), se a < 0. Relativa-
mente a f + g, que tem dominio D = {z € X : f(z) = —00,g(z) = +o0}N{zr € X :
f(z) = +00,g(x) = —x}¢ € A, temos, para t € R, (f + g) ([-00,t]) = {x € D :
fx)+g(z)<t}=Dn{r e X: f(x) < (—g)(z)+t} € A, pela proposi¢ao anterior. [J

Sendo f : X — IR A-mensurével, as funcdes

fra)=(fvo)x) e f(x)=(-fVO)(x),
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sao A-mensurdveis e dizem-se parte positiva e parte negativa de f, respectivamente.

Como f = f* — f~, podemos dizer que f é A-mensurdvel sse f* e f~ siao A-
mensuraveis. Além disso, |f| = fT + f~, e assim f é A-mensurdvel sse |f| é A-
mensuravel.

3.3 Convergéncia pontual duma sucessao de funcoes

Sendo (f,) uma sucessdo de funcdes de X em IR denotamos por inf f,, sup fn,

liminf £, e limsup f,, as funcdes de X em IR definidas, para x € X, por:

inf f,(z) = inf f,(x),

n>1

sup fn(x) = Sup fn(x)a
n>1

liminf f,(z) = supinf fix(x) e
n>1k2n

limsup f,,(z) = inf sup fi(x).
n2lg>n

A sucessao (f,) diz-se convergente no ponto x € X se liminf f,,(z) = limsup f,(x).

Denotando por A o conjunto dos pontos onde ( f,,) é convergente, chamamos limite de f,
a fungao lim f,, definida, para = € A, por lim f,(z) = liminf f,(x) = limsup f,(x). Es-
crevemos também f,, — f.

Dizer que lim f,,(x) = f(z) para z € A, é assim dizer que

Ve>0dngeN : n>ng =
fulz) < —%, se f(z) =—o0
|fn(x) — f(x)] <€, se —oo< f(x)<+oo

fn(x) > %, se f(x) = +oc.

Teorema 3.3.1 Se (f,,) € uma sucessio de fun¢oes A-mensurdveis com valores em IR
entdo as fungoes inf f,,, sup fn, liminf f,,, limsup f, e lim f,, sdo A-mensurdveis.

Demonstragao: sup f,, é mensuravel pois, para t € R, (sup f,) ([—o0,t[) = N2,
[ ([—o0,t]). Atendendo & igualdade inf f,, = —sup(—f,) e ao Teorema 3.2.3, inf f,
é também mensuravel. Assim, também liminf f,, e limsup f,, sdo mensurdveis. Final-
mente, pela Proposi¢ao 3.2.2, o dominio A de lim f,, é mensurével pois A = {z € X :
liminf f,,(z) = limsup f,,(z)} e como (lim f,,)~!([~00,t[) = AN (liminf f,,)~!([~o0,[),

para t € IR, concluimos que lim f,, é mensuravel. [J
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Apresentamos agora uma caracterizacao importante das fungoes B(IR)—.A-mensuré-
veis. De acordo com o resultado seguinte, tais fungoes sao limite pontual de sucessoes

de funcoes escalonadas.

Teorema 3.3.2 Se f : X — R é A-mensurdvel, eviste uma sucessao (f,) de funcies
escalonadas tal que lim f, = f. Se f € nao-negativa, (f,) pode ser tomada ndo-

-decrescente e cada funcdao f, ndo-negativa.

Demonstracao: Suponhamos que f > 0, e para n € IN consideremos os conjuntos
mensurdveis A, = {z € X : (k—1)/2" < f(x) < k/2"}, para k = 1,2,...,n2". A
sucessao (fy) definida por f,(z) = (k—1)/2" sex € A, i, para algum k = 1,2,...,n2",
e fn(x) = n caso contrario, é uma sucessao nao-decrescente de fungdes escalonadas nao-
-negativas que converge para f uma vez que 0 < f(z) — f(z) < 1/2", se f(z) < 40, €
fn(z) =n, se f(x) = +o00. Sendo agora f mensurdvel, sabemos que f = fT — f~, onde
fT e f~ sdao mensurdveis nao-negativas. Pela primeira parte da demonstracao existem
sucessoes de fungoes escalonadas nao-negativas (gn,) e (h,) tais que limg, = f* e

lim h,, = f~. Basta agora tomar f, = g, — h,, n € IN. I

Notemos que se f é uma fungao real A-mensuravel, a demonstracao apresentada do
teorema anterior permite concluir que existe uma sucessao (f,) de fungoes escalonadas

que converge para f uniformemente em X.

3.4 Convergéncia quase em todo o ponto

Seja (X, A, 1) um espago mensurado. Uma propriedade P(z) relativa aos pontos de

X diz-se verdadeira p-quase em todo o ponto ou p-quase por toda a parte (u-q.t.p.), se

o conjunto dos pontos x de X onde P(x) é falsa estd contido num conjunto de medida
p nula, isto é, se existe N € A com p(N) =0, tal que {x € X : P(z) é falsa} C N.

O conjunto {z € X : P(z) é falsa} pode nao ser mensurével. E-0 se pu é completa,
isto é, se dados A € C com pu(A) =0e B C A entao B € C.

Assim, quando dizemos que f é py-quase em todo o ponto continua, que f e g séo
p-quase em todo o ponto iguais, que f é p-quase em todo o ponto nula, estamos a dizer
que o conjunto dos pontos de descontinuidade de f, onde f e g diferem, ou onde f nao

é finita, respectivamente, estd contido num conjunto de medida nula.

Definigdo 3.4.1 Dizemos que uma sucessio (fn), com fn:X — IR, converge p-quase

em todo o ponto (ou p-quase em toda a parte) para f : X — 1R, e escrevemos fn — f

s

p-q.t.p., se lim f,, = f p-q.t.p., isto €, se existe N € A com u(N) =0 tal que {z € X :
lim f(x) # f(2)} .
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Se 1 é uma probabilidade, uma propriedade P(x) relativa aos pontos de X que

é verdadeira p-quase em todo o ponto diz-se verdadeira p-quase certamente e a con-

vergéncia quase em todo o ponto diz-se convergéncia quase certa.

A convergéncia pontual implica a convergéncia quase em todo o ponto nao sendo o
reciproco verdadeiro.

Notemos também que a convergéncia quase em todo o ponto nao implica a unicidade
do limite. Por exemplo, as fungoes definidas em (IR, B(IR),\) por g =0e h = ][Q, séo
limite quase certo da sucessao f, = %]IQ A transitividade da relacao “igualdade quase
em todo o ponto” permite concluir que a func¢ao limite é univocamente determinada a

menos de, quando muito, um conjunto de medida nula:

Proposicao 3.4.2 Sejam (f,), f e g funcées de X em R com lim f, = f u-q.L.p..
Entao lim f, = g p-q.t.p. sse f =g p-q.t.p..

O limite pontual duma sucessao de fungdes mensuraveis é, como vimos atras, uma
funcao mensuravel. Tal propriedade nao é verdadeira para o limite quase certo. E-o se

€ completa.

Proposicao 3.4.3 Sejam f,g: X =R tais que f = g p-q.t.p.. Se p é completa e f ¢é

A-mensurdvel entdo g é A-mensurdvel.

Demonstragao: Por hipdtese, existe N € A com u(N) =0 e f(z) = g(z), para todo
ox € N¢ Assim, parat € R, g7 !([~o0,t]) = ({z € X : g(z) < t}NN)U({zr € X :
f(z) < t} N N°), onde o primeiro conjunto da reuniao é mensuravel pela completude

de i e o segundo é-o pela mensurabilidade de f. [J

Proposigao 3.4.4 Sejam (f,) uma sucessio de funcoes A-mensurdveis de X em IR e

f: X—>TR tais que lim f,, = f p-q.t.p.. Se p € completa entio f é A-mensurdvel.

Demonstracgao: Como liminf f, = f p-q.t.p., e liminf f,, : X =R é A-mensurével,

concluimos pela proposicao anterior que f é também A-mensuravel. [

Sabemos que a convergéncia uniforme implica a convergéncia pontual. O reciproco
nao é verdadeiro como atesta o exemplo seguinte: a sucessao f,(x) = 2" definida para
x € [0,1], converge pontualmente para a fungao f(z) =0, se z € [0,1], e f(z) =1, se
x = 1, mas nao uniformemente (o limite uniforme de fungoes continuas é uma fungao
continua). No entanto, se considerarmos as funcoes f, e f restringidas ao intervalo
[0,1 — €] com € > 0, a convergéncia anterior é j& uniforme. Tal facto motiva a definigdo

seguinte.
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Definicao 3.4.5 A sucessio (fy) de fungoes reais converge quase uniformemente para

uma fungdo real f num conjunto mensurdvel A C X, se para todo o € > 0 existe um
mensurdvel F C A com u(A — F) < e tal que (f,) converge para f uniformemente em

F.

A convergéncia uniforme implica a convergéncia quase uniforme mas o reciproco
nao é verdadeiro. Num espago de medida finita a convergéncia quase em todo o ponto

¢é equivalente a convergéncia quase uniforme.

Teorema 3.4.6 (de Egorov) Sejam (X, A, ) um espago de medida finita e (f,) e
f funcoes reais A-mensurdveis definidas em X. Entdo f, converge quase em todo o

ponto para f sse f, converge quase uniformemente para f.

Demonstragao: Para n € N, seja g, = sup;>,, |f; — f|. Como f, — f p-q.t.p., entdo
9gn— 0 p-q.t.p., e assim, existe N € A com u(N) =0 e limg,(z) = 0se z € N Para
snlT € N€: 0 < gnm(z) < 1/2F}.
Para k fixo, U2, Fxn = X — N e sendo p finita, ,u_(X) = (X = N) = lim, p(Fn)-
Dado entao € > 0, para cada k € IN existe n, € IN tal que u(X — Fj,,) < €/2k 1,
Tomando F = (32, Fin,, temos u(X — F) < eeparax € F, 0 < gp(z) < 1/2%
para todo o k = 1,2,... e m > ng. Assim, dado § > 0, e tomando ky € IN tal que

k e n em IN, consideremos os conjuntos Fj, = ()

1/2% < §, temos 0 < g,,(2) < 6 para todo o € F e m > ny,. Por outras palavras,
SUper | fm(x)— f(z)| < 0 param > ny,, isto é, (fy,) converge para f uniformemente em
F. Reciprocamente, para n € N, existe F,, € A com p(F5) < 1/n e sup,cp, |fm(z) —
f(xz)| =0, m — +oo. Dado agora z € F' = |J,2, F,, v € F,, para algum n € N, ¢
assim |fp,(2) — f(2)] < supyep, |fm(z) — f(x)], 0 que permite concluir. O]

Nas condicdes do teorema anterior, se X é um subconjunto de IR? mensurdvel &
Lebesgue com medida finita, o conjunto F' que intervém na definicao anterior pode ser
tomado fechado atendendo a caracterizacao dos mensuraveis a Lebesgue em termos de
fechados.

Uma aplicacao interessante do teorema de Egorov é o teorema de Lusin que da
uma caracterizacio das funcoes mensurdveis reais definidas num subconjunto de IR?

mensuravel a Lebesgue em termos duma propriedade de continuidade.

Teorema 3.4.7 (de Lusin) Seja f uma fungao real definida num subconjunto X de
RY mensurdvel ¢ Lebesque. f é B(X)-mensurdvel sse para todo o € > 0 existe um

congunto fechado F' C X tal que N(X — F') < € e fip € continua.

Demonstragao: Ver Munroe (1953), pg. 159, e Cohn (1980), pg. 227. O
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3.5 Convergéncia em medida

No paragrafo anterior estudamos a convergéncia quase em todo o ponto duma su-
cessdo de fungdes com valores em IR definidas num espaco de medida (X, A, i). Vamos
neste paragrafo estudar um outro tipo de convergéncia para sucessoes de fungoes men-
suraveis com valores em IR que serd bastante utilizado na disciplina de Teoria das
Probabilidades.

Definicao 3.5.1 Sejam (f,) e f fungoes A-mensurdveis de X em IR. Dizemos que a

sucessao (fy) converge para f em medida, e escrevemos fn,-> f, se para todo o € > 0

Jdim p({z e X |ful@) - F@)] = ) = 0.

Comecemos por provar que o limite em medida duma sucessao de fungoes é tnico

a menos dum conjunto de medida nula.

Proposicao 3.5.2 Sejam (f,), f e g fun¢oes A-mensurdveis de X em IR com fp,t> f.
Entao f,-t> g sse f = g p-q.t.p..

Demonstracao: Como {z € X : f(z) # g(z)} = U, _1{z € X : |f(x) — g(z)| > 1/n},
e p({zr € X : |f(z) — g(z)] > €}) = 0, para todo o € > 0, uma vez que f, X5 f e
fn—t> g, concluimos que f = g u-q.t.p.. Reciprocamente, se f = g u-q.t.p., entao, para
€>0, p({z € X |fu(z) —g(@)| = €}) < p({z € X : [fu(z) — f(2)] 2 €, f(z) = g(x)})
+ufz € X o |falz) —g(@)] Z 6 f(@) # g(2)}) < p({z € X : |fu(z) = f(2)] 2 €}) =

0,n — +oo0. I

A convergéncia em medida nao implica nem é implicada pela convergéncia quase

em todo o ponto (ver Exercicios 3.6.14 e 3.6.15). No caso da medida ser finita temos:

Teorema 3.5.3 Sejam (f,) e f fungoes A-mensurdveis de X em R e p finita. Se
fo—f p-q.t.p. entio fr,-t= f.

Demonstragao: Tendo em conta o Exercicio 3.6.17, {z : lim f,(z) = f(z)} C
Unen Nisniz @ [fk(@) — f(2)| < €}, para todo o € > 0. Como por hipétese, u({z :
lim fu(z) # f(2)}) = 0, obtemos a((en Ugsnl® © k@) — F@)| = e}) = 0, on
ainda, pela finitude de p, im p(Ugs, {2 : [fi(z) — f(z)] > €}) = 0. Assim lim p({z :
[fn(z) = f(z)| = €}) = 0. O

Mesmo num espaco de medida finita a reciproca do resultado anterior nao é verda-

deira (cf. Exercicio 3.6.15). E no entanto vélido o
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Teorema 3.5.4 (de Riesz) Sejam (f,) e f funcgoes A-mensurdveis de X em IR. Se

fnt> f entdo existe uma subsucessao de (f,) que converge para f p-q.t.p..

Demonstracao: Por hipdtese lim u({z : |f,(z) — f(x)| > €}) = 0, para todo o € > 0.
Tomando sucessivamente e = 1/k, para k = 1,2,..., podemos garantir a existéncia
duma sucessao estritamente crescente de niimeros naturais, (ny), tal que pu(Ag) < 1/2F,
onde Ay = {x : |fn,(x) — f(z)| > 1/k}. Para concluir, basta usar o lema de Borel-
-Cantelli (Exercicio 2.9.10) notando que {z : lim f,, (z) # f(z)} C limsup A, e que
> ke M(Ag) < +oo. O

3.6 Exercicios

1. Sejam (X,.A) um espaco mensurdvel e A C X. Mostre que T4 é mensurdvel sse A € A.

2. Mostre que f: (X, A)— (IR, B(IR)) é escalonada sse é A-mensurdvel e toma um nimero
finito de valores.

3. Sendo A e B subconjuntos de X, prove que:

(a) AC Be I, < g,

(b) Tanp = M4lip;

(¢) Taup =T4+ I — Tynsp;

(d) Tae =1 a;

(e) Ig_p =141 —1p);

() Lanp = |Ta — Ip| = T4 + Lp(mod 2).

4. Sejam f : X — Y uma aplicacao, B uma o-algebra de partes de Y e C uma classe de
partes de Y. Mostre que:

(a) f71(B) ={f"YB): B € B} é uma o-dlgebra de partes de X;

(b) f~1(B) é a mais pequena o-algebra de partes de X relativamente & qual f é men-
surdvel (dita o-dlgebra gerada por f);

(c) f7Ha(C)) =a(f71(C)).

5. Parai € I, seja f; uma aplicagio definida em X com valores em (Y;, B;). Denotemos por
o(fi,i € I) a o-dlgebra gerada pela familia {f;,i € I}, isto é, a mais pequena o-dlgebra
de partes de X relativamente & qual f; é B; — o(f;, i € I)-mensurével, para i € I. Mostre
que

o(fiie D) =o(lJF7'B)).
iel

6. Mostre que f : (X,.A)— (IR, B(IR)) é mensuravel sse f~'({—o0}) € A, f~1({+o0}) € A
e f: X—TR é B(R) — A-mensurdvel, onde

zoy_ J f@), |f(z)] <+4oo
f(z) { 0, |f(z)| = +o0.
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10.

11.

12.

13.

14.
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Sejam f: AC X—IRe A € Aonde A é uma o-dlgebra de partes de X. Mostre que f é
A-mensurével sse f é A-mensuravel onde

=y | flx), z€A
f(x)—{ 0, x¢A

Sejam C' o conjunto de Cantor (cf. Exercicio 2.9.30), f : [0,1]—[0, 1] a funcao de Cantor
(cf. Exercicio 2.9.31) e g : [0,1] =0, 1] a fun¢ao definida por

9(y) = inf{z € [0,1] : f(z) =y}
Mostre que:

(a)
(b)
(¢) ¢([0,1]) € &;
(d)
)

f(g9(y)) =y para todo o y € [0,1];

g € injectiva;

d) ¢ é mensurdvel a Borel (verifique que basta mostrar que g é nao-decrescente);

(e

Para A C [0, 1] ndo-mensurédvel a Lebesgue, mostre que g(A) é mensurdvel & Lebes-
gue mas nao é mensuravel a Borel.

Sendo A um rectangulo semi-aberto a esquerda em RY, mostre que existe uma sucessao
(fn) de fungoes continuas de R? em R de suporte compacto tais que 0 < f, < I, para
todo o n, onde E é um rectangulo fechado que contém a aderéncia de A, e lim f,, = 4.

Para a,b € IR com a < b, considere as fungoes infinitamente diferenciaveis
h(zx) — )1 (z)
= eXx —
e\ T )b — ) ) e

t
g(t) = / h(z)dx/H (integral de Riemann)

— 00
onde H = fj;: h(z)dz. Utilize a funcdo g para mostrar que dado um rectangulo A em R?

semi-aberto & esquerda, existe uma sucessao (f,,) de fungoes de R? em IR, infinitamente
diferenciaveis de suporte compacto com lim f,, = T 4.

Sejam (X, A, 1) um espago mensurado e A, A1, Ag, ... € A. Mostre que:

b)
(c) limTy, = T4 sse lim A, = A sse AAlimsup 4,, = AAliminf A,, = §;
(d) im Ty, = T4 q.t.p. sse p(AAlimsup A,) = p(AA liminf 4,,) =0

(a) limsup T4, = Mimsup A,
(

liminf T4, = Miminf A,;

Sejam (x,) uma sucessdo num espa¢o X e p a medida sobre P(X) definida por u =
> 1 6s,. Mostre que f,g: X = IR coincidem p-q.t.p. sse f(zn) = g(z,) para todo o
n € IN.

Sejam (X, A, 1) um espago mensurado e (f,,) e (gn) sucessoes de funcdes de X em IR tais

que fn, = gn q.t.p.. Mostre que liminf f,, = liminf g,, ¢.t.p. e limsup f,, = limsup g,, ¢.t.p.

Mostre que a sucessao (I, 4oo[) definida em (IR, B(IR), A) converge pontualmente para a
fungao nula, quando n— 400, mas nao em medida.
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15. Considere a sucessao (f,) definida em ([0, 1], B([0, 1[), A) por fp = T & re1, sen = 2" +k
comm =0,1,2,...e k€ {0,1,...,2™ — 1}. Mostre que f,, converge em medida para a
funcao nula, mas nao quase em todo o ponto.

16. Apresente uma demonstracao do Teorema 3.5.3 utilizando o Teorema 3.4.6 de Egorov.

17. Sejam (f,,) e f fungoes reais definidas num espaco mensurado (X, A4, u).

(a) Mostre que

NU Nz lful@) — f@) < e

e>0m=1n=m

= N U N{z:lfale) - fl@)] < 1/k}.

k=1m=1n=m

{z: fu(2) = f(2)}

(b) Se (fn) e f sdo A-mensurdveis, conclua que {f, — f} é mensurdvel. Verifique que
tal também é verdadeiro se as funcdes (f,,) e f tomarem valores em IR.

(¢) Prove que f, — f, p-q.t.p. sse para todo o e >0

w() Ut (o) - £(0) = ) =

k=1n=k

(d) Se p é finita, mostre que a condigdo anterior é equivalente a qualquer uma das
condigoes seguintes:

() Ve>0 p(Ule:fal@) = F@)] 2 ) =0, koo
n=~k
(i) sup|fn — f|-2 0, k—+oc.
n>k

(e) Se p ¢ finita, conclua que se Y ", u({z : |fu(z) — f(z)| > €}) < 400, para todo o
€ > 0, entao fr, = f, p-q.t.p..

18. Uma sucessao (f,) de fungoes reais definidas num espago mensurado (X, A4, ) diz-se de
Cauchy em quase todo o ponto, se

sup |fn - fm|_>0a k— 400 n—q.t.p.

n,m>k

(a) Mostre que as condigbes seguintes sdo equivalentes:
(i) (fn) é de Cauchy em quase todo o ponto;
(ii) fn—f, n-q.t.p. para alguma fungao real f definida em X.

(b) Se as fungoes f,,n € IN, sdo A-mensuraveis, conclua que f pode ser tomada A-
mensuravel e mostre que as condigOes anteriores sao ainda equivalentes a

(i) Ve>0 M(ﬂ U {z: 1fu(@) = fnlz)] = e}) = 0.
n=1m=n
19. Uma sucessdo (f,) de fungdes reais A-mensurdveis definidas num espago mensurado

(X, A, ) diz-se de Cauchy em medida, se

Ve>0  sup p({z:|fu(z) = fm(z)| > €}) =0, k—+o0.
n,m>k

Mostre que:
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(a) Se (fn) é de Cauchy em medida entao existe uma subsucessao de (f,) que converge
quase em todo o ponto para alguma funcao real A-mensuravel;

(Sugestéao: i) Conclua que existe uma sucessdo (ny) estritamente crescente de
nimeros naturais tal que pu({z : [fn,., (z) — fa.(z)| > 27F}) < 27, para todo o
k € IN. ii) Use o Lema de Borel-Cantelli para mostrar que p(limsup{z : |fn,,, (z) —
fn,.(z)] > 27F}) = 0 iii) Mostre que (f,,) é quase em todo o ponto de Cauchy);

(b) (fn) é de Cauchy em medida sse f,— f, para alguma fungéo f real e A-mensurdvel;

(¢) Se p é finita, entdo f, £~ f sse toda a subsucessao de (f,) possui uma subsucessao
que converge quase em todo o ponto para f.

20. Sejam (f,) e f fungodes reais A-mensuraveis definidas num espago mensurado (X, A, 1) e
g : R— 1R uma fungao continua. Mostre que:

(a) Se fn—f, p-q.t.p. entdo go fr,—go f, p-q.t.p;

(b) Se p é finita e f, > f entdo go f, 23 go f.
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Capitulo 4

Integracao relativamente a uma
medida

Este capitulo é destinado a construgdo do integral “de Lebesque” duma funcao com
valores em IR definida num espaco mensurdvel arbitrdrio relativamente a wma medida
nele definida, e ao estudo das suas principais propriedades. A relagdo entre os integrais

de Riemann e de Lebesque em IR? é também estudada.

4.1 O integral duma funcao escalonada nao-negativa

No que se segue (X, A, p) designa um espago mensurado (ver §3.1). A construgao
do integral de Lebesgue que a seguir apresentamos desenvolve-se em trés etapas. Na
primeira definimos o integral duma func¢ao escalonada nao-negativa, seguidamente, o
integral duma funcdo mensuravel nao-negativa, e por ultimo, o integral de funcoes

mensuraveis de sinal ndo-constante.

Definicao 4.1.1 Dada uma funcdo escalonada nao-negativa f = Z?:l o4, com
EeN, ai,...,p € RT e Ay,..., Ay € A particio de X, chamamos integral de f, ao
elemento de [0,+oc| definido por Zle aip(4;) e que denotamos por [ fdu.

Se os mensuraveis Aq,..., A, sdo disjuntos dois a dois mas nao constituem uma

particao de X, o integral de f é ainda dado pela expressao anterior, pois, definindo
k k

Apt1 = (A1 U... Ap)¢ e agy1 = 0, temos f = ZZJrll a;llg, e [ fdu= ZZJrll aip(A;) =
2?21 a;(4;) (atendendo as convengoes adoptadas em §2.1, tal é verdade mesmo que
((Ag41) = +00).

Notemos ainda que o integral depende apenas de f e de p e nao de ay,...,a; ou
de Aq,...,Ax. Com efeito, se f admite também a representacdo f = Z;n 18i1B;,
com Bjy,...,DB,, particdo de X, temos z o oip(A;) = ZZ 1 21 @ip(A; N By) =

SEy ST Bin(Ai N By) = S Biu(By).

93
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Denotaremos por £4(X,.A), ou apenas por &4, o conjunto das fungdes escalonadas

nao-negativas definidas em X.

Proposicao 4.1.2 Para f,g€ ;L ea € RT:
a) [afdu=a [ fdu (homogeneidade);
b) [(f+g)du = [ fdu+ [ gdp (aditividade);
c) Se f < g entio [ fdu < [ gdu (monotonia).

Demonstracao: Sejam f =37 a; T4, eg=>"", 3;1p;. Tendoem conta que af =
Yo (o) g, e f4g =370 300 (aitBi) a;np;, temos [ afdu =371, (aci)u(A;) =
adligaip(Ai) =a [ fdue [(f+g)du =370 Y70 (ci+B)n(AinBy) = 300, X270,
aipt(Ai N By) 4+ 370, 300 Bju(Ai N By) = [ fdu+ [ gdp. Finalmente, se f < g entdo
g—f €& epelaalinead) [gdu= [(f+(g—f))dp= [ fdu+ [(g— fdu> [ fdp.
0

Teorema 4.1.3 (de Beppo Levi) Sejam (f,) uma sucessao crescente de elementos
em & e f €&y Selimf, > f entdo lim [ frdu > [ fdp.

Demonstragao: Para c¢ €]0, 1], fixo, consideremos a sucessao de mensuraveis B,, =
{z : fu(z) > cf(x)} 1+ X. Paran € N, f, > cflp, = Zle co;l4,nB,, onde f =
Zle a;14,. Pela monotonia do integral, [ f,du > chzl a;ipu(A; N By), ou ainda,

lim [ fadp > ¢S5 i lim p(A; 0 By) = ¢35 cqp(Ai) = ¢ [ fdp. O

Corolario 4.1.4 Se (f,) e [ sdo escalonadas nao-negativas e fp, T f entao [ fndp T
J fdu.

4.2 O integral duma funcao mensuravel nao-negativa

Denotemos por M (X, .A), ou simplesmente por M, o conjunto das fungoes men-
suraveis de (X, .A) em ([0, +o0], B([0, +o0])) onde em [0, +0o0] consideramos a topologia

relativa (ver §3.2).

Definigao 4.2.1 Para f € M, chamamos integral de f ao elemento de [0, +00| dado
por [ fdu=sup{[gdu:ge &y eg<[}.

No que se segue, estudamos algumas propriedades do integral agora definido. Come-
¢amos por uma generalizacao parcial do Corolario 4.1.4 que conjuntamente com o Te-

orema 3.3.2 é de grande utilidade no que se segue.

Proposigao 4.2.2 Se f € My e (fy) C &4 com fo 1 f entao [ fodu?t [ fdpu.
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Demonstragao: Como f, < fe f, €&, entao f, e 5={g:9g€ & eg < [}, para
todo o n € IN. Assim, [ fdp > [ fodu, para todoon € Ne [ fdu > lim [ f,du. Por
outro lado, para g € 3, qualquer, temos g < f =1lim f,, e g € £.. Pelo Lema de Beppo
Levi, lim [ fpdu > [ gdp, e assim [ fdp <lim [ fpdp. O

Proposicao 4.2.3 Para f,ge M, ea € R":
a) [afdp= o[ fdu;
b) [(f+9)dp = [ fdu+ [ gdp;
¢) Se f < g entio [ fdu < [ gdpu.

Demonstracao: Se f € M., sabemos pelo Teorema 3.3.2 que existe (f,) C &4
tal que f, 1 f. Entdo af, T af, com (af,) C & e af € My. Pela proposigao
anterior, [ fodut [ fdpe [afydp?t [ afdup. Paraobter a), basta agora notar que, pela
Proposicao 4.1.2, [afydp = a [ fpdp. De forma andloga obtem-se b). A monotonia

do integral expressa em c), é consequéncia imediata da defini¢do de supremo. [J

Teorema 4.2.4 (da convergéncia mondétona) Se (f,) e f sao mensurdveis nao-
-negativas e fn, 1 f entio [ fodu?t [ fdp.

Demonstracgio: Comecemos por notar que basta mostrar que lim [ f,dp > [ fdu, ou
ainda, pela Proposicao 4.2.2, que existe (h,) C &+ tal que h,, < f,, para todo o n € IN,
e hy 1 f. Para cada m € IN, e sendo f,, mensuravel nao-negativa, existe (hmn) C €+
tal que hyypn 1 fm, quando n — +oo. Tomando Ay, = SUpPy <<y, Am,n, Para n € N, (hy,)
é claramente uma sucessao nao-decrescente de fungoes escalonadas nao-negativas com
hn, < fn, para todo o n € IN, o que implica que limh,, < lim f, = f. Além disso, para
m € N, fixo, lim h,, > lim h,,, , = fp, € assim lim h,, > lim f,,, = f. O

Corolario 4.2.5 Se (f,) C My entdo

4.3 Funcgoes integraveis

Denotemos por M(X,.A) ou apenas por M o conjunto das fun¢oes mensuraveis de

(X, A) em (R, B(R)).

Definicao 4.3.1 Dizemos que f € M € integrdvel ou p-integrdvel se [ ftdu < +oo e
J f7du < 4o00. Neste caso, o integral de f, [ fdu, € definido por [ fdu = [ fTdu —
[ f~du.
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Concluimos assim que f € &, é integravel sse p({z : f(z) # 0}) < +00. Se f € M4,
entdao f = fT e assim f é integravel sse [ fdu < +oo.

Definicao 4.3.2 (de integral num subconjunto mensurdvel) A) Dizemos que
[ € M € integrdvel em A € A quando f14 for integrdvel. Neste caso, [ fLadu é deno-

tado por [, fdp e diz-se integral de f em A. B) Uma fungao f : A—TR A-mensurdvel
definida em A € A diz-se integrdvel se a funcdo f(x) = f(z) sex € A e f(x) =0 se

z ¢ A, € integrdvel. O integral de f é dado por [ fdu e é denotado por Ju fdu. Num
e noutro caso, escrevemos [ fdu em vez de fA fdu sempre que p(A€) = 0.

Se f nao ¢é integrdvel mas um dos integrais [ ftdu ou [ f~du, ¢ finito, f diz-

se quase-integravel ou p-quase-integravel. Neste caso, o integral de f é definido por

[ fdu= [ fTdu— [ f~du. As fungoes quase-integraveis sao assim aquelas que apesar
de nao serem integrdveis possuem integral dado pela igualdade anterior. A Definicao

4.3.2 estende-se de forma ébvia ao caso das fungdes quase-integraveis.

Proposicao 4.3.3 (critérios de integrabilidade) Para f € M sao equivalentes as
sequintes proposigcoes:

i) f € integrdvel;

it) 3 g,h € M integrdveis : f =g — h;

i11) 3 g € My integravel : |f| < g;

i) |f| € integrdvel.
Demonstragao: Provamos apenas que iv) = 7). Como [ |fldu= [ ftdu+ [ f~due
[ 1fldu < 400, entao [ frdu < +ooe [ f~du < +oo, isto é, f é integravel. OJ

Notemos que a equivaléncia i) < iv) nao é vélida para o integral de Riemann em

IR? (verifica-se no entanto a implicagio i) = v), cf. Teorema 0.4.3).
Proposigao 4.3.4 Se f € M € integrdvel entao | [ fdu| < [|fldu.

Demonstracgao: Sendo f integrével, | [ fdu| = | [ fTdu — [ f~du| < [ fTdu +
[ fdp=[|fldu. O

Proposicao 4.3.5 Sejam f,g € M com f =g u.q.c.
a) Se f,g € My entio [ fdu= [ gdpu.

b) Se f € integravel entao g € integrdvel e vale a igualdade anterior.

¢) [1fldu=0 sse f =0 p-q.t.p..

Demonstragao: Por hipdtese o conjunto N = {x : f(z) # g(x)} é mensurdvel e
u(N) = 0. Assim, a funcao definida por h(x) = +oo, se x € N, e h(z) = 0, se
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z ¢ N, é mensurdvel e [hdu = 0 (ver Exercicio 4.7.1). A alfnea a) é agora uma
consequéncia imediata das desigualdades g < f+ h e f < g+ h, e da monotonia do
integral em M. Decompondo f e g nas suas partes positiva e negativa, obtemos
b) por aplicagao de a). Ainda por aplicagdo de a) concluimos que [ |f|dy = 0 se
f = 0 p-q.t.p.. Reciprocamente, suponhamos que [ fdu = 0 para f € M. Se f é
escalonada, isto é, se f = 2?21 a; 14, com a; >0e A; € A, entdo 2?21 aipn(4;) =0
e p({z : f(x) # 0}) < >, 4200(A4i) = 0. Se f é mensurdvel nao-negativa, existe
(fn) CEx talque fr 1 fe [ fudu?t [ fdu=0. Assim, [ f,du =0, ou ainda f, =0 p-
q.t.p., o que implica que f =0 p-q.t.p.. O

Tendo em conta a proposi¢ao anterior, os critérios de integrabilidade ii) e iii) podem
falhar em subconjuntos de conjuntos de medida nula sem que isso altere as conclusdes.
No que se segue, denotaremos por £'(X, A, u,IR), ou simplesmente por £'(u), o

subconjunto de M (X, .A) das fungoes integraveis com valores em IR.

Teorema 4.3.6 a) O conjunto L'(X, A, u,IR) € um espaco vectorial real (com a soma
e produto escalar definidos da forma habitual).

b) A aplicagio f — [ fdu de LY () em R é uma forma linear positiva, isto ¢,
[(f+9)du = [ fdu+ [gdu e [afdy = o[ fdu, para f,g € LY(u) e a € R, e
[ fdu>0 se f>0.

Demonstracgiao: O conjunto £1(X, A, u,R) é claramente um espaco vectorial real,
uma vez que |f +g| < |f|+1g| e |af| < |a||f], paraa € Re f,g € L(X, A, u,IR). Das
propriedades enunciadas em b) demonstramos apenas a primeira delas. Consideremos
a dupla igualdade f+g= fT+g" = (f"4+97)=(f+9)" — (f +9)", que permite
obter a igualdade (f +¢)* + (f~+¢9 )= (f+9)~ + (fT +¢"). Pela aditividade do
integral em M temos [(f+g)"du+ [(f~ +g7)du= [(f+9)"du+ [(ff +gF)du,
ouainda [(f+g)dp= [ ftdu— [f~du+ [gtdp— [g dp= [ fdu+ [ gdp. O

Em consequéncia da Proposicio 4.3.5, se considerarmos em L'(u) a relacio de
equivaléncia f ~ g sse f = g u-q.t.p., o conjunto quociente L'l(,u)/ ~, isto é, o conjunto
das classes de equivaléncia determinadas em £!(u) por ~, é um espaco vectorial real
(para a soma e o produto escalar definidos da forma usual) e a aplicagdo |-|1 : £(u)/ ~
— IR definida por | f|1 = [ |f|du é uma norma, isto ¢, para todo o f,g € L1(u)/ ~ e
a € IR sao validas as propriedades N1) | f|1 = 0 sse f =0, N2) |af|1 = |a||f]1 e N3)
I + gl < 1fl + gl

Qualquer espago vectorial real (ou complexo) X munido duma aplicagao | - |, dita

norma, que satisfaz as propriedades anteriores diz-se um espaco vectorial normado. O

conjunto quociente £(u)/ ~, que denotaremos por L'(X, A, u,IR) ou L'(u), é assim
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um espaco vectorial normado. Um espago vectorial normado é também um espago

métrico para a métrica definida, para z,y € X, por d(z,y) = |z — y|.

4.4 Teoremas de convergéncia

Incluimos neste paragrafo alguns resultados fundamentais de convergéncia. Comega-

mos por generalizar o Teorema 4.2.4.

Teorema 4.4.1 (da convergéncia mondétona) Sejam f e (f,) em My tais que fp, T
[y p-q.t.p. Entio [ fodpt [ fdp.

Demonstragao: Por hipétese, N¢ = {z : f,(x) — f(z)} € Ae pu(N) = 0. Como
fnllye T flye, o resultado é consequéncia imediata do Teorema 4.2.4 e da Proposigao
4.3.5. O

Lema 4.4.2 (de Fatou) Se (f,) C M4 entdo [liminf f,du < liminf [ f,dpu.

Demonstracao: Seja g, = inf,;,>, fm, para n € IN. Temos g, € M, e g, T liminf f,.
Assim, lim [ g,dp = [liminf f,dp. Finalmente, como g, < f,, entao liminf [ f,du >
liminf [ g,dp = [liminf f,dp. O

Teorema 4.4.3 (da convergéncia dominada de Lebesgue) Sejam (f,) e f em M
e g integrdvel em M tais que

a) fn—f, u-q.t.p.

b) |fnl < g, p-q.t.p. para todo o n € IN.

Entao f, f1, f2,... sao integrdveis e lim [ fpdu = [ fdp.

Demonstracao: De b) e da desigualdade |f| = |lim f,| = lim|f,| < |g|, p-q.t.p.,
concluimos que f, f1, fa,... s@o integraveis. De a) e b), existe N € A com pu(N) = 0 tal
que para x ¢ N, lim f,(z) = f(x) e |fn(x)| < g(z) < 400, para todo o n € IN. Assim,
as funcoes definidas por fr = follye, n € N, f* = fliye e g* = gllye, satisfazem
lim f(x) = f*(z) e |fi(z)] < g*(x), para todo o n € N e z € X. Aplicando o
Lema de Fatou as sucessoes (¢* + f) e (¢* + f), obtemos [ f*du < liminf [ frdu e
limsup [ fidp < [ f*dp, respectivamente. Assim, lim [ fdp = [ f*du, o que permite
concluir pois fr = f, e f* = f, p-q.t.p.. O

Notemos que se (f,) e f sao funcoes A-mensuraveis de X em IR, o Teorema 3.5.4
permite concluir que o resultado anterior continua valido se a convergéncia quase certa

em a) for substituida pela convergéncia em medida.
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4.5 Integracao e completamento

Sendo (X, A, 1) o completamento de (X, A, ) entdo LY(X, A, u) C LYX, A, ) e
[ fdu = [ fdi para f € LY(X, A, u) (ver Exercicio 4.7.16). O resultado seguinte
permite concluir que quando passamos aos espacos quocientes, estes podem ser identi-

ficados: existe uma bijeccdo entre L'(X, A, u) e L'(X, A, i) que preserva o integral.

Teorema 4.5.1 Se g: X — R é A-mensurdvel entio eriste f : X — R A-mensurdvel
tal que f = g [i-q.t.p. (ou equivalentemente f = g p-q.t.p.). Além disso, g € pi-integravel
sse [ € p-integrdvel e [ gdip = [ fdu.

Demonstracao: Se g € £(A), facilmente se conclui que existe f € £(A) tal que

f = gp-q.t.p.. O Teorema 3.3.2 permite agora obter o resultado para g € M(A). Se
além disso g ¢ integrdvel entao [ gdip = [ fdiu = [ fdu (cf. Exercicio 4.7.16). O

A bijeccao ¢ de LY(X, A, p) em L'(X, A, i) é entdo definida por ¢(f) = f.

Notemos que o resultado anterior vale também para funcoes com valores em IR.

4.6 Integrais de Lebesgue e de Riemann em R?

Sendo f : IR - R mensursvel & Lebesgue e (A,,) uma qualquer sucessao de men-
suraveis a Lebesgue com A, 1 R? sabemos, pelo Teorema 4.2.4, que lim 1) A, |fldA =
J|fld\, e assim f ¢ integrdvel & Lebesgue (isto é, integrével relativamente & medida
de Lebesgue) sse lim ‘[An |fld\ < 4+o00. No caso de f ser integravel, pelo teorema da
convergéncia dominada, [ fd\ =lim [ A, fdA.

O resultado seguinte, permitir-nos-4 estudar a integrabilidade a Lebesgue duma
funcao, bem como o calculo do respectivo integral, a partir do integral de Riemann

(caso este exista).

Teorema 4.6.1 Seja f : A ¢ R - R limitada e definida em A € J(IRd). Se f é
integrdvel a Riemann em A entdo [ € integrdvel a Lebesque em A e fA fd\ = fA fdzx.

Demonstracio: Seja f : R — IR a funcio definida por f(z) = f(z), se z € A4, e
f(z) =0,se x ¢ A. Como |f| < supyea |f(z)|Ta e A é de medida de Lebesgue finita,
concluimos que f é integravel em IR%. Atendendo & Definicio 4.3.2, f é integravel &
Lebesgue em A. Por definigdo de integral de Riemann, fA fdx = fB f*(z)dz, onde B
¢ um rectangulo fechado que contém A e f*: B— IR é definida por f*(z) = f(z), se
x €A, e f*(x) =0, se x ¢ A. Sendo agora P uma particao de B = Hle[ai, b;| e R(P)
o conjunto dos rectangulos determinados em B por P, temos para x € B,

glo) = inf f*(2)Ip(2) < f*(2) < > sup fH(@) g (x) =: h(x),

S
RER(P) ReR(P) *€R
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onde, para R = [[,[ci,d;] € R(P), R é definido por R' = [[,(Jei,d;] U C;) onde
Ci =0 sec; # a;, e C; = {c;} se ¢; = a;. Denotando por g, f* e h, as fungoes
de R? em IR, definidas de modo anélogo a f, temos, pela monotonia do integral,

[ gax < ff*d)\ < fﬁd)\, ou seja,
> mt AR [Fas Y sl @AR)
TER zER
RER(P) RER(P)
Assim,
s P) < [ gan<s(sp)
A
0 que permite concluir que fA fd\= fB frdz. O

Conclufmos assim que se f € M(IRY, B(RY)) (f é mensuravel & Lebesgue) e (A,,) ¢
uma sucessao de conjuntos em J (]Rd) com A, 1 IR%, entdo sendo f limitada e integravel
4 Riemann em cada A, f é integravel & Lebesgue (em IRY) sse lim S, |fldz < +o0.
Nesse caso, [ fd\ =lim [, fdz.

4.7 Exercicios

1. Sejam (X, A, ) um espago mensurado, A € A, f : A— IR A-mensurdvel e g,h: X - R
definidas por

o= { 254 = {0 1o
Mostre que:
(a) g e h sdo mensurdveis;
(b)
(c) Se f é integrdvel prove que |f| < 400 q.t.p.;
(d) Se p(A) =0 entdo h é integravel e [ hdu = 0.

b) g é integrdvel sse p(A) = 0 e nesse caso [ gdu = 0;

2. Sejam u a medida contagem sobre P(IN), e f : N— IR mensurdvel. Prove que:

(a) Se f é nao-negativa entao [ fdu =73 ", f(n);
(b) f ¢ integravel sse > 7, |f(n)] < oo;
(c) Se f ¢ integrdvel entao [ fdu =73 ", f(n);
(d) f é quase-integravel sse ocorre um dos casos seguintes:
L Y onpmy<o lf(M)] <00 e 3 rimyso f(n) = 00;
Y pys0 f(n) <ooe D, v colf(n)| = oo
3. Sejam X um conjunto arbitrério e u a medida sobre P(X) definida por u = Y"1 | a;dq,
com o; € RT e a; € X parai = 1,...,n. Mostre que, para f : X = R, [ fdu =
> ey aif(aq).



4 Integracdo relativamente a uma medida 61

I

10.

11.

12.

13.

. Sejam (X, A, 1) um espaco mensurado e f : X — IR mensuravel.

(a) (Desigualdade de Tchebychev-Markov) Se f € M, e p,t > 0, mostre que
p{re X f(z) 2t}) < 5 [ frdp.
(b) Usando a alinea (a) mostre que:
i. f éintegravel = |f| < +00 q.t.p.;
i. [|fldp=0= f=0q.t.p.
Mostre que se (fn) C My é tal que Y ;o [ frdp < +oo entao f, —0, p-q.t.p.

Seja f uma funcao p-integravel definida em (X,.A). Mostre que

Ve>035>OVA€A:u(A)<5é/|f|du<e.
A

Seja (X, A, 1) um espago mensurado.

(a) Mostre que f € M é integravel sse existe g € £ tal que f = g u-q.t.p.
(b) Sejam f,g: X —IR integraveis. Mostre que:
i. f+géintegravel e [(f+ g)dp = [ fdu+ [ gdu;
ii. se f <gentao [ fdu < [ gdpu.
Se f : X - R p-integravel é tal que fA fdu = 0 para todo o A € A, mostre que f =0
q.t.p..
Considere a sucessao (f,) de fungdes reais de varidvel real definida por f, = %]I[Om].

Mostre que:

(a) (fn) converge (uniformemente) para f = 0, quando n— +o0;
(b) lim [ frdX\ # [ fdA.
Porque nao héa contradicao com o teorema da convergéncia dominada?

Considere a sucessao (fn) definida, para x € [0,1], por fn(2) = n?zljg 1/2n) + n(l —
nz) W1/ (2n),1/n); € seja A a medida de Lebesgue em [0,1]. Mostre que:

(a) fn é M-integrével e converge para f = 0;

(b) lim [ fndA = 1.

“Falhard” o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue?

Sejam (X, A, u) um espago mensurado e f e (fy,) fungdes em M tais que f,, | f, p-q.t.p.
com [ fidp < +oo. Mostre que [ fndul [ fdp.

Mostre que se f, definida em (X, .A), é u-integravel entdo lim f{z:\f(z)|>n} fdu=0.

Seja (unp) uma sucessdo duplamente indexada de nimeros reais tal que
a) limy, o0 Unp = Uy, para todo o p € IN;

b) |tunp| < v, para todo o n,p€ Ne 372 v, < co.

Mostre que > 72 | [unp| < 00, D207 fup| < 00 e Wm Y22 | tny = 3202 ) up.

(Sugestédo: aplique o teorema da convergéncia dominada sobre (IN, P(IN), i) onde u é a
medida contagem).
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14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

4.8

Apontamentos de Medida e Integracao

(Limite sob o sinal de integral) Sejam (X, .4, ) um espago mensurado, U um sub-
conjunto aberto de IR?, f uma aplicacao real definida em X x U e yo fixo em U. Se:

a) para cada x € X, o limite lim, ,,, f(z,y) existe;
b) existe uma fungdo g € £1(u) tal que, para todo o y € U, |f(-,y)| < g(-);

mostre que

tin [ f)dnte) = [ lim f(og)duta).

(Derivagao sob o sinal de integral) Sejam (X,.4, ;) um espago mensurado, U um
subconjunto aberto de IR?, f uma aplicacdo real definida em X x U e yo fixo em U. Se:
a) para cada y € U, a fungio x— f(z,y) estd em L'(p);

b) para cada x € X, a derivada parcial y — g—zfi(z, y) existe numa vizinhanga do ponto
Yo;

¢) existe uma funcio g € £(u) tal que, para todo o y € U, |§—7f7__(-, yl <g();

mostre que o integral paramétrico é diferenciavel em yg relativamente a variavel y; e

81 (/X f(z,y)dﬂ(x))ly_yo/ng‘/fi(z,yo)du(z),

Sejam (X, A, i) o completamento de (X, A, u) e f : X =R A-mensurdvel. Mostre que:

(a) f é A-mensurdvel;

(b) se f é nao-negativa entdo [ fdu = [ fdp;

(c) f é p-integrével sse f é fi-integrdvel e [ fdu = [ fdp.
Seja f :[0,1] x [0,1] — IR definida por

£ ) 0 se x é racional
T = L. .
Y 1 se x é irracional.

Mostre que f nao é integréavel a Riemann mas é integravel a Lebesgue.
Calcule f[O,-l—oo[ e~2d\(z) e mostre que [;' (1 — £)"dz—1,n— +oo.
Sejam f, ¢ : R— IR definidas por f(x) = m e g(z) = zf(x). Mostre que:
(a) feLli(Ne [fdr=1;
(b) limg i oo ffa g(z)dz = 0;
(c) g ¢ Li(N).

Seja f(z,y) = 1/(z — y) definida em A = {(z,y) € R*: 0 <z <1, 0 <y < z}. Mostre
que f nao é integravel a Lebesgue.
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Capitulo 5

Os espacos LF e LP de Lebesgue

No capitulo anterior definimos o espago vectorial L' das funcdes integrdveis com valores
em R e o espago vectorial L' que se obtém de L' identificando funcées que diferem
num conjunto de medida nula. Neste capitulo definimos, para p €10,+00], os espacos
LP e LP de Lebesgque das fungoes de poténcia p integrdvel e obtemos algumas das suas

principais propriedades.

5.1 Funcgoes convexas e desigualdade de Jensen

Definicao 5.1.1 Uma fungdo real ¢ definida no intervalo |a,b[, com —oco < a < b <

400, diz-se conveza, se

o((1 =)z +ay) < (1 —a)e(r) + ap(y),

para todo o x,y € |a,b[ e a € [0, 1].

p(t)=p(s) ~ pW)=p(t)

; < ==, para todo

Notemos que uma fungao ¢ é convexa em |a, b[ sse

0 8, t,u € la,b com s <t < wu.
Proposicao 5.1.2 Se ¢ :]a,b[— 1R ¢é conveza, entdo é continua em |a,b].

Demonstragao: Sejam z,x1, T2, 23,24 em |a,b] com z1 < 29 < x < x3 < x4 € (S) €
(t,,) sucessoes em |a, b| convergentes para x com s, < x < t,, para todo o n € IN. Pela

convexidade de ¢ e para n suficientemente grande,

p(r2) —plz1) _ (@) = psn) _ pltn) = @(x) _ plza) = p(23)
9 — T - T — Sy, - t, — T - T4 — T3

As sucessoes (“O(xg:fssn)) e (‘p(t;i:f(gﬁ)) s@o assim limitadas o que permite concluir. [J

63
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Proposigao 5.1.3 Se ¢ :]a,b[— R € conveza, entdo para cada ponto t € |a,b| existe
m € R tal que p(s) > p(t) +m(s —t), para todo o s € |a, b|.

Demonstracao: Para ¢ € ]a,b], sejam o = Sup,. .y % e Bt = SUPjcyes
w. Pela convexidade de ¢, w < B, paratodoos < t,e % > qq, para
todoou > t, ouainda, ¢(s) > ¢(t)+P:(s—t), paratodo o s < t, e p(u) > p(t)+ar(u—t),
para todo o u > t. Para concluir, basta escolher m € [ay, B;] (reparar que se ¢ é dife-

rencidvel em t entdo ay = f; = ¢'(t)). O

Teorema 5.1.4 (desigualdade de Jensen) Seja (X, A, u) um espago de probabili-
dade (W(X) =1). Se ¢ :]a,b|—IR, com —oo < a < b < +o00, € uma aplicagGo conveza
e f: X—>IR, com f(X) Cla,b], é A-mensurdvel e integrdvel entdo

o [rau) < [ o san

Demonstragao: Pela proposicao anterior, para cada ¢ € |a, b[, existe m € IR tal que

po f=o(t)+m(f—1) (5.1.5)

Sendo f integravel e u(X) = 1, a fungao h = ¢(t) + m(f — t) é integravel, o mesmo
acontecendo com a fun¢ao (o f)~, pois (pof)~ < h~. O resultado é assim trivialmente
verdadeiro se [(po f)Tdu = +oo. Se [(po f)Tdu < +oo, por integracao de (5.1.5)
obtemos [ o fdu > p(t) +m([ fdu —t), o que permite concluir, bastando para tal
tomar ¢t = [ fdu€la,bl. O

5.2 Os espagos L' e LP

Para p €]0,4o00[, vamos denotar por LP(X, A, u,IR), ou por LP(u), o conjunto
de todas as fungoes A-mensuraveis de X em IR tais que |f|P ¢ integravel. Dizemos
entao que f é de poténcia p integravel. £P(u) é um espago vectorial sobre IR pois para
g€ L) ea € R, |f+glP < 2(fF+gl") € L e |aflP = [ap|flP € £
Denotaremos por | - |, a aplicagdo de £P(n) em IRT definida por

o= ([ 15Pan)”

Para p = 400, vamos denotar por £L>*(X, A, u,IR), ou por £L>*(u), o conjunto de

todas as fungoes A-mensuraveis de X em IR para as quais existe M > 0 tal que |f| <

M p-q.t.p. Dizemos que f é essencialmente limitada. £°°(u) é um espago vectorial

sobre IR. Denotaremos por | - |« a aplicacdo de £%°(u) em IR™ definida por
Ifloo =inf{M >0:|f| <M p—qtp.}.

O resultado seguinte dé-nos uma motivacao para a notacao anterior.
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Proposicao 5.2.1 Se p(X) < +o0 entao |f|o = Lm |f]p.
p——+o00

Demonstragao: Sejam M' < M = |f|x ¢ A = {2z € X : |f(z)] > M'}. Como
0 < u(A) < +oo, entao | fl, > ([, |f|pd,u)1/p > M'u(A)YP — M, se p— —+o0, ¢ assim
liminf | f|, > M'. Sendo M’ < M qualquer, concluimos que liminf |f|, > M. Por
outro lado, | f], < Mu(X)"P — M, se p—+o0, o que implica limsup |f|, < M. O

Em geral os espagos £P(u) para diferentes valores de p nao estao relacionados. Se

a medida é finita temos:
Teorema 5.2.2 Se pu(X) < +oo entdo LI(u) C LP(u), para 0 < p < ¢ < +00.

Demonstragdo: Se g < +0o, temos |f|P < 1+|f|? e entao [ |f[Pdp < [(1+]f]|9)dp <
w(X) + [|f|%dp, quantidade esta que é finita se f € L9(u). Se f € L®(pn), [ |fPdu <
[f18eps(X) < +00. O

A condicao p(X) < +oo € essencial para a validade dos resultados anteriores. Se
tomarmos (X, A, u) = (R,B(IR),\) e f(z) =1 para z € IR, temos f € L e f & LP
para p €0, +o0.

A titulo de exemplo, se (X, A) = (IN,P(IN)) uma funcdo de X em IR pode ser
identificada com uma sucessao de niimeros reais = (z,,). Sendo p a medida contagem

em IN, entao
LP(p) = {(:cn) cxp €Re Z |z, [P < oo}, p €0, +00],
n=1

L) ={(zn) : zp € R e (z,) é limitada},

e [zly = (52 |2al?)/? para p €]0,+00] ¢ [ = sup{|z,| : n € N}.

Tal como para o caso p = 1 (§4.3), a aplicagao | - |, para p € [1,+00], é uma
semi-norma em £7(), isto 6, SN1) £, > 0, SN2) Jafl, = [allfl, ¢ SN3) | + gl, <
Iflp + l9lp, para todo o f,g € LP(u) e @ € IR. As duas primeiras propriedades
sdo Obvias. A terceira, enunciada em §4.3 para p = 1, sera estabelecida no préximo
pardgrafo para p € [1,+00]. Uma tal desigualdade nao é vélida para p €]0,1] (tome
X =]0,1[, # a medida de Lebesgue, f = T /91 € g = Tj1/2.17)-

Claramente | - |, nao é uma norma em LP(p) pois | f|, = 0 sem que f seja necessa-
riamente a funcao nula. No entanto, tal como fizemos no paragrafo 4.3, considerando
em LP(u) a relagao de equivaléncia f ~ g sse f = g p-q.t.p., e denotando por LP(u)
ou LP(X, A, u,IR) o conjunto quociente L£P(u)/ ~, isto é, o conjunto das classes de
equivaléncia determinadas em £P(u) por ~, entdao LP(u) é um espago vectorial real e a

aplicacdo | - |, : LP(u) = IR, definida atrds, 6 uma norma para p € [1, +oc].
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No que se segue consideramos apenas o caso p € [1,+oc]. Como ja referimos, se
p€]0,1], | - |, ndo é uma norma em LP(u). No entanto, LP(u) é, neste caso, um espago

métrico com distancia definida por d(f,g) = | f — g|b (ver Wheeden e Zygmund, 1977,
pg. 133).

5.3 Desigualdades de Holder e de Minkowski

Neste pardgrafo vamos estabelecer duas desigualdades importantes, sendo a ultima

a propriedade SN3) enunciada anteriormente.

Teorema 5.3.1 (desigualdade de Hélder) Para p,q €]1,+00[ com 1 + % =1, e

f,g € M4, temos 1 1 ’
/fgdué </f”du>5 (/qu/L)E

Demonstragao: Se [ fPdu =0ou [ g9du =0, entdo fg = 0 p-q.t.p. e a desigualdade
é trivialmente verificada. Caso contrario, ela é consequéncia imediata da desigualdade
(cf. Exercicio 5.6.3)

fg P 1 g7
- = 0
(J )" (f g7 dp)"? =pTdn g v

Corolario 5.3.2 Para p,q € [1,+00] com % —l—% =1, sejam f € LP(u) e g € LY ().
Entdo fg € LY(u) e
I£9le < 171p 1glq-

Demonstragao: Se p,q €]1,4+00|, o resultado é consequéncia da desigualdade de
Holder. Se p =1 e g = 400 (de forma andloga se p = +00 e ¢ = 1), o resultado é

consequéncia da desigualdade |fg| < |f]|9]c0, 1-q-t-p.. O

Coroldrio 5.3.3 Se pu € finita, 1 <p < q < +oo, e f € LI(u), entao

1 1

Gl < e

Demonstragao: Aplicar a desigualdade de Holder ao produto de |f|P pela fungao

constantemente igual a 1. [J

Teorema 5.3.4 (desigualdade de Minkowski) Se p € [1,+o0[ e f,g € M, entao

(Jurora) <([ra) +([ra).
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Demonstragao: Se p = 1, vale a igualdade pela linearidade do integral. Para p > 1,

temos pela desigualdade de Hélder [(f + ¢g)Pdu = [(f +g)(f +g)P tdu < [ f(f +
_ _ 1 1 1

9P tdp+ [g(f + 9P dpu < ((ffpdu) P4 ([ g dp) /p> (J(f +gPdp)". O

Corolario 5.3.5 Sep € [1,+00] entdo ||, € uma semi-norma em LP(u) e uma norma
em LP(p).

Demonstragao: Para p € [1,+o0o[, o resultado é consequéncia da desigualdade de
Minkowski. Se p = +o00, basta notar que as igualdades u({z : |f(z)| > |fle}) =0 e

n({ < |g(x)] > gloc}) = 0, implicam p({z : [(f + g)(@)| > | floo + [9loc}) = 0. O
5.4 Convergéncia em [?

Definicao 5.4.1 Para p €]0,+00], dizemos que a sucessao (f,) em LP(u) (resp. em
LP(u)) converge em LP (resp. em LP(u)) para f € LP(p) (resp. em LP(u) ou em norma

de ordem p), se lim | f, — f], = 0.

Notemos que o limite (quando existe) duma sucessdo em LP(u) é tnico. O mesmo
nao acontece para uma sucessao de elementos de £P(p). Relacionemos este modo de

convergeéncia com os até agora ja introduzidos.

Teorema 5.4.2 Sejam (f,) e f em LP(u) com p €]0,+00]. Se (fn) converge para f

em LP(u) entdo (f,) converge em medida para f.

Demonstragao: Para p €]0,+oc0], basta notar que p({z : |f.(x) — f(x)] > €}) <
[ |fn = fIPdp/eP, para todo o € > 0 (cf. Exercicio 4.7.4). Para p = +o00, e dado € > 0,
existe uma ordem ng € IN a partir da qual | f,, — f|oo < €. Como, por defini¢ao de norma

em L2(p), p({z : | fu(@)=f(@)| > |fo=Floc}) = Oentéo p({z : [fu(z)—f(2)] = €}) =0,

para n > ng, o que prova o pretendido. [

A convergéncia em L£P(p) ndo implica a convergéncia quase em todo o ponto nem é
implicada por esta ou pela convergéncia em medida (ver Exercicios 3.6.15 e 5.6.7).
Sob certas condigoes, a convergéncia em £P(u) pode ser implicada pela convergéncia

quase em todo o ponto e pela convergéncia em medida (ver Exercicio 5.6.8).

Teorema 5.4.3 (da convergéncia dominada em £P) Sejam f e (f,) funcgoes A-
mensuraveis tais que | fn| < |g| p-gq.t.p., com g € LP(u) para algum p €]0,4+o00. Se (fy)
converge para [ u-q.t.p. entao f € LP(u) e (fy) converge em LP(u) para f.

Nao existe uma relagao directa entre os modos de convergéncia £P(u) para diferentes
valores de p. No entanto, num espaco de medida finita podemos obter o resultado

seguinte como aplicacao directa do Corolario 5.3.3.
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Proposigao 5.4.4 Se p € finita e 1 < p < q < 400, entdo a convergéncia em LI()

implica a convergéncia em LP(u).

5.5 Propriedades dos espacgos L”

Vimos j& que os espagos LP(u), com p € [1,+00], sdo espagos vectoriais normados.
Vamos de seguida mostrar que tais espagos sdo completos, isto é, qualquer sucessao
de Cauchy (f,) em LP(u) converge em LP(u) para um elemento f de LP(u). Dizemos
entdo que os espacos LP(u) sdo espagos de Banach. Recordemos que uma sucessao
(fn) em LP(u) é de Cauchy se

Ve>03ng e N : nym >ng = |fn— fnlp <e

Teorema 5.5.1 Para p € [1,+00], os espagcos LP(u) sdo espacos de Banach para a

norma | - |p-

Demonstracao: Sendo (f,) uma sucessdo de Cauchy em LP(u), para p € [1,+0o0],
(fn) é de Cauchy em medida (ver Exercicio 3.6.19). Pelo Teorema 3.5.4, existe uma
subsucessao ( fr, ) de (f,) que converge quase em todo o ponto para alguma fungao real e
A-mensuravel f. Mostremos agora que f € LP(u) e que f,, — f, em LP(u). Dado € > 0,
qualquer, seja ng € IN tal que | f, — filp < €/2, para n,m > ng. Tomando n > nyg,
temos |f, — f| = lim |f,, — fn,|, p-q.t.p.. Se p = +oo entdo |f, — f| < €/2, p—q.t.p.,
ou ainda, |fn, — fleo < €. Se p € [1,+00[, entao pelo lema de Fatou [ |f, — f[Pdu <
liminf [ |f, — fn,[Pdu < €, ou seja, | fr, — flp, < €. Para p € [1,400], concluimos assim
que f € LP(u), uma vez que f, — f € LP(u) e f, € LP(u), e além disso f, — f, em
17(). O

Mostramos de seguida que o conjunto das fungoes escalonadas de LP(u) é denso em
LP(u), isto é, para todo o f € LP(u) e € > 0, existe uma fungao escalonada, g, em
LP(p) tal que | f — g|p < €, ou de forma equivalente, para todo o f € LP(u) existe uma

sucessao de fungoes escalonadas em LP(u) que converge em LP(u) para f.

s

Teorema 5.5.2 Para p € [1,400], o conjunto das funcoes escalonadas de LP(u) é

denso em LP ().

Demonstracao: Dado f € LP(u), com p € [1,+00], sabemos, pelo Teorema 3.3.2,
que existem (g,) e (hy) sucessoes de fungoes escalonadas nao-negativas com g, T f* e
hp t f~. Como g, < fT <|f|l e h, < f~ < |f|, entdo gn, h,, € LP(11) € também f,, =
9gn — hy, € LP(n), para todo o n € IN. Além disso, como f, — f e |fn| < f, concluimos
pelo Teorema 5.4.3 que f, converge em LP(u) para f. Se p = 400, seja € > 0, qualquer,
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e consideremos os numeros reais ag < a; < ... < ap com a; —a;—1 <€, 1 =1,...,k, e

[=1floos I loe) € Ui=iJai-1, ai]. Tomando A; = f~*(Jai-1,a]) e g = 327, a;lLa,, basta
agora notar que g — fleo < €. O

Se o espago de base X ¢é suficientemente “rico” podemos fazer melhor. Vamos
centrar as nossas atengoes no caso X = R¢ com @ = X (notemos no entanto que os
argumentos valem se p é uma medida de Radon em RY, isto é, se w(K) < 400 para todo
o compacto K). Comegamos por mostrar que, para p € [1,+oo[, LP(\) é separdvel, isto
é, LP(\) possui um subconjunto numeravel denso. Notemos que L*°(\) nao é separével,
uma vez que para a familia ndo-numerdvel f; = Tjo,(, t > 0, temos | f; — fs|e = 1 para

t # s.
Teorema 5.5.3 Para p € [1,+00[, LP(\) € separdvel.

Demonstragao: Atendendo ao teorema anterior, o conjunto das fungoes f € LP()),
da forma f = 2?21 iy, comk € N, ap,...,a € Q, e Ay,..., A, € B(RY) disjuntos
dois a dois, é denso em LP()). Vamos agora mostrar que para todo o A € B (]Rd), com
A(A) < 400, a fungao indicatriz de A pode ser aproximada em LP(\) por uma soma
finita de indicatrizes de conjuntos pertencentes a uma classe numeravel de subconjuntos
de IRY. Tal facto permitird concluir. Uma tal classe que denotamos por C,, é a classe
dos rectangulos semi-abertos a esquerda da forma Hle]ai, bi], com a;,b; € Q, para i =
1,...,d. Sendo esta classe um semi-anel que gera B(IR?) (cf. Exercicio 1.5.17), entdo
pelo Teorema da aproximacao (Teorema 2.6.5), dado A € B(IR?) com A(A) < o0,
existe B =Y. | B;, com B; € Cr, e p(AAB) <, isto é, |[Tg — > 7 Ip,|, <e. O

Por dltimo mostramos que, para p € [1,4o00|, qualquer funcao de LP(\) pode ser
aproximada em LP(A) por uma fungao “(infinitamente) regular”. Este resultado nao
vale para p = +o00. Nao é possivel aproximar em L*°()) a indicatriz dum rectangulo

por uma fungao continua.

Teorema 5.5.4 Para p € [1,+00[, 0 conjunto das fungées infinitamente diferencidveis

de suporte compacto é denso em LP()\).

Demonstragao: Da demonstragao anterior, sabemos que uma funcao em LP()) pode
ser aproximada em LP(\) por uma combinagao linear finita de indicatrizes de rectangulos
semi-abertos a esquerda. Para estabelecer o teorema, basta entao mostrar que para todo
o rectangulo A semi-aberto & esquerda, existe uma sucessdo de funcoes infinitamente
diferencidveis de suporte compacto que converge para 14 em LP(X). Se (f,) é a su-
cessao definida no Exercicio 3.6.10, cada f,, é infinitamente diferencidvel de suporte

compacto com 0 < f, < Ig e lim f, = 14, onde E é rectangulo fechado que contém
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a aderéncia de A. Pelo teorema da convergéncia dominada em £P()), concluimos que

| fr — Lalp—0, o que prova o pretendido. O

5.6 Exercicios

. Mostre que ¢ :]a,b|— 1R é convexa em |a, b| sse

p(t) —p(s) _ pu) = ()
t—s - u—t

)

para todo o s,t,u €]a,b[ com s <t < u.

. Seja ¢ :]a,b[— R diferencidvel em ]a,b[. Mostre que ¢ é convexa sse ¢’ é crescente em

|a, b].

. Dados z1,...,2, € RY e aq,...,a, €]0,1[ com Y, o; = 1, mostre que:

(a) Ty a9 <3 as@; (Sugestao: use desigualdade de Jensen);

(b) Va1 xp < (v14 ...+ xn)/n

. Mostre que se X é finito e u(X) < oo ent@o os espagos L (resp. LP) sdo os mesmos para

p € [1,+0o0].

. Se X é finito ou numerével, A = P(X) e 0 < p({z}) < +oo0 para todo o € X, mostre

que LP = LP para todo o p € [1,4+00].

. Sendo g a medida contagem em (IN, P(IN)), mostre que £LP C L7 para 1 <p < g < +o0.
. Considere a sucessdo (fy,) definida em (IR,B(IR),\) por f, = nl 1;. Mostre que f,

converge quase em todo o ponto para a func¢ao nula, mas nao em LP ().

. Sejam (X, A, 1) um espaco mensurado e f, f1, fa,... funcdes reais A-mensurdveis defini-

das em X tais que (f,) converge em medida para f. Mostre que se existe g € £P(u), com
p €]0,4+o00[ tal que |f,| < g p-q.t.p., entdo f, converge para f em norma de ordem p.

. Seja (f,) uma sucessao de fungoes ndo-negativas e integraveis que converge quase em todo

o ponto para uma fungao integrével f. Se lim [ f,du = [ fdu mostre que (f,) converge
em média para f. (Sugestdo: escreva g, = f, — f aplique o teorema da convergéncia
dominada a g, ).
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Capitulo 6

Medidas produto

Neste capitulo introduzimos as no¢des de o-dlgebra produto e de medida produto, e estu-
damos a integragao relativamente a medida produto. Seremos conduzidos aos “integrais

mailtiplos” e a uma forma alternativa de construir a medida de Lebesque em IR?.

6.1 o-algebra produto

No que se segue consideramos uma familia (X;, A;), i = 1,...,d (com d > 2), de
espagos mensuraveis e denotamos por X = Hf-lzl X; o produto cartesiano dos conjuntos
Xi,...,Xg, isto é, o conjunto dos d-uplos ordenados (z1,...,xq) onde, para cada i, ;
é elemento de X;. A um subconjunto de X da forma H‘ii:l A;, onde A; € A;, para cada

1, chamamos rectangulo mensuravel.

Definigao 6.1.1 Chamamos o-dlgebra produto das o-dlgebras A;,i = 1 d, a

o-dlgebra @, A; gerada pelos rectingulos mensurdveis, isto é, @ A; = O'(H?Zl A;).
O espago mensurdvel (X, ®L | A;) diz-se produto dos espagos mensurdveis (X;, A;), i =

1,....d.

O exemplo mais habitual é aquele em que (X;, 4;) = (IR,B(IR)),i=1,...,d, onde
X =R O resultado seguinte permitird concluir que a o-algebra produto ®§l:18(IR)

nio é mais do que a o-dlgebra de Borel de IR%.

Proposigao 6.1.2 A o-dlgebra produto ®g:1.,4i € a o-dlgebra gerada pelas aplicacoes
projecgao m; : X —(X;, A;), parai=1,...,d, definidas por m;(z1,...,2xq) = x;.

Demonstragao: Como A; x Ag = ﬂle 71 (A;), conclufmos que H?Zl A; Co(m,i=
1,...,d), ou ainda, ®g:1.»4@' C o(m;,i =1,...,d). Para estabelecer a inclusao contréria
basta mostrar que 771-_1(./4@-) C ®L | A;, parai=1,...,d. Tal é 6bvio pois para A; € A;,
7T<_1(AZ‘) =X1X... X; g x Ay X Xjp1 X oo x Xg € @A O

)

71
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Coroldrio 6.1.3 A o-dlgebra de Borel de R ¢ a o-dlgebra produto ®¢_B(IR).

Demonstragdo: A inclusio ®L,B(IR) C B(IR?) é consequéncia imediata da pro-
posicio anterior e da B(IR) — B(IR%)-mensurabilidade das aplicacdes projeccio. Por
outro lado, sendo B (IRd) gerada pelos rectangulos semi-abertos a esquerda, concluimos
que B(R?) ¢ ®L,B(IR), uma vez que tais rectangulos estio em ®@¢_ B(IR). O

Um outro resultado importante é a associatividade do produto de o-dlgebras. Para
ke {1,...,d—1}, consideremos os produtos cartesianos ¥ = Hle X,eZ = H?:kﬂ X;,
e as o-dlgebras B = ®@F_ A, e C = ®§l:k+1./4i. Podendo os espacos X e Y x Z ser

identificados de forma natural, escreveremos X =Y x Z. Neste sentido:
Proposigao 6.1.4 As o-dlgebras produto ®§l:1.,4i e B®C sao iguais.

Demonstragao: Claramente A C B®C. Sejay = {BCY :BxZ e A}. YV é
uma o-algebra de partes de Y que contém os rectangulos mensuraveis de Y. ) contém
assim B, isto é, B x Z € A, para todo o B € B. De modo andlogo se prova que
Y xC € A, para todo o C' € C. A inclusdio B® C C A é agora consequéncia da
igualdade B x C' = (B x Z)N (Y x (), vélida para todoo Be Be C €(C.

No Capitulo 3 discutimos ja a mensurabilidade duma aplicagdo com valores num
produto cartesiano. Voltamos agora a esse assunto. Seja f = (f1,..., f4) uma aplicacdo
definida num espago mensuravel (E,F) com valores no espago produto (X,A) =
([T X, @, Ay).

Proposigao 6.1.5 f é A— F-mensurdvel sse cada uma das aplicagdes coordenadas f;

¢ A; — F-mensurdvel.

Outro aspecto desta questao é o das aplicagoes definidas num produto de espagos
mensuraveis com valores num espago mensuravel. Este aspecto serd abordado nos

préximos paragrafos.

6.2 Medida produto

Sejam (X;, A;, p;), i =1,...,d (com d > 2), uma familia de espagos mensurados e

denotemos por (X,.A) o produto dos espagos mensuraveis (X;, A;), i =1,...,d.
Teorema 6.2.1 Existe uma medida vy sobre (X, .A) tal que
d

7<ﬁAz> HMz‘(Ai),

1=1 %
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para todo o A; € A;, i =1,...,d. Uma tal medida € unica se uy, ..., g sdo o-finitas.

Nesse caso v € também o-finita.

Demonstragao: Restrinjamo-nos ao caso d = 2, e comecemos por provar que existe
uma medida sobre A nas condi¢Ges anteriores. Consideremos a funcao de conjunto A
definida no semi-anel A; x Ay de partes de X7 x Xy, por A(A; x Ag) = u1(A1)ua(As2).
Provemos que se trata duma medida. Se A; x Ay = (), entao A1 = ) ou Ay = 0, e
A(Aj x Ag) = 0. Sejam agora A1j X Agj € Ay X Ag, para j =1,2,..., com z;’;l Ajj %
Agj = Ay x Ay € A1 x Ag. Para (x1,22) € X1 X Xo, temos 2?21 Ta,,; (21) Moy, (v2) 1
T4, (z1)T4,(x2). Fixando x; e aplicando o teorema da convergéncia monétona obtemos
> io1 Lay;(x1)pa(Azs) T Ta, (21)p2(Az2). Nova aplicagdo do teorema, permite obter
> i1 (A1) pa(Agj) T pi(Ar)p(Az), ou ainda, 7%, A(Aj x Agj) = A(Ar x 4z). A
é assim o-aditiva. Pelo teorema do prolongamento duma medida, podemos garantir a
existéncia duma medida 7 sobre o(A; x Az) = A que prolonga .

Finalmente, a unicidade e a o-finitude de v sdo consequéncia do Teorema do pro-

longamento duma medida e da o-finitude de A em A; x Ay. [

Definigao 6.2.2 Se as medidas p1,. .., tqg SGo o-finitas, chamamos medida produto de

Wiy, ld, que denotamos por ®§l:1,u,~, a medida cuja existéncia € assequrada no teo-
rema anterior. O espago (X, A, ®§l:1 ;i) diz-se produto cartesiano dos espagos mensura-

dos (Xi,-AiaMi); 1= 1,... ,d.

Vimos ja que o produto de o-algebras é associativo. A mesma propriedade vale para
o produto de medidas. Para k € {1,...,d — 1}, consideremos os produtos cartesianos
V=T, X;eZ= H?:kﬂ Xi, as o-dlgebras B = ®F | A; e C = @, | A; e as medidas
v =Qf i en =L i

Proposigao 6.2.3 As medidas produto ®§l:1,ui eV ®n sao iguais.

Demonstragao: Consequéncia imediata do teorema anterior pois estas duas medidas

coincidem no semi-anel dos rectangulos mensuraveis. [

Se (X;, A, pi) = (IR, B(IR), A1) onde A\; é a medida de Borel em IR, o resultado
anterior dd-nos uma nova forma de construir a medida de Borel em IR?. Com efeito,
®%_, \1 coincide com Ay, medida de Borel em IRY, sobre conjuntos da forma H?Zl]ai, bi,
e consequentemente também em B(]Rd). Atendendo ao Corolario 6.1.3, o procedimento
desenvolvido no Capitulo 2 para a construgao de A\; e o agora introduzido sdo equiva-

lentes (ver Exercicio 6.6.1).
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6.3 Formulas integrais para a medida produto

Neste e nos préximos paragrafos consideramos apenas o caso d = 2. No entanto,
atendendo a associatividade do produto de o-dlgebras e do produto de medidas, os
resultados poderao ser enunciados sem dificuldade para d > 2.

Dados um conjunto £ C X XY e pontos z € X e y € Y, aos subconjuntos de Y e
X definidos por

E,={yeY:(z,y) € E} e EY={zxe€ X : (z,y) € £},

chamamos seccoes de F em x e y, respectivamente.

Lema 6.3.1 Se £ € A® B entao para todo ox € X ey€eY, E, € Be EY € A.

Demonstragao: Para F € A® B e x € X, provemos que E, € B. Seja C, = {E C
X xY : E;, € B}. Cp é uma o-dlgebra uma vez que (E), = (E;)¢ e (U2 En)z =
U2, (Ey)z. Além disso, Cy contém A x B pois (Ax B), = B,sex € Ae (AxB),; =0,
sex ¢ A. Assim A® B C C,, o que prova o pretendido. [J

Lema 6.3.2 Se i e v sao o-finitas, entao para todo o B € A® B, as aplicacdes ¢
de X em R e yp de Y em R definidas por ¢p(z) = v(E;) e vp(y) = p(EY), sio A e

B-mensurdveis, respectivamente.

Demonstracao: Comecemos pelo caso em que v é finita. Consideremos a classe
D={F e A®B: ¢p é A-mensurdvel}. D contém A x B pois para A x B € A X B,
¢axp = v(B)I4. Sendo v finita, D é um d-sistema e assim d(A x B) C d(D) = D.
Sendo A x B um 7-sistema temos o(A x B) = d(A x B), e entdo A® B C D.
Suponhamos agora que v é o-finita e consideremos uma sucessao (Y,) em B de
conjuntos dois a dois disjuntos com Y =3 ° 'Y, e v(Y,,) < 400, para todo o n € IN.
Para cada n, definamos em B a medida finita v,(B) = v(BNY,). Pela primeira parte
da demonstragao, a aplicacao = — v, (E;) é A-mensuravel, para F € A® B. Assim,

como ¢p(x) =Y .2 vn(E,), concluimos que ¢ é A-mensurdvel. [J

Teorema 6.3.3 Se u e v sdo o-finitas, entao para todo o E € A® B,

(4 ® v)(E) = /X v(Ey)dp(z) = / H(EY)du (y).

Y

Demonstragao: Para E € A® B, seja y(E) = [, p(EY)dv(y). v é uma medida e para
Ax B e AxBtemos v(A x B) = [, n(A)Ip(y)dv(y) = p(A)v(B) = p @ v(A x B).
Pelo Lema da igualdade de medidas concluimos que y =y ®@ v em A® B. [J
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Concluimos assim que se E e I’ sao conjuntos mensuraveis de X x Y cujas secgoes
(quase todas) tém medidas iguais entao as medidas de E e F sdo iguais (principio de
Cavalieri). Notemos que se uma das medidas p ou v nao é o-finita a igualdade dos dois

integrais anteriores pode nao ocorrer (ver Exercicio 6.6.3).

6.4 Teorema de Fubini

Interessamo-nos neste paragrafo pela integracao relativamente a medida produto.
Dados uma funcdo f de X xY em IR, e pontos x € X ey € Y, as aplicacdes f, : Y =R
e f¥: X =R definidas por

f(y) = flz,y) e fUz) = fz,v),

dizem-se secgoes de f em x e y, respectivamente.

Lema 6.4.1 Se f é mensurdvel de (X x Y, A® B) em (IR, B(IR)), entdo, para todo o
r€X ey €Y, as aplicacées f, : (Y,B)— (R,B(R)) e f¥: (X, A) = (R,B(R)) sdo

mensurdveis.

Demonstracao: Usar o Lema 6.3.1 e as igualdades f, 1(B) = (f~%(B))s e (fY)"1(B) =
(fHB)y. O

Lema 6.4.2 Se y e v sio o-finitas e f : X x Y —[0,+00] é A® B-mensurdvel entio

_ / fo()dv(y) e Yly) = / fY(x)dp()
)% X

definidas para x € X ey € Y, sio A e B-mensuraveis, respectivamente.

as aplicagoes

Demonstracao: Mostramos apenas a mensurabilidade da primeira das aplicagoes.
Para f = g com F € A® B, o resultado é uma consequéncia do Lema 6.3.2, pois
para z € X, f, = I, eassim ¢ = ¢p. Se f =" o;lg, coma; >0¢e E; € AR B,
entao fr = Y i, oll(g,), e ¢ é mensurdvel pois ¢ = Y1 | a;fp,. Finalmente, se
f € My existe (f,) C &4 tal que f,, T f, e, para x € X, temos (f,), T fo e também
J(fn)z(w)dv(y) t [ fo(y)dv(y). Sendo ¢ limite pontual duma sucessio de fungoes

mensuraveis concluimos que ¢ é também mensuravel. [

Teorema 6.4.3 (de Fubini-Hobson-Tonelli) Se y e v sao o-finitas e f: X x Y —

[0, +00] é A® B-mensurdvel entdo

/Xxyfdu@w:/ /fx ) (y) ) dp(a //fy Jdu(x) ) dv(y).
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Demonstragao: Suponhamos que f =1, com £ € A® B. Como f, = 1,
entao [y deu@u = (L@ v)(E) = [ym(E)du(x) = [(fy g, (y)dv(y))du(z) =
S x < fY fz(y ) du(z). Pela homogeneldade do mtegral o resultado é ainda vélido
para f € 5+, e ﬁnalmente, pelo teorema da convergéncia monétona, é-o também para

f € M,. A segunda igualdade estabelece-se de modo andlogo. [J

Os dois ultimos integrais, ditos integrais iterados de f, sao também denotados por
[ [ fdvdpe [ [ fdudv oupor [du [ fdve [dv [ fdu, respectivamente.

Notemos que o resultado anterior pode ser usado como critério de integrabilidade
para f, bastando para tal verificar se um dos integrais iterados de |f| é finito. Este

resultado nao é véalido para o integral de Riemann.

Teorema 6.4.4 (de Fubini) Sejam pu ev o-finitas e f : X xY =R A®B-mensurdvel
e 1 ® v-integravel. Entdo:

a) a aplicagdo f; € v-integrdvel para p quase todo o ponto x € X e fY é u-integrdvel
para v quase todo o ponto y €Y ;

b) as aplicagdes x— [y fo(y)dv(y) e y— [ fY(x)du(x), definidas pu e v quase em
todo o ponto, sao p e v-integrdveis, respectivamente;

¢
| sansv= [ ([ stwavt)ine) = [ ([ @),

Demonstragao: Vamos apenas estabelecer as propriedades relativas a fungao f,. De
modo andlogo se procede para a fungao fY. Sendo |f| integravel, temos pelo teorema

anterior

| flz(y)dv(y) ) du(z) < +o0, (6.4.5)
(] )

e assim [, |flo(y)dv(y) < +o0 para p quase todo o ponto z. Como |fy| = |flz: fo €
assim v-integravel para p quase todo o ponto . A aplicacdo x— [, |f|z(y)dv(y) estd
assim definida para p quase todo o ponto z (mais, ela é finita para p quase todo o
ponto x), e por (6.4.5) concluimos também que ela é u-integravel, o que implica que
z— [y fo(y)dv(y) seja também p-integravel. Finalmente, aplicando o teorema anterior
a ftea f,etendo em conta que (f1), = ff e (f7). = f., obtemos ¢). O

Nos Exercicios 6.6.3 e 6.6.4 discute-se a importancia, para a validade do teorema

anterior, das hipoteses de o-finitude das medidas e de integrabilidade de f.

6.5 Medida produto e completamento

Se p e v sao medidas o-finitas sobre (X, .A) e (Y, B), respectivamente, nao sdo em



6 Medidas produto 7

geral vélidas as igualdades A® B = A®Be i® v = p@v (ver Exercicio 6.6.1).

Comecemos por estudar as relagoes existentes entre as entidades anteriores.
Proposicao 6.5.1 Se e v sdo medidas o-finitas entdo A® B C A® B.

Demonstracao: Dados A € Ae B € B, existem Ay € A, By € B, N, C M, € A
e Ny, C My € B, com pu(M,) = v(My) = 0, tais que A = Ay U N, e B = By U Np.
Assim, Ax B=Agx BUN, onde N = Ag X NyUN, Xx ByUN, x Ny, e NC M =
Ag X My U M, x By U M, x M. Como M € A Be (u®v)(M) =0, concluimos que
Ax Be A® B, ou ainda, A x B C A® B, o que permite concluir. [J

Proposicao 6.5.2 Se p e v sio medidas o-finitas entio A@B = AQB e p@v
L.

Demonstragao: Comecemos por notar que p ® v estd definida em A® B, que i ®
estd definida em A® B e que A® B C A® B. Claramente, A®B C A® B. Além
disso, como /i @ Vjaxp = p @ v, entao p @ v = p®@v em A ® B, pelo teorema do

prolongamento, e assim 1 ® v = 1 ® 7 em A ® B. Para concluir basta agora mostrar
que T@E Cc A®B. Dado E € T@E, temos £ = Ey UN, onde Ey € A® B,
NCMe A®Be (u®v)(M) = 0. Pela proposi¢ao anterior, Eg, M € AR B e
p@uv(M)=nev(M)=(1®v)(M) =0, ouseja, E€ Ax B. [

Corolario 6.5.3 Se Xp, S\q e j\p+q sio as medidas de Lebesque em IRP, RY e IRPTY,
respectivamente, entio B(IRPTY) = B(IRP) @ B(IRY) € A\piq = A\p @ Ay

Estudamos agora a integracao relativamente a medida pu ® v.

Lema 6.5.4 Sejam u e v medidas o-finitas e f : X x Y =R nula i @ v-q.t.p.. Entdo
para i1 quase todo o x € X, fp € v-q.t.p. nula e para v quase todo oy € Y, fY € p-q.t.p.

nula.

Demonstracao: Por hipdtese, para E = {(x,y) : f(z,y) # 0} temos E C F onde
FeA®Be (u@v)(F)=0. Pelo Teorema 6.3.3, (1 ®@ v)(F) = [ v(Fy)du(z) =0, e
portanto v(F,) = 0, p-q.t.p.. Como {y : f.(y) # 0} = E, C F, € B, concluimos que

para p quase todo ponto x, f, é v-q.t.p. nula. Analogamente se procede para fY. [J

Teorema 6.5.5 Sejam p e v medidas o-finitas completas e f : X x Y - R A® B-
mensurdvel e p ® v-integravel. Entao:
a) a aplicagio f, é B-mensurdvel e v-integrdvel para p quase todo o ponto x € X e

fY € A-mensurdvel e p-integrdvel para v quase todo o ponto y € Y;
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b) as aplicagées v — [ fo(y)dv(y) e y — [y fY(x)du(z), definidas p e v quase
certamente, sao | e v-integrdveis, respectivamente;

¢)

/Mfdm:/ /fa: ) (y) ) d //fy Jiu(x) ) dv(y)

Demonstragao: Pelo Teorema 4.5.1, existe g A ® B-mensuravel tal que f =g p ® v-
q.t.p., e [fdu@v = [gdp ® v. Além disso, f, = gz, v-q.t.p., para p quase todo
o ponto x, e fY = ¢g¥, p-q.t.p., para quase todo o ponto y, uma vez que, pelo lema
anterior, f —g = 0 p®v-q.t.p.. Para concluir basta agora notar que sendo g integravel,

as alineas a),b) e ¢) do teorema de Fubini valem para g. [J

Corolario 6.5.6 Nas condi¢des do teorema anterior se j e v nao sdo completas, entao:
a) a aplicagio f, é B-mensurdvel e U-integrdvel para i quase todo o ponto x € X e
1Y é A-mensurdvel e fi-integrdvel para U quase todo o ponto y € Y ;
b) as aplicagées v — [ fo(y)di(y) e y — [y fY(x)di(z), definidas i e U quase

certamente, sdo [i e U-integrdveis, respectivamente;

¢
/Mfdm:/ ([ setwavt)dnte) = [ ([ @)oo,

Demonstragao: Usar o teorema anterior tendo em conta que p®@ v =g ® v. O

Corolério 6.5.7 Nas condigoes do Coroldrio 6.5.3, se f : RPT4 — 1R € integrdvel a

Lebesgue entdo

/Rm fdAprq = /R ( /]R Jrg)dN, = /}R q ( /R ) fdxy )X,

6.6 Exercicios

1. Denotando por A, para m € N, a medidas de Borel sobre (IR™, B(IR™)), e por B(IR™)
o completamento de B(IR™) relativamente a \,,, mostre que, para p,q € IN:

(a) B(R") ® B(IR?) = B(R"™);
(b) Ap @ Ag = Aptgs
(c) B(R?) @ B(IR?) # B(IR**9).
2. Mostre que o (d — 1)-hiperplano de R?, {(z1,...,24) Zle a;z; = b}, com bem R e
(a1,...,aq) ndo-nulo em IR?, tem medida de Lebesgue nula.

3. Sejam p e v as medidas de Borel e de contagem em B([0, 1]), respectivamente. Considere
o conjunto E = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : x =y} e a funcdo f = Tg. Mostre que:
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(a) f é B([0,1]) ® B([0, 1])-mensuravel;
(b) f[o,l] (f[o,l] fdv)dp # f[O,l] (f[o,l] fdp)dv
4. Sejam p a medida contagem em (IN,P(IN)) e f: N x N—1IR definida por

1 sexr =y

flay) = —1  se (z,y) = (2i +1,2i +2) ou

(x,y) = (21 +2,2i+ 1) parai=0,1,...
0  nos restantes casos.

Mostre que:

(a) [ [l y)du(z = U F @ 9)dp(y))dp(z);
(b) fnaoépu® u—mtegravel.

5. Considere os espagos de medida (IR, B(IR),A) e (IN,P(IN), 1), onde A é a medida de
Lebesgue e p é a medida contagem.

(a) Seja B=[a,b] x {n € N: p <n < q}. Calcule A ® u(B).
(b) Defina-se em IR x IN a fungao

f(z,n){ g se z € [0,1]

nos outros casos.

Calcule [, f(z,n)d\® p.

6. Considere a fungao f de ]0,1[x]0,1[ em IR definida por f(z,y) = (2% —y?)(z? +y?) 2 e
seja A a medida de Lebesgue em |0, 1[. Mostre que:

(a) f]o 1[(f]0 1 f(@,9)dA(y))dA(z) = /4. Poderd concluir que f é A ® M-integravel?
(b) f]o 1[(f]0 1 f(@,9)dA(2))dA(y) = —7/4. Poderé concluir que f nao é \® \-integravel?

(Sugestio: note que f1(y) = 2 (s7s) e f,(x) = 2 (s727)).

7. Sejam u e v medidas o-finitas sobre (X, A) e (Y,B),eg: X =R e h:Y — IR fungoes
A e B-mensuréveis, respectivamente. Considere f : X x Y — IR definida por f(z,y) =
g(x)h(y). Mostre que:

(a) f é p® v-integrdvel sse g é p-integrével e h é v-integrével;
(b) Se f é p® v-integravel entao [y, fdu®@v = [, gdu [, hdv.

8. Sejam (X, A, 1) um espago de medida o-finita e A a medida de Borel sobre (IR, B(IR)).
Dada f: X -IR" A-mensurdvel, considere o subconjunto de X x IR definido por

o(f) ={(z,y):zeX, 0<y < f(x)}
Mostre que:

m)(ﬁ€A®wR)
(b) 1 ® N () = fx Fap
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9. (Férmula de integracdo por partes) Sejam p uma medida o-finita sobre B(IR), f
e g fungoes integrdveis com valores em IR e F(x) = f]_oo o fdp e G(z) = f}_oo 2 991
definidas para x € IR. Para a,b € IR com a < b, mostre que

fGdy = F(b)G(b) — F(a)G(a) - / 9(y)F(y — 0)dp.

la,b] Ja,b]

(Sugestao: para B = {(z,y) €la,b]x]a,b] : y < @} e h(z,y) = f(2)g(y) 1, aplique o
Teorema de Fubini para calcular [ hdpu ® p de duas maneiras diferentes).

Obtenha férmulas andlogas para os integrais f[a n fGdp, f]a o fGp e f[a oSG
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Capitulo 7

Transformacao de medidas

Dada uma medida definida num espago mensurdvel (X,.A) introduzimos as nogéoes de
medida imagem de p por uma transformacdao g e de medida de densidade f em relagdo
a W, e estudamos a integracdo relativamente a cada uma dessas novas medidas. Os
ultimos pardgrafos do capitulo sdo consagrados o formula de mudanca de varidvel no

integral de Lebesque e ao produto de convolugio em IRY.

7.1 Medidas imagem e ponderacgao

Introduzimos neste paragrafo duas formas de construir medidas a partir duma me-
dida p definida sobre um espago mensuravel (X,.A). A primeira permite definir uma
medida num espago mensuravel (Y, B) & custa duma aplicagdo mensuravel g de (X, .A)
em (Y, B).

Definicao 7.1.1 Dada g : X =Y B — A-mensurdvel, chamamos medida imagem de p

por g a medida pug=' definida por
(:ugil)(B) = M(Qil(B)), para B € B.

A segunda forma de construir medidas a partir de p permite definir uma nova
medida em (X,.A) a custa duma aplicacdo mensurdvel nao-negativa f definida em
(X, A), em que f(z) pode ser interpretado como a “densidade de massa” associada ao

ponto x de X.

Definigao 7.1.2 Dada f € My, chamamos ponderagao de p por f ou medida de

densidade f em relagdo a p a medida fu definida por

(1)) = [ . para 4 € A

81
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7.2 Integracao relativamente as medidas pg~' e fu

Estudamos agora a integracao relativamente a cada uma das medidas definidas no

paragrafo anterior.

Teorema 7.2.1 (da mudanga de varidvel) Sejam (X, A, u) um espago mensurado,
(Y,B) um espagco mensurdvel e g : X —Y B — A-mensurdvel. Se f : Y - R € B-
mensurdvel, entao:

a) Se f € nao-negativa, entdio

/de(ﬂg‘l)z/xfogdn;

b) f € ug~t-integrdvel sse fog € p-integrdvel, e nesse caso vale a igualdade anterior.

Demonstragao: a) Se f = Ig, com B € B, temos [, fd(pg™") = (ng~")(B) =
wlg ' (B) = [x Wg—ipydp = [y Upogdu = [y fogdu Se f =3 alp, com
o; >0eB; € B,entao [y fd(ug™) =31 o [y Ip,d(ug™) =31 o [y Ip,ogdpu =
Jx (i oilip,) o gdp = [y f o gdp. Finalmente, se f € My, existe (f,) C &4 tal
que f, T f. Como f,oqg 1T fog, entdo, pelo teorema da convergéncia mondtona,
[y fad(pg™) 1 [y fd(pg™) e [ faogdp t [y fogdu. Para concluir, basta agora notar
que sendo f, escalonada nao-negativa, vale a igualdade fY fad(pg™) = [ « fnogdp.

Lintegravel sse ft e f~

b) Atendendo & igualdade expressa em a), temos f é ug~
sao pug~!
p-integraveis sse fog é u-integravel. Além disso, usando as decomposicoes f = f7— f~
1

-integraveis sse fT o g e f~ o g sao p-integrdveis sse (f og)™ e (f og)” sdo

e fog=fTog— f~ og, uma tal igualdade vale ainda para f pug -integravel. ]

Teorema 7.2.2 Sejam (X, A, i) um espaco mensurado e f € M,. Seh: X =R é
A-mensurdvel, entao:

a) Se h é ndo-negativa, entao

[ wati) = [ s

b) h é fu-integravel sse hf é p-integrdvel, e nesse caso vale a igualdade anterior.

Demonstragao: Analoga a do teorema anterior. [J

7.3 Mudanca de variavel no integral de Lebesgue

Este paragrafo é consagrado a férmula de mudanca de variavel no integral de Le-

besgue. Esta férmula tem por base o resultado seguinte que estabelece que a me-

1

dida imagem de A\ por ¢~ *, para g bijectiva e suficientemente regular, tem densidade
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x — |det(Jy(x))| relativamente a A, onde Jy(x) representa a matriz jacobiana de g no

ponto x. A sua demonstracao serd apresentada no paragrafo 7.4.

Teorema 7.3.1 Sejam U eV abertos deIR% e g : U—V bijectiva com g e g~ de classe
C1l (isto é, g e g~' possuem derivadas parciais continuas em U eV, respectivamente).
Entao, para B € B(U),

AM&FﬁﬁMMMW@-

Os Teoremas 7.2.1 e 7.2.2 conduzem-nos a férmula de mudanca de varidvel no

integral de Lebesgue (mais precisamente, no integral relativamente a medida de Borel).

Teorema 7.3.2 (mudancga de varidvel no integral de Lebesgue, I) Nas condi¢oes

do Teorema 7.3.1, seja f : V—IR B(V)-mensurdvel. Se f é ndo-negativa, entdo

/JMZ/UWWWM@MWW»
Vv U

Além disso, para f qualquer, a A-integrabilidade de f € equivalente a A-integrabilidade de

(fog)(-)|det(Jy(-))|, e nesse caso vale a igualdade anterior.

Demonstracao: Sendo f nao-negativa, e tendo em conta que a medida imagem de

A por g1 tem densidade x — |det(J,(x))| relativamente a A, entdo, pelos Teoremas

721 e 7.2.2, temos [, fd\ = [,(fog)ogtd\ = [, fogdNg )" = [,(fo
g)(x)|det(Jy(x))|dA(x). Se f é qualquer, basta aplicar a 1gualdade anterior as partes

positiva e negativa de f. [J

Mudangas de varidvel habituais (y =z, y = g(x)):
1. Coordenadas polares em IR?: g : 0, +-00[x]0, 27[—IR? é definida por

g(r,0) = (rcosf,rsinb).
2. Coordenadas cilindricas em IR3: g :]0, +00[x]0, 27[xIR —IR? é definida por
g(r,0,z) = (rcosf,rsinb, z).
3. Coordenadas esféricas em IR*: g :]0, +00[x]0, 27[x]0, 7[—IR? é definida por
g(r,0,p) = (rcosf singp, rsinf sin @, r cos ).

Coroldrio 7.3.3 Nas condigoes do Teorema 7.3.1, se p € uma medida sobre (U, B(U))
que admite uma densidade f relativamente a medida de Lebesgue, e v € a medida 1ma-
gem de p por g, entdo v admite uma densidade h relativamente ¢ medida de Lebesgue

dada por
h() = (f o g™ ()ldet Ty () Ty (-).
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Demonstragéio' Para B € B(V), temos v(B) = u(g~'(B)) = fg*l(B) fdx =
Ju(F 0 g (@)ldet ], (@) |dA@). O

Apresentamos de seguida mais duas férmulas de mudanca de varidvel em integrais.
A primeira, relativa ao integral de Lebesgue (medida completa), é uma consequéncia dos
Teoremas 4.5.1 e 7.3.2. A segunda, relativa ao integral de Riemann, é uma consequéncia
dos Teoremas 4.6.1 e 7.3.2.

Coroldrio 7.3.4 (mudanca de varidvel no integral de Lebesgue, II) Nas condi-

¢oes do Teorema 7.5.1, seja f: V —IR B(V)-mensurdvel. Se f é ndo-negativa, entdo

/ fiA = / (f 0 9)(@)|det(J, (x))|dA ().
1% U

Para f qualquer, f é A-integrdvel sse (f o g)(-)|det(J,(-))| é A-integrdvel, e nesse caso

vale a igualdade anterior.

Demonstracgiao: Comecemos por notar que pelo Exercicio 7.6.10, g é B(V) — B(U)-
mensuravel, o que implica que f o g seja B(U)-mensuravel. Além disso, sendo z —
|det(Jy(z))| B(U)-mensurdvel é também B(U)-mensurével. Admitamos em primeiro lu-
gar que f é ndo-negativa. Existe entdo f* B(V)-mensurével tal que f = f* > 0 A-q.t.p.
e [, fdX = [i, f*dX. Pelo Teorema 7.3.2, fv frdXN = [ (f* o g)(x)|det(Jy(x))|dA(x)
= [,(f* o g)(@)|det(Jy())|dA(z) = [, (f x)|det(Jy(x))| dA(x), pois, sendo g bi-
jectiva, (f* o g)(:)|det(Jy(-))| = ( 9)(: )|det( g( )| A-q.t.p.. Se f é qualquer, e para
concluir a demonstracao, basta aplicar a igualdade anterior as partes positiva e negativa
de f. O

Coroldrio 7.3.5 (mudanga de varidvel no integral de Riemann) Sejam U e V
abertos de R? mensurdveis & Jordan, g : U—V bijectiva com g e g~' de classe C' e
[ V=R limitada. Entdo, f € integrdvel a Riemann sse (f o g)(-)|det(Jy(-))| 0 €, e

nesse caso

|ty = [ (70 9)(@)det(, w)lda.
|4 U

Demonstragao: Sejam A = {x € U : (f o g)(-)|det(Jy(:))| é descontinua em x} e
B = {y € V: f édescontinua em y}. Como g~!(B) = A, temos sucessivamente (cf.
Teorema 0.4.2 e Exercicio 2.9.27), f é integravel a Riemann sse \*(B) = 0 sse A(B) =0
e B € B(V)sse Mg H(B)) =0eg }(B) € BU) sse \(g71(B)) = 0sse \*(4) =0
sse (fog)(-)|det(Jy(:))| é integravel & Riemann. Sendo f integravel a Riemann, f é
mtegravel a Lebesgue (cf. Teorema 4.6. 1) e, pelo Teorema 7.3.2, fv y)dy = fv fd\ =

fU z)|det(Jg(2))|dA(x fU z)|det(Jy(z))|dz. O
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7.4 Demonstracao do teorema da mudanca de variavel

A demonstracao do Teorema 7.3.1 é baseada em alguns resultados preliminares que
enunciamos e demonstramos de seguida. O primeiro deles nao é mais do que o préprio

Teorema 7.3.1 para aplicacoes lineares.
Lema 7.4.1 Se g : R —1R? ¢ linear e invertivel, entio para todo o B € B(IRY),
A(g(B)) = |detJg|A\(B).

Demonstracao: Sendo g uma aplicagao linear invertivel, existem aplicacoes lineares

gi,---,Jk, tais que g = gr o ... o g1 onde cada uma das aplicagoes g;, £ =1,...,k, é de
um dos seguintes tipos:

i) ge(x1y . iy xg) = (T, .0, QT4 L, Xg);

1) go(T1,. o Tiy ey Ty ) = (1,0, Ty ey Ty o v, Tg)5

1) Ge(T1, o Ty oo Ty ooy @g) = (1, T+ Xy, Ty, Tq);

para algum 7,5 € {1,...,d} e « € R\ {0}.

Basta agora estabelecer o resultado para aplicacoes de cada um dos tipos anteriores
pois nesse caso, (Ag)(B) = (Agx)((gr—10...001)(B)) = |detJg, |\(gr—10...001)(B)) =
\detJy, | ... |detJ, |\(B) = |detJ,J\(B), para B € B(IR?).

Se g¢ ¢ de um dos tipos i) ou i) o resultado é consequéncia imediata da defini¢ao de

e

medida de Lebesgue, uma vez que, pelo Lema da igualdade de medidas, basta estabe-
lecer o resultado para B = ngl]ai, b;], com a;,b; € IR. Se g, é do tipo iii) detJy, = 1.
Denotando por u; o vector (w1, ..., ui—1,Uit+1,--.,Uq) temos, pela férmula integral para
a medida produto, A(g¢(B)) = [ra-1 AM(9¢(B))a;,)d\t; = [ga—1 A(Bg,)dAu; = A\(B),
para B € B(IRY), pois (g¢(B))a;, = uj + Ba, e M(9¢(B))a;) = MBa,), pela invariancia

da medida de Lebesgue para translagoes. [

Antes de continuarmos, precisamos de introduzir alguma notacdo. Se T : R — IR¢
¢ uma aplicagao linear e A = [a;;]; j=1,... 4 ¢ a sua matriz relativamente a base canénica
de RY, denotamos por |T| o nimero real |T| = max;—; 4 Z;lzl la;j|. A aplicacao
T — |T| é uma norma no espaco vectorial das aplicacoes lineares de IR? em RY. Se
S : RY— 1R é uma outra aplicacio linear temos [T o S| < |T| |S|.

Sendo U um aberto em IR¢ ¢ F' : U —IR? diferencidvel em zo € U, vamos denotar
por F'(z) a derivada de F em g, isto é, F'(zg) é a aplicacdo linear de IR? em IR? cuja

matriz relativamente as bases canodnicas é a matriz jacobiana de F' em xy.

Lema 7.4.2 Sejam U C R? aberto e F : U—R? diferencidvel. Dados e >0 e C C U
um cubo semi-aberto d esquerda tais que |F'(x) — I| < € para todo o x € C, onde I

designa a aplicagio identidade em RY, entdo

N (F(C)) < (14 e)\(0).
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Demonstragao: Sendo ¢ a aresta de C, vamos demonstrar que F'(C) estd contido
num cubo de aresta (1 + €)f. Comecemos por fixar zo € C tal que C C {z € RY :
|z — 20]oo < €/2}, onde | - | é a norma do méximo em IR? (|| = max;—1__q|zil,
para £ = (z1,...,%y)). Como para todo o z € C, |F'(x) — I| < ¢, concluimos que
|(F(x) —x) — (F(x0) —20) oo < €| — 20|00, para x € C, ou ainda, |F(x) — F(20)]oo <

(14 €e)|z — zooo < (1 +€)€/2, 0 que prova o pretendido. O

Lema 7.4.3 Sejam U e V abertos em R? e g : U—V wma bijeccdo com g e g~ de
classe C*. Se a >0 e B € B(U) sdo tais que |detJy(z)| < a para todo o x € B, entio

A(g(B)) < aA(B).

Demonstragao: a) Comecemos por estabelecer a desigualdade anterior para B € B(U)
aberto em IR, tal que B é subconjunto compacto de U. Sendo g~! de classe C! e g(B)

I s30 limitadas por uma constante M > 0 em

compacto, as derivadas parciais de g~
g(B). Assim, para todo o z € B, (97 (g(x))] < dM. Por outro lado, sendo B
compacto, as derivadas parciais de g sao ai uniformemente continuas. Assim, para
e > 0, fixo & partida, existe 0 > 0 tal que
Va,y €B : o —yloo <6 = g (@) — g )] <

Sendo B aberto em IR?, B é reunido numeravel disjunta de cubos semi-abertos &
esquerda, C;,1 € I, cujas arestas podemos supoOr serem no maximo iguais a 2J (cf.
Teorema 1.4.2). Designemos por C' um desses cubos, e por xy o seu centro. Con-
sideremos a aplicacio F : U — IR? definida por F = (g7 ') (g(x0)) 0 g. Para x € U,
F'(z) = (971) (9(x0))og'(x) e (97 1) (9(2))og (x) = I. Assim, F'(z)~1 = (g')'(g(0))o
(¢ (2) —  (20)  também | F'(x) — I] < (g~ (g(eo))I(g'(2) — ¢'(@0))] < e, para todo
oz € C. Pelo Lema 7.4.2 (notemos que F(C) é mensuravel pois F' é invertivel)

MF(C)) < (142 \C). (7.4.4)

Por outro lado, sendo ¢'(x) a inversa de (g7 1) (g9(x)), ¢'(z0)(F(z)) = g(x), o que
implica g(C) = ¢'(x0)(F(C)). Pelo Lema 7.4.2 e por (7.4.4), obtemos A(g(C)) =
|det Jy(20)MN(F(C)) < |detJy(z0)|(1+ €)?A(C) < a(l + €)4N\(C). Como B = 3, C;,
obtemos finalmente A(g(B)) = >,;c; M9(Cy)) < 3y a(l + €)IA(Ci) = a(1 + €)I\(B).

b) Suponhamos agora que B € B(U) é aberto em IR?. Seja (B;) uma sucessio
crescente de abertos em IR¢ com B; C U, B; compacto e B = UiEN B; (como B =
> ien Ci com (C;) cubos semi-abertos a esquerda, podemos tomar By = int(C1), By =
B Jint(Cy),...). Por a), A(g(B;)) < aA(B;), para todo o i € IN, donde A(g(B)) =
(Ag)(lim B;) = lim(A\g)(B;) < alim A\(B;) = aA(B).



7 Transformacdo de medidas 87

c¢) Finalmente, seja B € B(U) nas condigoes do enunciado. Para € > 0 fixo, sejam
W um qualquer aberto em IR? com B C W C U e Wyie = {x € W : |detJ,(2)| < a+e}.
Por b), A(¢(Wate)) < (a+€)A(Wate), e como B C Woyre C W, AN(g(B)) < AMg(Wage)) <
(a+ e)A(Wase) < (a+ e)A(W), ou ainda, A(g(B)) < a\(W).

Para concluir, basta notar que, pela regularidade da medida de Lebesgue (ver Exer-

cicio 2.9.32), A(g(B)) < ainf{\(W) : W aberto em IR, B ¢ W} = a\(B). O

Demonstracao do Teorema 7.3.1: a) Suponhamos em primeiro lugar que \(B) <
+oo. Para e > 0e k = 1,2,..., consideremos os conjuntos By = {y € B : (k —
1)e < |detJy(y)| < ke}. Pelo Lema 7.4.3, como |detJy(y)| < ke para todo o y € By,
e |detJ,-1(x)| < 1/((k — 1)¢) para todo o = € g(Bg), temos A(g(Bg)) < ke\(Bg) e
Mg (9(Be)) < e Mg(B), ou seja, (k — DEA(W(BY)) < Ag(Br)) < keA(By), ou
ainda, |A(g(Bg)) — ka |detJ,(x)|d\| < eX(By), para k = 1,2,.... Como B =37 By,
obtemos |A(g(B)) — [ |detJy(x)|dA| < eA(B), o que permite concluir.

b) Suponhamos agora que A(B) = +oo. Existe entdo uma sucessao (By) em B(U)
com By T B e A(By) < 400 para todo o k. Para concluir basta utilizar a) e o teorema

da convergéncia mondtona. [

7.5 O produto de convolucido em R?

O conjunto IR? pode ser identificado com o conjunto das medidas de Dirac em IR?
através da aplicacdo a — d,, para a € IR%. A nocdo de produto de convolucio de
medidas que introduzimos a seguir, prolonga de forma adequada a operacao adigdo em
RY.

Definigao 7.5.1 Sejam p e v medidas finitas em B(IRd). O produto de convolugdo

de p por v € a medida imagem de p @ v pela aplicagio (z,y)—x +y de R? x RY em
R?. Serd denotado por p v.

O produto de convolucao u v de duas medidas finitas é uma medida finita. Pelo
Teorema 7.2.1 e pelo teorema de Fubini, para todo a fungao B (Rd)—mensurével € nao-

-negativa f, temos
[ gdwsr = [ s dns vy
R4 RExR?

= ([ 1@+ navn) ) dnto
= [(f s+ waute))avisy.
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Além disso, para f de sinal nao-constante, f é p* v-integravel sse (z,y)— f(x +y)
é u ® v-integravel. Neste caso, as féormulas anteriores continuam vélidas.
Para a € R? e A € B(IRY), 0, * j1(A) = pu % 04(A) = (A — a). §y é assim elemento

neutro para o produto de convolucao.

Teorema 7.5.2 O produto de convolu¢ao € associativo, comutativo e distributivo rela-

tivamente a adicdo de medidas.

Teorema 7.5.3 Se a medida p tem f por densidade relativamente a X\, o produto de

convolugao p* v tem densidade relativamente a A dada por
(frv)(x /f:c— )dv(y), A — q.t.p.

Demonstragao: Para A € B(IRd) temos ,u*y(A = f flIA x4+ y)du(x))dv(y) =
J(J Ta(z+y) f(2)dN(z) = J(J Ta(2)f (z=y)dA(2)) = [ [ fz=y)dv(y)dA(2),

0 que permite concluir. D

Notemos que f*v é claramente mensuravel em consequéncia do teorema de Fubini,
uma vez que a aplicacao (x,y)— f(z — y) sendo composicao de aplica¢oes mensuraveis

¢ mensuravel.

Definigao 7.5.4 Se f ¢ uma fun¢do mensurdvel e p ¢ uma medida em B(IRY) tais que
o integral [ f(z — y)du(y) estd definido em X quase todo o ponto x de RY, entdo a

fungdo de x assim definida diz-se produto de convolugao de f por u e é denotada por

fxpu.

Se f é A-integravel e nao-negativa e p é finita, entao f x p é integravel. Se v tem
densidade g entdao a densidade de px v escreve-se na forma [ f(z — y)g(y)d\(y), o que

define ainda uma fungao integravel.

Definicao 7.5.5 Se f e g sio fungées B(R?)-mensurdveis e se o integral [ flz -
Y)g(y)d\(y) estd definido em X\ quase todo o ponto x de R?, entdo a fungdo de x assim

definida diz-se produto de convolugao de f por g e é denotada por f *g.

Notemos que se f x g existe, entdo g * f existe também e é igual a f+g. Além disso

f * g é mensuravel.

Teorema 7.5.6 Se f € L'()\), o produto f*g estd definido para todo o g € LP()\) com
€ [1,400]. Além disso, f+g € LP(A) e |fxglp < [fl1lglp-
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Demonstragao: Basta supor que f e g s@o nao-negativas. Para p < +00, temos

If xglp = [(J fFW)g(x —y)dAy))Pd\(x) = | 1T [ ([ (f@)/1fl)g(x —y)dA(y))PdA(z).

Como a medida de densidade f/| f|1 é de probabilidade podemos usar a desigualdade de

JenSGHeeSCYeVGT [F%glp < A1 S J(F@)/1F10)g7 (@ —y)dA(y = [ fW)/1fl1dX(y)
[ g% () = |fI5lgl5. Se p = +oo, f xg estd deﬁmda para todo o € IR? e

|f *g(x )! S HgHoonHl- Logo, |f % gloc < [fl1lglee- O

Uma propriedade importante do produto de convolugao é o seu caracter regulariza-
dor. Um primeiro resultado nesse sentido é apresentado a seguir (ver Exercicio 7.6.17).
Para f : R?— 1R e z € IRY, denotamos por 7,.f a aplicacio definida, para t € IR?, por
T:f(t) = f(t + x), a que chamamos “translacao de f”.

Lema 7.5.7 Parap € [1,40c] e f € LP()\) fizos, a aplicagio x—1,f de R em LP()\),

€ uniformemente continua.

Demonstragao: Dado ¢ > 0, qualquer, pretendemos mostrar que existe § > 0 tal
que |7of — 7y flp < €se Jx —y| < . Sendo o conjunto das funcoes continuas de
suporte compacto denso em LP(A) (cf. Teorema 5.5.4), existe g continua de suporte
compacto tal que |f — g|, < €/3. Sendo g uniformemente continua, existe 6 > 0 tal
que, para |z —y| < d, se tem |g(x) — g(y)| < €/(6A(S)), onde S denota o suporte de g.
Como |72 f = 72glp = |f = glp € 729 — Taglp < eA((S —2) U (S —y))/(6A(S)) < €/3,
obtemos |7 f — 7y flp = |7 f — 7y flp < |72 f — 7glp + 729 — Tyglp + l7yg — 7 flp <
If = glp+€/3+1f—glp <e O

Teorema 7.5.8 O produto de convolucdo dum elemento de L'(\) por um elemento de

L>°(\), € uma fung¢dao uniformemente continua e limitada.

Demonstracgao: Sabemos ja que f x ¢ é limitada. Para concluir que é uniformemente
continua basta notar que, para z,y € R, |f x g(x) — f * 9(y)| < |gloo [ |7f(2) —
Ty [(2)|dA(2) = |g|loo |72 f — Ty f]1 € usar o lema anterior. [J

Do Teorema 7.5.6 concluimos, em particular, que se f e g entdo em L'()\) entdo
f % g estd também em L'(\). O produto de convolucio é assim uma operacio interna
em L'()\) que é associativa, comutativa, distributiva relativamente & adicdo, e além
disso satisfaz a(f x g) = (af) xg = f x (ag), para todo o @ € IR. Dizemos entao que

LY(\) é uma algebra de Banach sobre IR para o produto de convolugao. Esta dlgebra

de Banach nio tem elemento identidade, isto é, ndo existe e € L'(\) tal que ex f = f,
para todo o f € L'()\) (utilize o Exercicio 4.7.6 para mostrar que existe A € B(IR?) com
A(A) < 400, tal que g T4 # N4, para todo o g € L*(X)). No entanto, como veremos

de seguida, L'(\) possui “aproximacdes da identidade”, isto é, existem sucessdes de
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funcoes (e,,) em L'()\) para as quais f x e, — f (num sentido a precisar), para todo o
fe L.

Vejamos como podemos construir aproximagoes da identidade. Seja ¢ uma fungao
integravel nao-negativa com [ ¢(z)dA(z) = 1. Para n € IN, definamos, para z € RY, a
funcao

On, () = ¢(x/hn) /DL, (7.5.9)

onde (h,) é uma sucessdao de nimeros reais estritamente positivos que converge para

zero quando n— —+oo. Claramente [ ¢p,, (x)d\(x) = 1, para todo o n € IN.

Teorema 7.5.10 Para f € L*(\), a sucessdo fx¢p, converge para f em LY()\), quando
n— +o00.

Demonstragio: Para z € R, f x ¢y, (v) — f(z) = [(f(x —y) — f(z))n, (¥)d\(y),
e |f*on, — flu < [ [1f(@—y) = f(@)|on, @)dXNy)dN(=z) = [ én, () [ 1f(z —y) -
F@IA@)ING) = [ 60 (w) [ I f () — F@IAADAG) = [ o @) — FldAw).
Pelo Lema 7.5.7, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que, se |y| < ¢ entao |7,f — f1 < €/2.
Assin, 1% 9, — Flli < € i1 O D)ING)/2 + [ s Sn )l — FlhdN(y) < /2 +
2| fx f\\zuza/hn #(2)d)\(z). Para concluir, basta notar que, pelo teorema da convergéncia

dominada, fHZH>6/hn d(2)dA(z) < €/(4]f]1), para n suficientemente grande. [J

Teorema 7.5.11 Para f limitada e uniformemente continua, f ¢y, converge unifor-

memente para f, quando n— +oo.

Demonstragao: Basta notar que sendo f limitada e uniformemente continua, entao
dado € > 0, existe § > 0 tal que | f x dn, — floo < €/24+2| ] fuzuzé/hn d(z)dA(z). O

7.6 Exercicios

1. Sejam (X, .A, 1) um espago mensurado, (Y, B) um espaco mensurdvele g : X =Y B — A-

mensuravel. Mostre que pg~! é uma medida em (Y, B).

2. Mostre que qualquer medida de probabilidade v sobre (IR, B(IR)) é medida imagem da
medida de Lebesgue A sobre ([0, 1], B([0, 1])). (Sugest@o: para F'(y) = v(]—o0,y]), y € R,
e g :[0,1] = R definida por g(x) = sup{z € R : F(z) < 2z} =inf{y € R : F(y) > «},
mostre que v = A g~ 1).

3. Sejam A a medida de Lebesgue sobre IR e g a fungdo definida por g(x) = mx + k com
m >0 e k € IR. Determine Ag~1.

4. Sejam (X, A, 1) um espago mensurado e g uma aplicagdo de X num conjunto Y. Mostre
que:

(a) B={BeY:g7(B) € A} é uma o-algebra de partes de Y;
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(b)

(c)

(d) Se ug~! é o-finita entdo u é o-finita;
)

(e

5. Sejam (X, A, 1) um espago mensurado e f € M,. Conclua que fu é uma medida sobre
(X,.A) mostrando que fu(@) =0, fu é aditiva e ascendentemente continua.

g é B — A-mensurdvel;

-1

Se u é completa entao ug~ é completa;

Se g é injectiva, a reciproca de d) é também verdadeira.

6. Considere em (IN,P(IN)) a medida contagem e seja v uma qualquer medida sobre IN.
Mostre que existe f : IN— [0, +oo] tal que v = fpu.

7. Seja F' : R— 1R limitada, ndo-decrescente, continuamente diferencidvel com lim F(z) =0,
Tr—r—00

e pr a medida de Stieltjes associada a F' (ver Exercicio 2.9.21).
(a) Para —oo < a < b < +oo, mostre que up(]a,b]) = f]a p .
(b) Conclua que F’ é M-integrével e que up = F'\.

8. Sejam A a medida de Lebesgue sobre R e g : IR— 1R estritamente monétona e continua-
mente diferencidvel. Mostre que A\g—% = [(g~1)’|\.

9. Sejam f : IR? - 1R integrdvel & Lebesgue e a € IR\ {0}. Mostre que g : R? - 1R definida
por g(z) = f(ax), é integravel e [ gd\ = |a|~ [ fdA.

10. Sejam U e V abertos de R e g : U—V bijectiva com g e g~ ! de classe C'. Mostre que
se B € B(U) tem medida de Lebesgue nula entdo g(B) € B(V) e tem também medida de
Lebesgue nula. Conclua que g é B(V) — B(U)-mensuravel.

11. Sejam A = {(z,y) € R*: 0 <z <1, 22 <y <z}, e f,g : A—R" definidas por
flzy) = \/ﬁ eglz,y) = z% Mostre que:
(a) A é mensuravel a Lebesgue;
(b) f é integravel a Lebesgue;
(¢) g nao é integravel & Lebesgue.

12. Seja f: IR*> — R" definida por f(z,y) = (v +y* + 1)~3/2. Mostre que [ fd\ = 27.

13. Mostre que f]RQ e @HY)/2g)\ = 2n (Sugestéao: efectue uma mudanga de varidvel para

coordenadas polares). Conclua que fR \/%7 e~ 20\ = 1.

14. Para a € R?, mostre que &, x p € a medida imagem de p pela translagao 7.

15. Seja (¢n,) a sucessdo definida em (7.5.9). Mostre que se f : IR — IR é mensurdvel e
limitada, entdo f * ¢p, () — f(z), em todo o ponto = de continuidade de f.

16. Sejam (¢, ) a sucessio definida em (7.5.9) e u uma medida finita sobre IR?. Mostre que
[ mi@n@ax@ - [ nan

para toda a funcdo h limitada e continua sobre IR
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17. Param € IN, vamos denotar por C™ o conjunto das fungoes de R%em R cujas derivadas
parciais até & ordem m (inclusivé) existem e sado continuas. O subconjunto de C™ das
funcoes de suporte compacto é denotado por C7*. Dados f € LP e g € C", para algum
p € [l,400] e m € N, mostre que fxg € C™ e que, para = € IR?,

9%(f *9) _ 9%
dx™ ... 0xy? () = f* Oz ... 0xy" (@),

ondea=a1+...+agear+...+ag <m.
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Capitulo 8
Medidas com sinal

Sendo f uma fun¢ao integrdvel definida no espago mensurado (X, A, ), a fungdo de
conjunto definida, para A € A, por v(A) = [, fdu, satisfaz as propriedades que definem
uma medida com excepcdo da nao-negatividade. O estudo deste tipo de fungdes de con-
junto, que faremos no presente capitulo, tem como principal objectivo a demonstra¢ao

do Teorema de Radon-Nikodym.

8.1 Definicao e primeiras propriedades

Tal como nos 1ltimos capitulos, denotaremos por (X,.4) um qualquer espago men-

suravel.

Definigao 8.1.1 Uma funcdio de conjunto v : A— IR diz-se uma medida com sinal se

¢ o-aditiva e v(()) = 0.

Tendo em conta as observagoes feitas no paragrafo 2.1, concluimos que, sendo A
uma o-algebra de partes de X, uma medida com sinal é finitamente aditiva e toma
apenas um dos valores —oo ou +o00.

Uma medida é uma medida com sinal. Se v é uma medida com sinal entdo —v
¢ também uma medida com sinal. Sendo p uma medida em (X,.4) e f uma fungao

p-integravel ou p-quase-integravel entao

v(A) = /Afd,u, A€ A, (8.1.2)

¢ uma medida com sinal.

Um mensuravel A € A diz-se de medida com sinal finita se [v(A)| < +o00. A medida

com sinal v diz-se finita se todo o A € A tem medida com sinal finita, e o-finita se

existir uma cobertura (A,,) C A de X com A,, de medida finita para todo o n € IN.

93
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Proposicao 8.1.3 Se A, B € A sdo tais que A C B e |v(B)| < +o0, entdo [v(A)] <
~+00.

Demonstragao: Como B = (B —A)+ A, v(B) =v(B— A) +v(A) e [v(B)| < +o0,

entao as parcelas v(B — A) e v(A) sdo ambas finitas. O

Proposigao 8.1.4 Se A, B € A sao tais que A C B e [v(A)| < o0, entdo v(B—A) =
v(B) —v(A).

Proposicao 8.1.5 Se (4,) € uma sucessao em A de conjuntos disjuntos dois a dois,
entao V(D> 071 Ay)| < 400 sse > o7 [v(An)] < +oo.

Demonstracdo: Se Y - [v(Ay)| < 400, entdo claramente |v(} o2 | Ay)| < +00 uma
vez que [v(3_2 1 An)l = [ 2200 v(An)| = ’hngﬂ v(4n)] < lim2ﬁ=1 v(An)| =
> [v(Ay)]. Reciprocamente, consideremos as sucessoes A = A, se v(4,) > 0,
e A =0,se v(A,) <0,e A, =0, sev(4,) >0, e A, =0, se v(A,) < 0. Te-
mos Ap = Ay + Ay e 3500 An = 3O AT 4 300 Ay Assim, v(300E ) Ay) =
V(S A7) + v, Ay) e, como (S22, Au)| < oo, também [(2, Af)| =
S WAD)] < oo e [v(Xnli AY) = D02 [v(A;,)] < +oo. Para concluir basta
notar que 3255, [(A)| = S35, (AF) + v(A, ) < X5, [w(AD)] + X5, [v(A;)]. O

Proposicao 8.1.6 Seja (A4,) uma sucessao em A.
a) Se (Ay,) € crescente entdo limv(A,) = v(lim A,).
b) Se (Ay,) € decrescente e se |v(Ay,)| < 400 para algum natural m, entao limv(A,) =

v(lim A,,).

Demonstragao: Analoga a da correspondente propriedade para medidas. [J

Notemos que no caso das medidas com sinal as convergéncias anteriores nao sao
necessariamente mondtonas uma vez que uma medida com sinal nao é necessariamente

monotona.

8.2 Decomposicao de Hahn

Definicao 8.2.1 Seja v uma medida com sinal em (X, A). Um conjunto A € A diz-se:
positivo se v(E) > 0 para todo o E € A com E C A; negativo se v(E) < 0 para todo o

E e A com E C A; nulo se € negativo e positivo.

O conjunto vazio é um conjunto nulo. Um conjunto positivo relativamente a v
é negativo relativamente a —v. Um subconjunto mensurdvel dum conjunto positivo

(resp. negativo) é ainda positivo (resp. negativo).
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A partir duma medida com sinal v e dum seu conjunto positivo P, podemos definir
uma medida em A por u(A) = v(AN P), para A € A.

Proposicao 8.2.2 A reuniao numerdvel de conjuntos positivos (resp. negativos) rela-

tivamente a medida com sinal v € ainda um conjunto positivo (resp. negativo).

Demonstragao: Sejam (A,,) uma sucessao de conjuntos positivos e (B,,) uma sucessao
em Acom U2, Ay, =Y 02 B, e B, CA, Dado E € Acom E C |J,2 | Ay, temos
v(E) =" v(B,NE)>0,pois B,NE C A, e A, é positivo. O

Podemos assim concluir que a classe dos conjuntos positivos e a dos conjuntos
negativos sao o-anéis de partes de X uma vez que tais classe sao obviamente estaveis

para a diferenca.

Lema 8.2.3 Se A € A € tal que v(A) > 0 entdao existe um conjunto positivo B C A
tal que v(B) > 0.

Demonstragao: Se A é positivo, basta tomar B = A. Caso contrario existe pelo
menos um subconjunto de A de medida estritamente negativa. Seja ki 0 menor nimero
natural para o qual existe A} C A com A; € Aev(A;) < —1/k;. Se A— A; é positivo,
tomamos B = A— A; (v(A) =v(B)+v(A1) < v(B)). Caso contrario, seja ko o menor
nimero natural para o qual existe A2 C A — A com Ay € A e v(Ady) < —1/ke. Se
A — (A1 + Ay) é positivo, tomamos B = A — (A; + Az). Caso contrario, o processo
repete-se obtendo-se uma sucessao k1 < ko < ... e uma sucessao de conjuntos disjuntos
dois a dois Ay, As, ..., com v(A,) < —1/k,,, onde k, é o menor nimero natural para o
qual existe E C A— " | A; com v(E) < —1/k,. Se em algum passo A — Y " | A; é
positivo, tomamos B = A—) " ; A;. Caso contrario tomamos B = A—>">°, A;. Como
v(A) =v(B)+v(} 2, Ai), comv(A) > 0ev(d> 2 A;) <0, entao [v(d 72, A;)| < 400,
e assim » o 1/k, <> °° |v(A,)| < +oo pela Proposicdao 8.1.5, o que implica que
limk,, = +oo. Claramente B C A e v(B) > v(A) > 0. Provemos que B é positivo.
Dado E € A, com EC BC A—>"A;, temos v(E) > —1/(k, — 1) (caso contrério,
ky, nao seria o menor nimero natural para o qual existe E C A — " | A; com v(E) <
—1/ky) e assim v(E) > lim(—1/(k, — 1)) =0. O

Teorema 8.2.4 (decomposicao de Hahn) FEzistem um conjunto positivo P e um
conjunto negativo N com PUN = X e PONN = (. O par (P, N) diz-se decomposi¢cio de
Hahn de X em relagao a v. Além disso, se (P1,N1) e (P, N2) sdo decomposi¢oes de
Hahn de X relativamente a v, entao PLAP, e N1ANs sao nulos.

Demonstragao: Suponhamos que v(A) < +oo, para todo o A € A, e sejam a =

sup{r(A) : A é positivo} e (A,,) uma sucessao de conjuntos positivos com v(A;)— a.
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-4 ¢ positivo e v(A) < a. Além disso, como

A—A, c Aev(A) =v(A,) +v(A—-A,) > v(A,) — a, entdao v(A) > a, e assim
v(A) = a. Tomemos entao P = A e N = A°. N é negativo, pois se existisse £ € A

Pela Proposigao 8.2.2, o conjunto A = J

com E C N e v(FE) > 0, entao, pelo Lema 8.2.3, existiria também D C FE positivo com
v(D) > 0, e nesse caso V(AU D) = v(A) 4+ v(D) > v(A) = «, o contrariaria a defini¢ao
de a.

Sejam agora (P, N1) e (P, N2) decomposigoes de Hahn de X relativamente a v.
Como P, — P» C Py e P, — P, C P§ = Ny, entao para E € Acom E C P, — P, temos
v(E) > 0ev(F) <0, isto é, P, — P, é nulo. De forma andloga se prova que P, — P,
N; — Ny e Ny — Ny sao conjuntos nulos, o que permite concluir que PLAP, e NyAN»

sao nulos. O

Notemos que se Z € A é um conjunto nulo e (P, N) é uma decomposi¢ao de Hahn de
X relativamente a v, entao (PUZ,N —Z) e (P—Z,NUZ) sao também decomposi¢oes
de Hahn de X relativamente a v.

Se v é a medida com sinal definida por (8.1.2), entdo (P,N), com P = {z € X :
f(z)>0}e N={xeX: f(x) <0}, é uma decomposicao de Hahn de X relativamente

a V.

8.3 Decomposicao de Jordan

Vamos usar a decomposi¢ao de Hahn deduzida no paragrafo anterior para mostrar
que uma medida com sinal pode ser escrita como diferenga de duas medidas concentra-

das em conjuntos disjuntos (ver Exercicio 2.9.11).

Definicao 8.3.1 Duas medidas p e v sobre (X, A) dizem-se alheias, e escrevemos,
pLv, seexiste Ae A tal que pp(A) = v(A°) =0

Se p1 é uma medida em (X, A) e A e B em A sao tais que (AN B) = 0, entao as
medidas p1(F) = p(ENA) e ua(E) = u(EN B), para E € A, sao medidas alheias.

Uma medida finita p definida em (IR?, B(IR?)) diz-se discreta (ou puramente até-
mica) se existe um conjunto numeravel C' tal que u(C¢) = 0. O menor dos conjuntos
C com as propriedades anteriores diz-se suporte de pu. Claramente o suporte de p € o
conjunto dos pontos de IR? para os quais p({x}) > 0. Uma medida discreta ¢ alheia

relativamente & medida de Lebesgue em B(IRY).

Teorema 8.3.2 (decomposicao de Jordan) Sev € uma medida com sinal em (X, A)
entdo existem medidas v™ e v~ em (X, A) tais que v = vt — v~ evt L v, As
medidas vT e v~ sdo univocamente determinadas por v e v = vt — v~ diz-se a

decomposicao de Jordan de v.
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Demonstragao: Seja (P, N) uma decomposicao de Hahn de X relativamente a v.
Tomemos vt (A) =v(ANP)ev (A) = —v(ANN), para A € A. Claramente v L v~
e v =vT —v~. Para estabelecer a unicidade da decomposicao de Jordan, comecemos
por mostrar que para qualquer decomposicao de v da forma v = vy — 19 com v L v,
as medidas v; e v, s@o definidas como atras, a partir duma decomposicao de Hahn de
X relativamente a v. Sendo v; e vy alheias, existe B € A tal que v1(B) = v»(B°) = 0.
Para E € Acom E C B temos v(E) = v1(E)—v2(E) = —1»(F) <0, e para F' € A com
F C B¢ temos v(F) = vi(F) — va(F) = vi1(F) > 0. B ¢é assim negativo e B¢ é positivo
relativamente a v, ou ainda, (B¢, B) é uma decomposi¢ao de Hahn de X relativamente
av. Além disso, para A € A, v1(A) = v1(ANB°) = 11 (ANB)+15(ANB°) = v(ANDB°)
e 1n(A) = (AN B = —(1(ANB) —1n(ANB)) = —nu(AN B). Para concluir a
demonstragdo, basta agora demonstrar que se (P,N) e (P, N') sao decomposicoes de
Hahn de X relativamente a v, entdo v(ANP) = v(ANP') e v(ANN) = v(ANN'), para
todo o A € A. Com efeito, v(ANP) =v(AN((P—-P')+P')) =v(AN(P—-P"))+v(AN
P)=v(ANnP), pois AN(P—P)c PNN',ev(ANN)=v(AN((N—-N')+ N')) =
V(AN(N=N)+v(ANN)=v(ANN'),pois AN(N—-N)c NnP.O

Corolario 8.3.3 (da demonstragao) Se (P,N) é uma decomposicio de Hahn de X
relativamente a v entio vt (A) =v(ANP) ev (A) = —v(ANN) para todo o A € A.

Definicao 8.3.4 Se v é uma medida com sinal em (X, A), as medidas v, v~ e

lv| = v +v~ dizem-se variagdo positiva de v , variagdo negativa de v e variagio de v,

respectivamente.

Tendo em conta o corolario anterior, a decomposicao de Jordan da medida v definida

por (8.1.2) é dada por v = fTu e v~ = f~u. A variagao de v é dada por |v| = |f]|pu.

Proposicao 8.3.5 Seja v uma medida com sinal em (X, A). Entao:

a) Uma das medidas vt ou v~ € finita;

b) Se v € finita (resp. o-finita) entdo v, v~ e |v| sio também finitas (resp. o-
finitas);

c) Sevt ev™ sao finitas ou |v| € finita (resp. o-finitas) entao v também o é.

Demonstragao: a) Se v é uma medida com sinal, sabemos que v(A) > —oo, para todo
oAe A ouv(A) < +oo, para todo o A € A. Como v = v — v~ no primeiro caso
v~ é finita enquanto que no segundo v+ ¢é finita. As alineas b) e ¢) sdo consequéncias

imediatas de a). O

No resultado seguinte apresentam-se representacoes alternativas para v+, v~ e |v].
Tais representagoes mostram claramente que a decomposicao de Jordan duma medida

com sinal depende apenas de v e nao da decomposicao de Hahn considerada.
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Proposicao 8.3.6 Se v é uma medida com sinal em (X, A) entdo, para todo o A € A:
a) vt(A) =sup{v(B): Be A, B C A};
b) v (A) =sup{-v(B): B€ A, B C A};
&) IV](A) = sup{S1, [p(Ai)] - A = X0, Ay, n €N, 4; € A}.

Demonstragao: Sendo (P, N) uma decomposi¢do de Hahn de X relativamente a v,
para qualquer subconjunto B de A, com A, B € A, temos v(B) = v (B) — v (B) <
vT(B) < vt (A). Além disso, PNA € A com PNAC Aevt(A) =v(ANP), o
que prova a). De forma anéloga se estabelece b). Sendo agora Aj,..., A, € A, uma
qualquer particdo de A € A, temos |v|(A) = > 1", |[v|(Ai) > >y |[v(4;)]. Por outro
lado, |v|(A) =vH(A)+v (A) =v(ANP)—v(ANN) = |v(ANP)|+|v(ANN)|, o que

permite concluir. [J

8.4 Teorema de Radon-Nikodym

Um dos objectivos principais do curso é, sem duvida, dar a conhecer o teorema
de Radon-Nikodym. Fa-lo-emos neste paragrafo. Além das suas aplicaces & Anaélise,
algumas das quais estudaremos nos proximos paragrafos, este resultado é também usado
na Teoria das Probabilidades, sendo, por exemplo, de importancia fundamental na
formalizagao da nogao de probabilidade condicionada.

O teorema de Radon-Nikodym dé-nos uma caracterizagao das medidas que admitem
uma representacao integral da forma (8.1.2) onde p é uma medida fixada & partida.
Conhecemos ja exemplos de medidas que nao admitem uma tal representacao. Esse é
o caso das medida discretas sobre (IR?, B(IR?), 1), com p a medida de Lebesgue. No
entanto, se p for a medida contagem toda medida discreta admite uma representagao

integral.

Definicao 8.4.1 Se p e v sao medidas com sinal em (X, A), dizemos que v_é absoluta-
mente continua relativamente a i, e escrevemos v < i, se para todo o A € A, |u|(A) =

0=v(A)=0.

Proposicao 8.4.2 Sejam p e v sao medidas com sinal em (X, A). As condig¢oes se-
guintes sao equivalentes:

i) v << p;

i) vt < pevT <

iii) v < |ul.

Demonstragao: Mostraremos apenas que i) implica 7). Seja A € A, tal que |u|(A)

0. Sendo (P, N) uma decomposicao de X relativamente a v, entao |u|[(ANP) =0ce
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lt|(AN N) =0, o que, por hipdtese, implica ¥(ANP) =0e v(ANN) = 0, ou ainda,
vi(A)=0ev (A)=0.0

Se v ¢ finita a continuidade absoluta de v relativamente a p pode ser expressa nos

termos seguintes:

Teorema 8.4.3 Se p e v sdo medidas com sinal em (X, A) com v finita e v < p,
entao
Ve>035>0VA e A: |u|(4) <d=|v[(A) <e.

A implicacao reciproca vale para v qualquer.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que existe € > 0 e uma sucessao (A, ) em
A, tal que |p|(4,) < 1/2" e |v|(A,,) > €, para todo o n € IN. Tomando A = limsup 4,

tomos [1(4) < [l Ussn Ar) < Skonlil(A8) < Tyon1/25 = 1/2°, para todo o
n € N. Assim [u[(A) = 0. No entanto, sendo v finita, |v[(A) = lim [v|(U;>, Ak) >

limsup |v|(A,) > €, o que contradiz a hipétese. O

Se v é a medida com sinal definida por (8.1.2), v é absolutamente continua rela-
tivamente a p. A questdo que agora colocamos e cuja resposta é dada pelo teorema
de Radon-Nikodym, é a de saber qual a relagdo que deve existir entre a medida p e a
medida com sinal v para que v se possa escrever, em fungao de p, na forma (8.1.2).
Bastara que v seja absolutamente continua relativamente a u? Como veremos, pouco

mais sera necessario impor.

s

Lema 8.4.4 Se p e v sao medidas finitas tais que v < i e v nao € identicamente
nula, entao existe um conjunto A € A e € > 0 tais que u(A) >0 e A é positivo para a

medida com sinal v — ep.

Demonstragao: Consideremos a decomposigao de Hahn (P,, N,;) de X relativamente
a medida com sinal v — p/n. Basta agora demonstrar que p(P,) > 0 para algum
n € IN. Suponhamos que tal nao é verdadeiro. Assim p(|J,2, P,) = 0 e também
v(Us2, Pn) =0, pois v < p. Por outro lado, como v(N,,) — pu(N,,)/n < 0, para todo
on € N, entdo v((,2; Nn) < v(Ny) < p(Ny)/n < p(X)/n—0. Assim v = 0, pois

X =U>21 P+ Nn, 0 que contradiz o facto de v nao ser identicamente nula. OJ

Teorema 8.4.5 (de Radon-Nikodym) Sejam p e v medidas finitas tais que v < p.
Entao existe uma fung¢ao mensurdvel nao-negativa f de (X, A) em (IR, B(IR)) tal que,
para todo 0 A € A, v(A) = fA fdu. f € dnica p-q.t.p.

Demonstragao: Comecemos por estabelecer a unicidade de f. Para tal notemos

que se v(A) = [, gdu, A € A, para alguma funcdo mensurédvel nao-negativa g, ento
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fA(f — g)du = 0, para todo o A € A, o que implica que f = g, pu-q.t.p. (cf. Exercicio
4.7.8). Nos pontos a), b) e c) seguintes, estabelecemos a existéncia de f nas condigoes
do enunciado. Sejam K = {f € My : [, fdu < v(A), paratodoo A € A} e a =
sup{[ fdp: f € K} (a <v(X) < 40). a) Comecemos por mostrar que existe fo € K
tal que [ fodp = . Sejam (f,) em K com lim [ fodpu = «, e fo = sup f,. Por
definicao de supremo, g, = supy<, fx T fo, e, para A € A, S 4 fodp = lim [, gndp.
Por outro lado, como A = Jj_{z € A : gn(x) = fj(x)} = >/ Bj com B; C Aj,
entdo [y gdu = Y0y [y, gadi = Y0y [y, Fydp < Sy v(By) = (S, By) = v(A),
e assim [, fodu < v(A), ou seja, fo pertence assim a K. Além disso, como [ fodu >
[ frdp, para todo o n € N, entao [ fodp > lim [ f,du = a. b) Sendo fy integravel,
uma vez que [ fodp < v(X) < oo, sabemos que existe f finita com f = fo p-
q.t.p.. A funcdo f satisfaz as propriedades anteriormente estabelecidas para fy. c¢)
Para concluir, mostramos agora que a medida vo(A) = v(A) — [, fdu, definida para
A € A, éidenticamente nula. Como vy e 4 sao finitas e vy < i, entao pelo lema anterior,
se 1y nao fosse identicamente nula, existiriam A € A e e > 0, com p(A) > 0 e A positivo
para a medida vy — €. Nesse caso, para g = f —ell 4, teriamos g € K, pois para B € A,
Jp9dun = [ fdu+en(AN B) < [p fdu+w(ANB) = [p_ g fdu+v(ANDB) <
v(B—ANB)+v(ANB)=v(B), e [gdu = [ fdu+ eu(A) = a + eu(A) > a, o que

contradiz a definicao de a. [J

Corolario 8.4.6 Se p e v sao medidas o-finitas com v < pu, entdo existe uma fungdo
mensuravel nao-negativa f de (X, A) em (IR, B(R)) tal que, para todo o A € A, v(A) =
fA fdu. f € dnica p-q.t.p.

Demonstragao: Sendo u e v o-finitas, existe (A4,,) em A, com u(4,) < +oo, v(A,) <
+00 e > 2 Ay = X. Aplicando o teorema anterior a (A,, A, NA) e as medidas |,
e V|4, sabemos que existe f, de A, em IR, ndo-negativa e A, N .A-mensuravel, tal que
Vja,(B) = fB fndpa,, para todo o B € A, N A, ou ainda, v(AN A,) = fAmAn Fadp,
para todo o A € NA, onde f,(z) = fu(z),se z € Ap, e f,(z) =0,se x ¢ A,. A
fungao f =377, fnla, é A-mensurdvel, ndo-negativa com valores em IR e i) g Jdp =
>onet Jana, Fodp = 3220 v(AN A,) = v(A), para todo o A € A. Finalmente, a

unicidade de f é consequéncia da unicidade de cada uma das aplicagoes f,. [

Os dois resultados seguintes, que apresentamos sem demonstracao, sao extensoes
do teorema de Radon-Nikodym a medidas com sinal. A dedugéo de tais resultados é

baseada na decomposi¢ao de Jordan duma medida com sinal.

Corolario 8.4.7 Se p € uma medida o-finita e v é wma medida com sinal o-finita
com v <K [, entao existe uma fungao integrdvel ou quase-integrdvel f de (X, A) em
(IR, B(IR)) tal que, para todo 0 A€ A, v(A) = [, fdu. f € inica p-q.t.p.
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Corolario 8.4.8 Se u € uma medida o-finita e v € uma medida com sinal com v < i,
entdo existe uma fungdo integrdvel ou quase-integrdavel f de (X, A) em (R, B(IR)) tal

que, para todo 0 A€ A, v(A) = [, fdu. f € inica p-q.t.p.

Atendendo ao Exercicio 8.8.8, a hipdtese de o-finitude sobre pu nao pode ser enfra-

quecida.

Definicao 8.4.9 Sejam p uma medida sobre (X, A) e v uma medida com sinal sobre

(X, A), tais que v < p. Chamamos derivada de Radon-Nikodym de v relativamente a

i a qualquer fun¢do A-mensurdvel e integrdvel ou quase-integravel f tal que v(A) =

d
[ 4 fdu, para todo 0 A€ A. f é denotada por d—y
i

Dos resultados anteriores concluimos que se p é uma medida o-finita entao existe a

derivada de Radon-Nikodym de v relativamente a p. Uma tal derivada é nao-negativa

sse v é uma medida e é u-integravel sse v é finita.

8.5 Continuidade absoluta das medidas reais e finitas

Denotando por M o conjunto das medidas finitas sobre B(IR) e por F o con-
junto das fungoes F' de IR em IR limitadas, nao-decrescentes, continuas a direita com
lim, , ~ F(x) = 0, sabemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre M e
F. Com efeito, a cada medida p € M podemos associar F), € F definida por
Fu(xz) = p(] — 00,2]), para = € IR, e a cada funcao F' € F podemos associar up € F
definida por pr(Ja,b]) = F(b) — F(a), para a < b (cf. Exercicio 2.9.21).

Do Exercicio 7.6.7 sabemos que quando F' é continuamente diferencidvel, up é abso-
lutamente continua relativamente a A. No entanto, se F' for apenas continua também
sabemos que pp pode nao ser absolutamente continua relativamente a \ (ver Exercicios
2.9.30 e 2.9.31). Vamos neste paragrafo caracterizar as medidas de M que sao abso-
lutamente continuas relativamente & medida de Lebesgue A sobre B(IR) em termos da

funcao de F que lhes esta associada.

Definicao 8.5.1 Uma func¢ao F : IR— 1R diz-se absolutamente continua se
Ve > 030 >0Vn € NV]s;, t;[,i =1,...,n disjuntos:

n

D (ti—s) <= |F(t;) - F(s))| <e.

i=1 i=1

Uma fungao absolutamente continua é continua. Mais, é uniformemente continua.

Teorema 8.5.2 Se p € uma medida finita sobre B(IR), entio p < X sse F), é absolu-

tamente continua.
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Demonstragao: Suponhamos que y < A. Pelo Teorema 8.4.3, dado € > 0, existe § > 0
tal que se A € B(IR) ¢é tal que A(A) < 0 entdo u(A) < e. Sejam |s;,t;[, i = 1,...,n,
n intervalos disjuntos tais que Y ;" (t; — s;) < 6. Assim, A3 ;- ,]si, ti[) < 6, e entdo
p(Oor i ti]) < €, ou seja, >y (s, ti]) < €, ou ainda, Y i |EF,(t;) — Fu(si)| < e.
Reciprocamente, se F), é absolutamente continua, entao dado € > 0, existe 6 > 0 tal
que, qualquer que seja a familia |s;,¢;[, ¢ = 1,...,n, de intervalos disjuntos dois a dois
com y i (t; — s;) < 6, entdo Y i |Fu(t;) — Fu(si)| < ¢/2. Dado agora A € B(IR)
com A(A) < §, sabemos, por defini¢do de medida exterior, que existe Ag = Y2, ]a;, b
com A C Ag e AM(Ap) < 0. Assim, para n € IN, como Y " ,(b; — a;) < ¢, concluimos
que Y1 [Fu(bi) — Fu(ai)| < €/2, ou equivalentemente, p(> " 4]a;,b;]) < €/2. Assim,
w(A) < p(Aog) = imp(d>"" lai, bi]) < €/2 < e. Pelo Teorema 8.4.3, concluimos que
<< A O

Existe assim uma correspondéncia biunivoca entre o subconjunto das medidas de M
que sao absolutamente continuas relativamente a medida de Lebesgue e o subconjunto
de F das fungoes absolutamente continuas.

Tendo em conta o resultado anterior, podemos apresentar a seguinte caracterizagao

das fungoes absolutamente continuas de F.

Coroldrio 8.5.3 F € F ¢ absolutamente continua sse emiste f : IR — IRT B(IR)-
mensuravel e integrdvel tal que F(x) = f}_oo 2] fdX\, para todo o x € R.

Demonstracao: Se F' € F é absolutamente continua, entdao pup < A, pelo teorema
anterior. Pelo teorema de Radon-Nikodym sabemos que existe f : R — IRT B(IR)-
mensurével e integravel tal que ur(A) = [, fd\, paratodoo A € B(IR). Em particular,
tomando A =] — 0o, x] obtemos o resultado. Reciprocamente, se F(x) = f}_oo’x} fdx,
para todo o x € IR, entdao ur(la,b])) = F(b) — F(a) = f}a,b] fdA, para todo o a,b € IR
com a < b, ou ainda, pelo lema da igualdade de medidas, up(A4) = fA fdX\, para todo
o A € B(IR). Assim, up < A, o que, pelo teorema anterior, permite concluir que

F

ur = I’ € absolutamente continua. [

Terminamos este breve estudo sobre a continuidade absoluta das medidas reais e
finitas, chamando a atencao para um resultado importante mas cuja demonstracao re-
metemos para o Capitulo 9. Um tal resultado, conhecido como teorema da diferenciacao
de Lebesgue, estabelece que se p é uma medida finita sobre B(IR) com p < A, entao
F,, possui derivada em )\ quase todo o ponto x e ;l—'l; = Fl; (ver também Rudin, 1974,
pg. 176). A derivada de Radon-Nikodym pode assim ser interpretada com a derivada
duma fungao real de varidvel real, o que reforca a designagdo de “derivada” dada a

funcao cuja existéncia é assegurada pelo teorema de Radon-Nikodym.
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8.6 Decomposicao de Lebesgue

Teorema 8.6.1 (decomposicao de Lebesgue) Se u e v sao medidas o-finitas em
(X, A), entdo v = vy + 11 onde vy e vy sao medidas em X tais que vg L p e vy < p.

A decomposicdo anterior de v, a que chamamos decomposicio de Lebesque de v em

relacdo a p, € Uunica.

Demonstragao: A medida v = 4+ v é o-finita e y < 7. Pelo Corolario 8.4.6 existe
f+ X = R" A-mensurédvel tal que pu(A) = [, fdv, para todo o A € A. Sejam
E={z:f(x) >0} e F={z: f(r) =0}. Claramente, EUF =X, ENF =0e
u(F) = 0. Para A € A, definamos as medidas vp(4) =v(ANF) e (4A) =v(ANE).
Temos v = vy + v1 e como v(F¢) = v() = 0 entdo vy L p. Além disso, se pu(A) =0
entdo fI4 = 0 v-q.t.p., ou ainda, fIgna = 0 v-q.t.p., e portanto y(E N A) = 0. Assim
v(ENA)=0, pois ¥ < 7, ou seja, v1(A) = 0. Provdmos assim que v; < 7.
Suponhamos agora que

v=uvy+ v =15+ 1, (8.6.2)

com vy L p, vy < p, vy L pe v < p. Existe entdo A € A tal que
v(A) =v)(A) =0 e v(A°) = vy (A°). (8.6.3)

De (8.6.2) e (8.6.3), para B € A, temos 1p(B) = 1p(BNA)+1p(BNA®) = 1p(BNA®) =
vo(BNA®)4v1(BNAS) = yy(BNA®)+14 (BNA®) = yy(BNA°) = | (BNA)+v,(BNA®) =

vy(B). De forma andloga se mostra que v; = v/j. [J

A generalizacao do teorema anterior ao casos das medidas com sinal pode ser obtida

decompondo as medidas nas respectivas variacoes.

Definicao 8.6.4 Duas medidas com sinal p e v em (X, A) dizem-se alheias, e escre-

vemos, p L v, se|p| L |v|.

Teorema 8.6.5 Se (1 e v sao medidas com sinal o-finitas em (X, A) entao v = vy+11
onde vy e vy sao medidas com sinal em X tais que vy Ly ey < u. A decomposicio

anterior € unica.

Demonstracao: A medida v admite a decomposicao v = v —v~, onde v+ e v~ sdo o-
finitas. Assim pelo teorema da decomposigao de Lebesgue, vt = vj+1v e v™ = v +v/,
com vy L p, v] < p, v L pev) < p, pois |p| é o-finita. Atendendo a que uma das
medidas v ou v~ é finita, podemos ainda escrever a igualdade v = (v — 1))+ (v] —vY),
onde v — v L pevy—v) < p A unicidade da decomposi¢do obtem-se como no
Teorema 8.6.1. [J
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No caso particular em que (X, A, u) = (IR% B(IRY),\) podemos apresentar um

resultado mais preciso que o anterior.

Teorema 8.6.6 Se v € uma medida finita em (R?, B(IR?)), entdo existem medidas Vge,
Vg € Vs EM (]Rd,B(IRd)) tais que Vv = Vge +Vg+ Vs, onde Vg <K N, Vg € discreta e vs L A

com vs({x}) = 0 para todo o x € RL. A decomposicio anterior ¢ inica.

Demonstracao: Pelo teorema da decomposicao de Lebesgue, v = vy 4+ v, com vy L A
e 1 € \. Seja C o conjunto dos pontos de IR? tais que v({z}) # 0. Um tal conjunto
¢ quando muito numeravel (ver Exercicio 2.9.22). Tomando 12(A) = (A NC) e
v3(A) = vy(ANCe), para A € B(IR?), obtemos vy = vy +v3 com vy L A ews L A Além
disso, vy é discreta pois v2(C¢) = (D) =0, e v3({z}) = vy({z} NC°) = 0.

Para estabelecer a unicidade da decomposicao, basta mostrar que a decomposigao

de vy é tnica. Suponhamos entao que
Vo = Vo + 3 = Vh+ U, (8.6.7)

onde v e /) sdo discretas e v e 4 sdo discretas e alheias & medida de Lebesgue. Existem
entdo C' e C' quando muito numerdveis com v5(C°) = v4(C’) = 0. Sendo v e V4
singulares temos, para A € B(IRY), 1o(A) = (AN (CUC)) = > zeancucn v2({z}) =
> sean(cucn Va{z}) = 5(AN(C U ') = 1,(A). De (8.6.7) concluimos agora que

vg = v4, atendendo a que vy é finita. [J

Uma medida p que satisfaz u({z}) = 0, para todo o = € IR?, diz-se difusa. Se além
disso é alheia a medida de Lebesgue dizemos que p é singular. O teorema anterior
estabelece assim a decomposicio duma medida finita sobre B(IR?) como soma duma
medida absolutamente continua, duma medida discreta e duma medida singular.

Quando a componente singular de v relativamente a A é identicamente nula, o

teorema anterior da-nos um processo explicito de cédlculo do integral duma funcao f

[ v = [ foax+ ¥ sapwiiah,

zeC

v-integravel:

onde g é a densidade de v relativamente a A e C' é o suporte de v4. No caso real, C' nao
¢ mais do que o conjunto dos pontos de descontinuidade de F,, (ou de F,,).
8.7 Teorema da representagao de Riesz em L”

Uma aplicacao importante do teorema de Radon-Nikodym é a representacao integral

das funcionais lineares limitadas em LP(X, A, u,IR), com p € [1,4o0].
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Se B é um espago de Banach real (ou mais geralmente um espago vectorial normado),

uma funcional linear em B é por defini¢do uma aplicacao linear de B em IR. Uma

funcional linear ¢ em B diz-se limitada se existir C' > 0 tal que |o(f)| < C|f|, para
todo o f € B (esta tltima propriedade é equivalente a continuidade de ¢). O conjunto
das funcionais lineares limitadas em B, que denotamos por B’, é um espaco vectorial
real, dito dual de B. Além disso, é um espaco normado. Com efeito, a aplicagdao
©— || definida por |¢|" = sup{|e(f)] : |f] < 1}, é uma norma em B’.

Se f € L'(u) a aplicacio ¢ : f — [ fdp é, como sabemos, uma funcional linear.
Além disso, é limitada uma vez que |o(f)| < [|f|ldp = |f|1. Mais geralmente, se
f € LP(u), para p € [1,+o0o[, entdao dado g € LI(p) com ¢ €]1,+00], onde ¢ é tal que
1—1) + % =1, a aplicacao ¢ de LP(u) em IR definida por

o(f) = /fgdu, (8.7.1)

¢ uma funcional linear limitada em LP(u). Além disso, |¢| = [g/q-

A questdo que agora colocamos, é a de saber se uma funcional linear limitada
em LP(u) pode sempre ser escrita na forma integral (8.7.1) para alguma funcao g. A
resposta a esta questao é afirmativa sob certas condigdes na medida p que sao precisadas

no teorema seguinte.

Teorema 8.7.2 (da representacgao de Riesz) Para p € [1,+00], seja (X, A, u) um
espago mensurado com p o-finita se p =1 e p qualquer se p €]1,+00[. Se ¢ € uma
funcional linear limitada em LP(p) entao existe g € L1(u), com q €]1,4+0o0] e I—l)—i—% =1,

tal que ¢ € dada por (8.7.1).

Demonstragao: Restringir-nos-emos apenas ao caso em que p é o-finita (para p
qualquer se p € |1, +oo[, ver Cohn, 1980, pg. 149-152).

a) Suponhamos em primeiro lugar que pu(X) < +oo, e consideremos a funcao de
conjunto v(A) = ¢(14), definida para A € A. Pela continuidade de ¢, v é uma medida
com sinal finita, uma vez que |[v(A)| = |p(T4)] < C|Tal, = C(u(A)Y/P, para A € A,
onde C > 0 ¢é tal que |¢(f)| < C|f|p, para todo o f € LP(n). Além disso, v < p,
e assim, pelo Coroldrio 8.4.7, existe g mensuravel de (X, A) em (IR,B(IR)) tal que
v(A) = [, gdp, ou ainda, ¢(I4) = [ Tagdu, para todo o A € A. Pela linearidade de

v, para f escalonada temos também

o(f) = /fgdu- (8.7.3)

Para p € [1,4o00[, verifiquemos agora que g € L9(u), onde g €]1,+0o0] é tal que

1—1) + % = 1. Se pe]l,+0], seja (g,) uma sucessao de fungdes escalonadas nao-negativas
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tal que g, 1 |g|. Entdo [ |ga|%dp < [|glgh~'du = [sgn(g)g g dp = w(sgn(g)gh ') <
Clsgn(9)gy | = Clgnld™", ou ainda, |gn], < C, o que permite concluir que [ [g|?dy <
+o0, isto é, g € Li(p). Se p = 1, mostremos em particular que p({z : [g(z)| >
C}) = 0. Se tal nido acontecesse, para a fungao escalonada sgn(g)1y,:(4(x)>c} teriamos
p(s80(9) Lpaslg(ay>cp) | = [ 580(9) Uiaig@)>c1 941 = [ 191 Tgasiga)>cydn > Cu({z -
9(z)| > C}) = Clsgn(9) Lz g(x)|>c1 1, 0 que é falso.

Argumentos de densidade (cf. Teorema 5.5.2) permitem finalmente concluir que a
igualdade (8.7.3) é também vélida para todo o f € LP(u).

b) Suponhamos agora que p é o-finita. Seja (A,) uma sucessao em A tal que
w(An) < +ooe 32 A, = X. Paracadan € N, e f € LP(A,, Ay N A pya,),
consideremos a funcional linear limitada ¢,(f) = @(f14,), onde f(z) = f(x), se
r € Ay, e f(r) =0, se z ¢ A,. Pela primeira parte da demonstracio, existe g, €
LY(An, Ap N A, p4,) tal que ©(flla,) = [ fla,gndu. Consideremos agora as fungdes
p(z) = gn(x),sex € Ap,eg,(r)=0,sex ¢ Ap,eg=> 17, Como ge LI (u) (cf.
Teorema 5.5.1) e ¢(f) = [ fgdp, para todo o f € LP(p) (usar a continuidade de ¢ e a

convergéncia f ][Zk71 a4, > fem LP (1)), a demonstracao esté concluida. O

Em consequéncia da teorema anterior, a aplicagdo T de LI(u) em LP(u) definida
por T'(g) = ¢, onde ¢ é dada por (8.7.1), é uma aplicagao é linear sobrejectiva. Além
disso, |T'(g)|" = |glq, isto é, T preserva a norma (T é uma isometria). 7' é entdo um
isomorfismo isométrico entre os espagos L(u) e LP(u)’. Os espagos normados L7(u)

e LP(u)" podem ser assim identificados. Por simplicidade de linguagem dizemos que
L%(u) é o dual de LP(p).

8.8 Exercicios

1. Sejam p e v medidas com sinal em (X, A) tais que u(A) < 400 e v(A4) < 400 para todo
o0Ae€ A oup(ld) >—o0oev(A) > —oco para todo o A € A. Mostre que p + v é uma
medida com sinal em (X, .A).

2. Se f: (X, A, u)— (IR, B(IR) é integravel ou quase-integravel, mostre que v(A) = fA fdpu,
A € A, é uma medida com sinal.

3. Se v é uma medida com sinal e v = v; — 15 onde 1 e V5 sao medidas finitas, mostre que

vT(A) <vi(A) e v (A) < vy(A), para todo o A € A.

4. Seja v uma medida com sinal finita em (IR, B(IR)) e F, a fungao real de varidvel real
definida por F,(z) = v(] — 00, z]), para z € IR. Mostre que:

(a) F, é limitada, continua a direita e lim,, o, F,(z) = 0;

(b) F, caracteriza v.

(Sugestéo: utilize a decomposigao de Jordan de v e o Exercicio 2.9.21).
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5.

10.

11.

12.

13.

14.

Sejam A, 1 e v medidas com sinal em em (X,.A4). Mostre que:

(a) Sep<<Aev L Aentaopu L v.
(b) Se A< pre AL pentdo A =0.

Sejam A, e v medidas em (X,.A) com p e v nas condi¢oes do Exercicio 1. Mostre que:

(a) Sep << dev << Aentdo p+ v < A\
(b) Sepu L Xev L Aentdo p+v L A

Considere em (IR, B(IR)) a medida definida por v(A) = [, |z|d\(z) para mostrar que a
condicao de finitude de v é essencial no Teorema 8.4.3.

Sejam A e p as medidas de Lebesgue e de contagem em ([0, 1], B([0,1])). Mostre que:

(a) A<
(b) Nao existe f : [0,1] —IR™ B([0, 1])-mensuravel tal que A\(4) = [, fdu, para todo o
A e B([0, 1]);

(¢) Porque ndo hé contradi¢do com o teorema de Radon-Nikodym?

Sejam A, u e v medidas o-finitas sobre (X,.A). Mostre que:

d dv d
(a) Sev<pep<Kientior < Ae ﬁ = ﬁﬁ A-q.t.p.;
dp+v) dup dv

(b) Seu<</\ey<</\entéou+y<</\eTfa o A-q.t.p..

Sejam v uma medida sobre B(IR) e f uma fungio ndo-negativa v-integrével. Defina-se a
fungdo F : IR— 1R por F(z) = f}_oo 2] fdv, para x € IR. Mostre que:

(a) F é uma fungao limitada, ndo-decrescente, continua & direita com lim F(z) = 0;
r——00
(b) F é continua em = € R se v({z}) = 0;
(c) pr<ve %’;TF = f, sendo pp a medida finita sobre IR associada a F' (cf. Exercicio
2.9.21).

Sendo P uma probabilidade sobre (IR, B(IR)), mostre que existem probabilidades Py, P»
e P3 com P; absolutamente continua, P» discreta e P3 singular, e nimeros reais nao-
negativos aq, as € ag com g + s + ag = 1, tais que P = a1 Py + as Po + a3 Ps.

Sejam f e g fungoes reais de varidvel real definidas por
f(x) =V1—alj_,1(z) e g(x) = $2H[07+00[(x),

e p e v medidas em B(IR) definidas por u = f\ e v = g\. Determine a decomposigao de
Lebesgue de v relativamente a pu.

Seja p a medida finita sobre B(IR) associada & fungao F definida por F(z) =0 se z < 0,
Fz)=2z+1se0<z<1leF(x)=3sex>1. Determine a decomposigao de Lebesgue
de p relativamente & medida de Lebesgue sobre B(IR) e calcule [ x2dpu.

Uma medida p sobre (IR, B(IR)) diz-se quase-discreta se existe um subconjunto numeravel
C de R tal que u(C¢) =0. Se p é quase-discreta, mostre que:
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(a) S ={z € R: p({z}) > 0} = (NgeeC, onde C ¢é a classe dos subconjuntos nu-
meraveis de IR com complementar de medida p nula;

(b) Sec;
(c) p é o-finita sse p({z}) < 400 para todo o z € IR.

15. Se v é uma medida o-finita em (IR, B(IR)), mostre que existem medidas Vg, Vgq € Vs em
(R, B(IR)) tais que v = Ve + Vgq + Vs, onde Vg K A, vgq é quase-discreta e vs L A com
vs({z}) = 0 para todo o z € IR. Mostre ainda que a decomposigao anterior ¢ tinica.

(Sugestdo: retome a demonstracao do Teorema 8.6.6).
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Capitulo 9

O teorema da diferenciacao de
Lebesgue

Tendo como motivagcao prézima a observacdo com que termindmos o §8.5, estudamos
neste curto capitulo a diferenciabilidade da fun¢ao :U—)f]ioo 2] fdX\, onde f € integrdvel

a Lebesque.

9.1 Preliminares

Se f: [a,b]— IR é uma funcao integravel & Riemann, sabemos que F' definida, para
z € [a,b], por F(z) = [7 f(t)dt, ¢ quase certamente diferencidvel, e F'(z) = f(z), se
f é continua em x. Sera esta propriedade vélida para o integral de Lebesgue? Isto é,

sendo f integravel a Lebesgue, existirao e serao iguais a f(z) os limites

. Flx+h)—F(z) 1
g PEENID gy L [
e
. Fl@+h)—F(x) . 1
. h = e = hoa) /]gﬁ_,w] UOLLOk

Mais geralmente, sendo f : R — R em £'()\) e (E,) uma sucessdo de conjuntos

mensuraveis que converge para x num sentido a precisar, ter-se-a

1
lim

n—-+o0 \(Ep) /En fy)dA(y) = f(x)?

Comecemos por analisar o caso em que E, = B(zx,h,) onde (h,) é uma sucessao
de niimeros reais estritamente positivos que converge para zero quando n tende para

infinito.

109
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Para f € L'(\) e n € N, denotemos por D, f a funcio de R? em R definida, para
z € RY, por

1
D@ = SEa] /B o T

=[x, (),

onde ¢y, (¥) = ¢(x/h,)/hL, com ¢ = Tp(,1)/A(B(0,1)) (ver (7.5.9)).

Pelos Teoremas 7.5.8 e 7.5.11, D, f é continua e, sendo f limitada e uniforme-
mente continua, D, f converge uniformemente para f, quando n— +oo. Em particular
lim D, f(x) = f(x), para todo o x € R?. De seguida provaremos que este resultado
continua valido, a menos dum conjunto de medida nula, para f em £'(\). Para tal usa-
remos o facto de qualquer funcao integravel a Lebesgue poder ser aproximada por uma
funcao continua de suporte compacto, bem como a desigualdade maximal de Hardy-

Littlewood que estabelecemos no proximo paragrafo.
9.2 Desigualdade maximal de Hardy-Littlewood
Para f € L'()\), definamos a aplicacio

Mf(x) = sup{ Dp|f|(z) : n € N},

para z € RY. Mf toma valores em [0, +o0] e é B(IR?)-mensurével, pois para a € IR,
{z : Mf(z) > a} = U,en{® @ Dnlf|(z) > a}. Esta funcdo nao ¢ necessariamente
integravel. No entanto, é valida para ela uma desigualdade andloga a desigualdade de
Tchebychev-Markov.

Lema 9.2.1 (de Vitali) Se E € B(R?) possui uma cobertura {B;,j € J} com B,
bola aberta de raio rj e {r; : j € J} limitado, podemos extrair uma sub-familia {B}},

finita ou numerdvel, constituida por bolas disjuntas duas a duas tal que

AE) <54 A(By).
k

Demonstragao: Ver Revuz (1994), pg. 195-196. OJ

Lema 9.2.2 (desigualdade maximal de Hardy-Littlewood) FEziste uma constante

A estritamente positiva tal que para todo o a > 0 e todo o f € L'(\),

Mz e RY: Mf(x) > a}) < Aa”"| f]1.
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Demonstragao: Para a > 0, seja E, = {x : Mf(xz) > a}. Para todo o z € E, existe
uma bola aberta B(z,hy,) = By tal que [5 [f|dA > aX(B;). A familia (By,z € Eq)
¢ uma cobertura de E, nas condi¢oes do lema anterior. Podemos entao extrair de
tal familia uma sub-familia (By) finita ou numeravel, tal que A(E,) < 55, A(Bg) <
5dofldzk ka |fld)\ = 5%a~! fzk B, [f1dA < 5% f|1. O lema estd demonstrado com
A=5%0

Do lema anterior concluimos também que Mf é quase certamente finita.

9.3 Teorema da diferenciagcao de Lebesgue

Estamos agora em condigoes de demonstrar o teorema da diferenciacao de Lebesgue.
Teorema 9.3.1 (da diferenciacao de Lebesgue) Para todo o f € LY()\),

lim D,f=f A—q.t.p.

n—r-00

Demonstragao: Sejam « > 0, qualquer, e A a constante cuja existéncia é garantida
pela desigualdade maximal de Hardy-Littlewood. Para e > 0, qualquer, seja g continua
de suporte compacto tal que |f—g|; < €/(2a~ (A+1)). Para z € IRY, temos |D,, f(z) —
Dagl@)] < fiunn 1 = GINAB(, b)) < Dalf — gl(@) < M = gl(@),  |Duf(z) -
F(@)] < 1D (£)~ Dug(e) |+ Dug(z)— £ ()] < MIf —gl(2)+ | Dug(z)— £ (x)]. Tomando
limites, obtemos limsup |D, f(z) — f(x)| < M|f — g|(x) + |Dpg(x) — f(z)|, e assim
{z : limsup [Dn f(z) — f(2)] > o} C {2 : M[f —gl(z) > a/2} U{z : |g(z) — f(z)| >
a/2}. Pelas desigualdades de Tchebychev-Markov e de Hardy-Littlewood, temos A({z :
limsup | Do f(x) — ()] > a}) < 240-1f — gy + 20~ (A+ D|f — gls < e. Sendo
e > 0, qualquer, concluimos que A\({z : limsup|D, f(x) — f(z)| # 0}) = 0, ou seja,
lim D, f = f, Aq.t.p.. O

O teorema da diferenciacao de Lebesgue permanece vélido se f é localmente integra-

vel, isto é, se fK |f|ld\ < 400, para todo o subconjunto compacto de IRY. Com efeito, se
B é uma qualquer bola aberta de IR?, a funcéo J|p ¢ integrdvel e assim para quase todo
o ponto ¥ € B, lim D, f|g(r) = fip(x). Basta agora notar que para n suficientemente
grande B(z, h,) C B.

Vejamos agora como podemos generalizar o teorema anterior a outras sucessoes
(E,) de borelianos.

Definigdo 9.3.2 Chamamos conjunto de Lebesque duma fungdo f € LY(N), ao con-

junto dos pontos x € RY tais que

i 1 _
Jin oo /B o ) = @I =0,
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para toda a sucessio (hy) de mimeros reais estritamente positivos que converge para

zero quando n tende para infinito. Denotamos por Ly um tal conjunto.
Teorema 9.3.3 Para f € L1()), A(L§) = 0.

Demonstracao: Para ¢ € Q, sendo a funcao |f — ¢| localmente integrével, existe N, €
B(IR) com A(N,) = 0, tal que para @ ¢ Ny, lim [, , 1 (5) — aldA () /A(B(w, hn)) =
|f(x) — q|, para todo a sucessao (h,) de nimeros reais estritamente positivos que con-
verge para zero. Seja N = UgeqNy. Se z ¢ N e |f(x)] < +oo, temos lim sup fB(x )
[f(y) = f(@)|dA(y) /A B(x, hn)) < 2|f(x) — ql, para todo o ¢ € Q, 0 que permite con-
cluir que lim sup fB(x,hn) |f(y) — f(x)|dA\(y)/AN(B(z, hy)) = 0. Assim N°N{z:|f(z)| <
+00} C Ly, o que prova o pretendido. [

Definigdo 9.3.4 Dizemos que uma sucessio (E,) de borelianos de Re se contrai
suavemente para um ponto x € IRY, se existe ¢ > 0 tal que para todo o n € NN,

existe uma bola aberta B(x,ry,) satisfazendo as condigoes:
E, C B(z,ry), limr, =0 e A(E,) > c\(B(z,1,)).

Por exemplo, uma sucessao de cubos (abertos, fechados ou semi-abertos) centrados

em x cuja aresta tende para zero, contrai-se suavemente para x.

Teorema 9.3.5 Se f € L}(\) ex € Ly, entao para toda a sucessio (E,) de borelianos

de IR? que se contrai suavemente para T temos

1
lim

Demonstracdo: Basta ter em conta a desigualdade | [, f(y)dA(y)/A(Ey) —f(z)| <

Je, 1) = F@)dAW) /MER) < gy, [F @) = F(@)dA(Y)/(cA(B(z,70))), onde ¢ > 0
e (B(x,7y)) estdao nas condigoes da Definicao 9.3.4, e o facto de x € Ly. O

Voltemos a questdo com que iniciamos este capitulo. Se f : IR — IR é integravel
a Lebesgue, concluimos entdo que o integral indefinido F(z) = f]—oo,m] fdX\, é quase
em todo o ponto derivdvel e F' = f, A\-q.t.p., uma vez que as sucessoes de intervalos
(Jx,x + hy)]) e (Jx — hy,x]) contraem-se suavemente para z para toda a sucessao (hy)

de ntmeros reais estritamente positivos que converge para zero.
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Capitulo 10
A transformada de Fourier

Tendo em mente o interesse da teoria das funcdes caracteristicas para a disciplina de
Teoria das Probabilidades, abordamos neste capitulo apenas um dos aspectos da teoria

das transformadas de Fourier: o da transformada de Fourier de medidas finitas em

R,

10.1 Integracao de fungoes complexas

Como bem sabemos, o conjunto dos nimeros complexos pode ser identificado com
o conjunto IR? dos pontos do plano, associando-se a cada complexo z = x + iy o par
ordenado (z,y). A x chamamos parte real de z e escrevemos = = Re(z) e a y parte
imagindria de z que denotamos por y = I'm(z). Considerando em IR? a norma euclide-
ana e em C a norma do médulo (|z] = /22 + y2), conclufmos facilmente que os abertos
de cada um dos conjuntos podem ser também identificados, o0 mesmo acontecendo re-
lativamente as o-algebras de Borel B(C) e B(IR?).

Toda a funcao complexa f definida num conjunto X pode escrever-se na forma
f = Re(f) + iIm(f), onde Re(f) e Im(f) sao fungoes reais definidas, para x € X,
por Re(f)(xz) = Re(f(z)) e Im(f)(x) = Im(f(x)). As observagoes preliminares ante-
riores implicam que uma funcao f definida num espaco mensuravel (X,.A) com valo-
res em (C,B(C)) é mensuravel sse a fungio de (X,.A) em (IR? B(IR?)) definida por
(Re(f),Im(f)) é mensuréavel, ou ainda, sse as fungoes Re(f) e Im(f) definidas de
(X, A) em (IR, B(IR)) sao mensurdveis. Além disso, tendo em conta os Teoremas 3.2.3
e 3.3.1, concluimos que o produto e a soma de fungdes complexas mensuraveis, o pro-
duto dum complexo por uma funcdo complexa mensuravel, o limite duma sucessao de
fungoes complexas mensuraveis, sao ainda fungoes mensuraveis.

Tendo em conta o que atras foi dito, a definicdo de integral duma funcao complexa

definida num espago mensurado (X, A, i), surge agora de forma natural:
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Defini¢ao 10.1.1 Uma fun¢ao complexa A-mensurdvel f diz-se u-integrdavel se Re(f)

e Im(f) o forem, e nesse caso, o seu integral é o niimero complezxo definido por [ fdu =
J Re(f)du+i | Im(f)dp.

Tal como para o integral de fungoes reais temos:

Teorema 10.1.2 Uma func¢do complexa f € p-integravel sse |f| o for, e nesse caso

| [ fdp| < [ |fldp.

Demonstragao: A equivaléncia entre a integrabilidade de f e do seu médulo, resulta
das designaldades |Re(f)| < |f|, [Im(f)] < |f] e [f] < [Re(f)] + |Im(f). Além
disso, se [ fdu # 0e z = [ fdu/| [ fdul|, entdo | [ fdu| = 27t [ fdu = [271fdu =
JRe(z"" f)dp < [|27 fldu = [ |f|dp. O

Teorema 10.1.3 a) O conjunto das fungoes complexas p-integrdveis é um espago vec-
torial complexo (com a soma e produto escalar definidos da forma habitual).

b) A aplicagio f— [ fdu desse espago em C € linear.

Demonstracao: Ter em conta o teorema anterior e a linearidade do integral para

fungoes reais. [

Antes de terminarmos este curto pardgrafo sobre a integracao de fungoes complexas,
observemos que outros resultados que enunciamos relativos ao integral de funcoes reais,
sao também validos para fungoes complexas. Tal é, por exemplo, o caso dos importantes
teoremas da convergéncia dominada e de Fubini, que podem ser estabelecidos a partir
dos correspondentes teoremas para funcoes reais, considerando separadamente as partes

reais e imaginarias das fungoes intervenientes.

10.2 Definicao e primeiras propriedades

Neste e nos préximos pardgrafos o conjunto de base é IRY munido da o-algebra de
Borel e as medidas que consideramos estao definidas nesta o-algebra. A medida de
Lebesgue serd, como habitualmente, denotada por A. Para x = (x1,...,24) e y =

(y1,---,Yq) em IR, denotamos por < x,y > o produto interno usual em IRY, isto ¢,

d
<z,Yy>= zj:l T;Y;j-

Definicao 10.2.1 A transformada de Fourier duma medida finita pi € a funcio de IR?

em C definida por
w(u) = /ei<“’$>d,u(x), para u € RY.
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Se f € uma fung¢do mensurdvel ndo-negativa e A-integrdvel, chamamos transformada de

Fourier de f, que denotamos por f, a transformada de Fourier da medida fX, isto €,

f(u) = /ei<“’x>f(x)d)\(x), para u € RY.

i<u,:v>‘

Notemos que como |e = 1, os integrais anteriores estao bem definidos.

Proposicao 10.2.2 Seja pu uma medida finita sobre R?. Entdo fi é uma funcdo limi-

tada e continua com fi(0) = u(IRY).

Demonstragdo: Como [e!<%*>| = 1, entao |fi(u)| < [ [e’<®*>|du = p(IRY) e i(0) =
[1dp = p(RY). Para cada z € RY, a aplicagio u — €’<%“*> é continua e limitada.

Sendo p finita, a continuidade de 1z é consequéncia do Exercicio 4.7.14. O

Corolédrio 10.2.3 A transformada de Fourier duma fung¢do ndo-negativa e A-integrdvel
f, € limitada e continua com ]/”\(0) = [ fdA.

Exemplos: 1. Se §, é a medida de Dirac no ponto a € IR?, entdo &(u) = ei<ua>
para u € IR%.
2. Se f(z) = \/%B_JJQ/Q, para x € IR, entao f(u) = ¢ /2 para u € R (ver

Exercicio 10.5.4).

10.3 Injectividade

Propomos-nos, neste paragrafo, mostrar que a transformada de Fourier duma medida
finita caracteriza essa medida. Para o efeito, consideremos, para o > 0, a funcao de
R? em R definida, para u € IR?, por

L e

9o (u) = (ov/2m)d

Comecemos por calcular a sua transformada de Fourier.

Lema 10.3.1 A transformada de Fourier de g, ¢ dada, para u € R%, por

o (u) = e~ Tul?/2,

Demonstragiao: Como g,(u) = g1(u/o)/o? e gi(u) = H?Zl e_“?/Q/\/%T, para u =
(ui,...,uq), entao, pelos Exercicios 10.5.2, 10.5.3 e 10.5.4, obtemos sucessivamente
—~ ~ — o242 o2 [ul?

go_(u) — gl(gu) = H?:l e u]/2 —e [lee] /2. [l
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Lema 10.3.2 Seja i uma medida finita. Entdo, para x € R?, temos
1 -~ —i<u,x>—02|ul?/2
(9o * ) (@) = (2n)d pi(u)e ’ dA(w).

Demonstragao: As fungoes g, e g, estao relacionadas pela igualdade g,(z) =
91/0(—7)/(0 21)%, para 2 € IRY  Assim, pelo teorema de Fubini, (g, % p)(z) =
JG1jo(y—w)du(y)/(ov/2m)! = [ [ <4250, 10 (2)dN(2)du(y) /(o V/2m)" = [ e I/
e~ i<a,z> fei<y,z> d,u(y)d)\(z)/(%r)d — fﬁ(Z) e’i<z’:’3>"’2HZHQ/Qd)\(z)/(Qﬂ')d. ]

Teorema 10.3.3 A transformada de Fourier i duma medida finita caracteriza p, isto

€, duas medidas finitas com a mesma transformada de Fourier sdo iguais.

Demonstragao: Pelo lema anterior, se conhecermos j1 conhecemos g, * i1, para todo o
o > 0. Pelo Exercicio 7.6.16, conhecemos também [ hdu para toda a fungdo h limitada
e continua sobre IR? uma vez que [ hdu = limyy [(go * p)(z)h(x)dA(z). Tendo em
conta o teorema do prolongamento, basta agora mostrar que sendo A um rectangulo
semi-aberto a esquerda, a sua medida, p(A), pode ser expressa a partir de integrais do
tipo anterior. Tal é verdade uma vez que dado um rectangulo semi-aberto & esquerda,
sabemos que existe uma sucessao (hy,) de fungoes limitadas e continuas com 0 < h,, <1

e hy, — 14 (cf. Exercicio 3.6.9), o que, pelo teorema da convergéncia dominada, permite
escrever fi(A) = lim [ hydp. O

Corolério 10.3.4 A transformada de Fourier ]?duma funcdo integrdvel e ndao-negativa

caracteriza f (A-q.t.p.).

10.4 Foérmula de inversao
Da demonstragao do Teorema 10.3.3 sabemos que

1 .
/ hdy = i lim [ h(a) / fi(w) eI <wr>= W2 g\ () d A (), (10.4.1)
para todo a funcéo h limitada e continua sobre IRY. Esta igualdade dd-nos uma férmula
de inversao das transformadas de Fourier de medidas finitas.

Como veremos de seguida, se i é integravel podemos fazer melhor.

Teorema 10.4.2 Se u é uma medida finita cuja transformada de Fourier i € -
integrdvel, entdo p admite uma densidade continua e limitada relativamente a medida

de Lebesque dada, para = € RY, por

1 -~ —i<u,r>
o) = oy / () €= P<0> dA(u).
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Demonstragao: Comecemos por notar que g dada pela férmula anterior é uma funcao
real, que, pela integrabilidade de @, é limitada e continua. Além disso, se h é uma
funcdo de IR em IR continua de suporte compacto, a férmula, (10.4.1) e o teorema da
convergéncia dominada, permitem escrever [hdp = [hgd\. Se A é um rectangulo
semi-aberto a esquerda, sabemos que existe uma sucessao (h,) de fungoes continuas de
suporte compacto com h, > T4 e 0 < h, < lg, onde E é um rectangulo fechado que
contém a aderéncia de A (cf. Exercicio 3.6.9). Novamente pelo teorema da convergéncia
dominada, obtemos p(A4) = lim [ h,dp = lim [ hy,gd\ = fA gdA. E agora claro que
g ¢ nao-negativa. Finalmente, pelo lema da igualdade de medidas, concluimos que
p(A) = [, gdX, para todo o A € B(]Rd), o que prova o pretendido. [

Corolario 10.4.3 Se f € uma funcdo ndo-negativa e A-integrdvel cuja transformada

de Fourier ]? € \-integrdvel, entdo

f(a) = @ [ Fye = inw.a - g,
10.5 Exercicios

1. Mostre que a transformada de Fourier do produto de convolugao de duas medidas finitas
1 e v sobre R?, é o produto das duas transformadas de Fourier: v = pv. Conclua
que se f e g sdo fungdes ndao-negativas e A-integrdveis, entdo fxg = f 3.

2. Sejam f M-integrdvel e ndo-negativa, e ¢ a funcio definida, para z € R?, por glx) =
f(z/o), onde o # 0. Mostre que §(u) = |o|*f(ou), para todo o u € IR%

3. Sejam f; : R— R, i = 1,...,d, funcdes \-integraveis e nao-negativas, e f : R > R
definida por f(z) = H?Zl fi(z;), para = (x1,...,24). Mostre que f = Hle fi

4. Seja f(x) = \/%e*IZ/Q, para x € IR (ver Exercicio 7.6.13). Mostre que f é real e

derivdvel e que (f)'(u) = —uf(u), para u € R (Sugestao: utilize o Exercicio 4.7.15).
Conclua que f(u) = e~ /2, para u € R.
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