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Nota prévia

Estas notas tém como objectivo principal servirem de texto de
apoio as aulas da disciplina de Métodos Quantitativos leccionada a
alunos do segundo ano da licenciatura em Administragao Publica
da Faculdade de Direito da Universidade de Coimbra.

A abordagem a Estatistica que seguimos no curso e que aqui
apresentamos, é fortemente influenciada pelo livro de D.S. Moore
e G.P. McCabe, Introduction to the Practice of Statistics, editado
pela W.H. Freeman and Company. Acreditamos que esta aborda-
gem € a que mais se ajusta, nao sé a formacao matematica dos alu-
nos que frequentam a disciplina, mas principalmente aos objectivos
duma disciplina de Métodos Quantitativos inserida numa licencia-
tura em Administracao Publica.

Durante o curso, cédlculos e graficos foram muitas das vezes exe-
cutados com o auxilio da aplicagao informdatica SPSS (Statistical
Packages for Social Sciences) disponivel a partir do Centro de In-
formatica da Universidade de Coimbra.

Apesar dos assuntos tratados nestas notas corresponderem, no
essencial, ao que foi leccionado, as matérias completas foram ex-
postas nas aulas.

Carlos Tenreiro
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Introducao

O que é a Estatistica? O que vamos aprender? Para que nos serve?

0.1 O que é a Estatistica?

A palavra “estatistica” deriva do latim “status” que significa “estado”, “situagao”.
Vejamos o que o WEBSTER’S DICTIONARY diz sobre a palavra “estatistica” nas suas
edigoes de 1828 e 1996:

1828': wuma coleccio de factos relativos ao estado da sociedade,
condicao das pessoas no pais, a sua saude, longevidade, economia

doméstica, orientacdo politica, ao estado do pais, etc.

19962%: a ciéncia que trata da recolha, classificacdo, andlise e in-
terpretacao de factos ou dados numéricos, e que, pela utilizacdo da
teoria matemdtica da probabilidade, procura e estabelece reqularidades

em conjuntos mais ou menos dispersos de elementos.

Reparemos no significado atribuido a palavra “estatistica” na edicao de 1828 deste
diciondrio, em que ela serve para designar, nao uma disciplina cientifica ou um conjunto
de técnicas utilizadas para interpretar um conjunto de dados, mas tao s6 um conjunto
de factos ou dados relevantes para a organizacao dos estados. Actualmente, utilizamos
o plural estatisticas com um significado préximo do anterior. Mais precisamente,
usamo-lo para designar um conjunto de dados numéricos, agrupados e classificados,
referentes aos factos em estudo, ou ainda, descrigoes quantitativas duma realidade ou
dominio. Reparemos na evolucao do significado da palavra “estatistica” patente na
edicao de 1996, onde se faz referéncia nao sé ao papel descritivo da disciplina quando

se refere a classificacao, andlise e interpretacao de dados numéricos, mas também ao seu

L In: http://65.66.134.201/cgi-bin /webster /webster.exe?search_ for_texts_web1828=statistics
2Webster’s Dictionary, Random House, New York, 1996.
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papel inferencial quando se menciona a teoria da probabilidade como instrumento
matematico que permite a procura de regularidades ou padroes.

Estes dois aspectos sao também referidos nos diciondrios seguintes:

PETIT ROBERT (1993)3: estudo metddico de factos sociais, através
de procedimentos numéricos (classificacdo, descrigdo, inventariagao,
recenseamento), destinado a informar e ajudar os governos (1832);
campo da matemdtica aplicada que utiliza o cdlculo das probabilida-
des para formular hipdteses a partir de acontecimentos reais e fazer

previsoes.

DICIONARIO DA ACADEMIA DAS CIENCIAS DE LIsBOA (2001)%: Es-
tudo metodico que tem por objecto a observacao de certo miumero de
factos sociais, de uma realidade e a respectiva ordenacdo, andlise e
interpretacdo dos dados numéricos obtidos. — Estatistica Descritiva:
a que pesquisa e reune dados numéricos, calcula médias, indices. —

Estatistica Matemdtica: a que utiliza o cdlculo das probabilidades.

Para clarificar o papel inferencial da estatistica, pensemos no que se passa nas
vésperas duma eleicdo para a Assembleia da Republica em que vérias sondagens sao
realizadas para prever as votagoes dos varios partidos no acto eleitoral que se avizinha.
Contrariamente aos censos ou recenseamentos em que todos os individuos da popu-
lacao sao inquiridos, na realizagao duma sondagem apenas uma pequena parcela da
populacao, a que chamamos amostra, é inquirida. No caso das sondagens eleitorais a
populacao ou universo da sondagem ¢ idealmente constituida por todos os cidadaos
eleitores. Os resultados obtidos na amostra sao depois usados para estimar a verdadeira
percentagem de votantes em cada um dos partidos. Se a recolha da amostra, isto é, se
a amostragem for feita de forma adequada, é ainda possivel quantificar a confianca
que podemos ter na previsao efectuada.

O esquema seguinte resume o que acabamos de dizer. Além dos objectivos de
cada uma das areas da Estatistica acima referidas, incluimos também os instrumentos
utilizados em cada uma delas.

Apesar do processo de exploracao dos dados, na busca de padroes e de observacoes
que fogem a esses padroes, ndo coincidir necessariamente com o da sua descrigao, a
Estatistica Descritiva é também referida na literatura como Anaélise Exploratoria de
Dados. Estatistica Indutiva e Estatistica Inferencial sao designagdes correntemente

usadas em alternativa a Estatistica Matematica.

3Le nouveau Petit Robert, Dictionnaires Le Robert, Paris, 1993.

“Dicionério da lingua portuguesa contemporanea da Academia das Ciéncias de Lisboa, Verbo, Lis-
boa, 2001.
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ESTATISTICA
v N\

ESTATISTICA ESTATISTICA
DESCRITIVA MODELACAO MATEMATICA
! —— !
Organizacao e redugao dos Tira conclusoes sobre uma
dados de forma a realcar populacao a partir duma
a informacao importante amostra, dando uma medida
neles contida do erro que podemos cometer
ll T
TABELAS AMOSTRAGEM
GRAFICOS PLANEAMENTO DE EXPERIENCIAS
INDICADORES NUMERICOS ESTIMACAO E TESTES

Objectivos e métodos da Estatistica

De forma sucinta podemos dizer que a Estatistica é uma area da matemaética
aplicada que se ocupa da recolha, tratamento e interpretacao de dados numéricos, e
que usa a teoria da probabilidade para inferir sobre a populacao de onde esses dados

foram recolhidos.

0.2 O que vamos aprender?

Pretendendo concretizar um pouco mais as diversas etapas descritas no esquema
anterior, e, simultaneamente, dar uma ideia sobre os assuntos que abordaremos na
disciplina de Métodos Quantitativos, consideremos o exemplo seguinte de aplicacao da

Estatistica a medicina.

Exemplo 0.2.1 Num estudo sobre os efeitos psico-somaticos na recuperacao de jo-
vens anoréxicas, pretende-se saber se o tratamento habitualmente usado d4 melhores
resultados em regime ambulatério do que em regime de internamento hospitalar (para
mais detalhes sobre este exemplo ver Pestana e Velosa, 2002, pag. 34-36). Do quadro
seguinte consta o peso, em quilogramas, de jovens anoréxicas, no inicio do tratamento
e passado quatro semanas. Um grupo recebe o tratamento em internamento hospita-
lar (H) na companhia de um familiar e o outro recebe o tratamento residindo com a
familia (F). Apesar deste conjunto de dados nao ser muito extenso, os dados sao dificeis
de ler e de interpretar mesmo para um conhecedor da anorexia. E assim importante

estudarmos técnicas estatisticas para organizar, apresentar de forma clara e resumir os
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1 H 365 372 |17 H 377 387 |33 F 393 454
2 H 385 388 |18 H 376 370 |34 F 361 347
3 H 369 369 |19 H 397 404 |35 F 374 416
4 H 374 37120 H 381 3803 F 348 348
5 H 362 346 |21 H 396 375 |37 F 427 46.0
6 H 402 469 |22 H 347 343 |38 F 333 430
7T H 430 446 |23 H 363 374 |39 F 365 341
8§ H 346 423 |24 H 398 455 |40 F 370 352
9 H 367 333 |25 H 377 386 |41 F 372 433
10 H 365 372 |26 H 361 379 |42 F 352 411
11 H 385 438 |27 H 383 383 |43 F 378 419
12 H 404 432 |28 H 366 396 |44 F 407 425
13 H 368 37329 H 396 393 |45 F 39.0 415
14 H 347 328 |30 F 380 431 |46 F 395 444
15 H 31.7 412 |31 F 377 427
16 H 364 323 |32 F 390 414

Tabela 0.2.2: Peso em Kg de jovens anoréxicas

dados anteriores, de modo que deles sobressaia a informacao mais relevante. Estamos
naturalmente a falar da utilizagdo de tabelas, graficos e indicadores numéricos.

Pretendendo saber se o tratamento ambulatério é, ou nao, mais eficaz que o hospi-
talar, de modo a que o possamos indicar a outros doentes, necessitamos de técnicas que
nos permitam decidir por uma ou outra forma de tratamento, e ao mesmo tempo quan-
tificar o erro que poderemos estar a cometer quando tomamos essa decisao. Referimo-
-nos desta vez aos testes de hipdteses.

Um ponto fundamental de todo este procedimento de inferéncia, é a forma como
as jovens foram escolhidas para integrar o estudo, de modo a avaliarmos o alcance
do mesmo (isto é, para que universo de jovens anoréxicas podem os seus resultados
e conclusoes ser considerados vélidos), ou ainda, a forma como as jovens foram divi-
didas pelos dois grupos de tratamento. Estamos neste caso a levantar a questao da
amostragem e do planeamento da experiéncia. Todas estas questoes serao por

nos estudadas em capitulos futuros.

0.3 Para que nos serve a Estatistica?

A Estatistica é hoje uma ferramenta essencial aos profissionais das mais diversas
4reas de actividade. E-o para aqueles que a usam para fundamentar ou realizar estudos
nas areas da medicina, das ciéncias da terra, das engenharias, da psicologia, da peda-
gogia, etc, mas é-o também para aqueles que precisam de interpretar, preferivelmente

de forma critica, informacgao estatistica, quer esta se apresente de forma grafica ou
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nao-grafica. Atendendo & natureza das fungoes que podera desempenhar (ver as pu-
blicacdes “Cursos e Perfis Profissionais”® e “Prospecto 2003/04 da Universidade de

Coimbra”®

editadas pela Universidade de Coimbra), este poderd ser também o caso
dum licenciado em Administracao Ptblica. Sao diversas as tarefas que tem de de-
sempenhar na sua actividade profissional em que conhecimentos na area da Estatistica

poderao ser uma mais-valia real.

Exemplo 0.3.1 Para ilustrar a necessidade de conhecimentos na area da Estatistica,
por mais elementares que sejam, dum qualquer cidadao na interpretagao duma simples
sondagem de opiniao, fica o exemplo da sondagem eleitoral publicada pelo semanario

FEzxpresso em 16 de Setembro de 1995, cujos resultado apresentamos nos quadro e figura

seguintes:
Partidos | Intencao de voto
CDU 8.8%
PS 41.8%
PSD 33.7%
CDS/PP 9.1%
Outros 6.6%

Ficha técnica:

Universo da sondagem — eleitorado de Portugal Continental;

Amostragem — de tipo aleatério, estratificada segundo a regiao e o “habitat”;
Dimensao da amostra — 1006 individuos;

Margem de erro méaxima — 3.1%, com um grau de probabilidade de 95%.

=)

40 «

30

percentagem

20+

1 ¥ v d ¥
ol Ps PED CDSPP QUTROS

5 Cursos e perfis profissionais, Gab. de Apoio a Saidas Profissionais, Universidade de Coimbra, 2002.
5 Prospecto 2003/04 da Universidade de Coimbra, Universidade de Coimbra, 2003.
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Uma sondagem ¢é, como veremos, um caso particular duma classe mais vasta de pro-

blemas a que em Estatistica se d4 o nome de estimagao por intervalos de confianca.

O grafico de barras e o quadro sao de interpretacao simples dando-nos, de forma
grafica e ndo-gréfica, respectivamente, as intengoes de voto previstas para cada um dos
partidos politicos indicados. As questoes principais prendem-se com a compreensao
da ficha técnica. Nesta identifica-se o universo da sondagem ou populacao, ou seja, o
conjunto total de individuos para os quais os resultados da sondagem sao aplicaveis.
Neste caso o universo da sondagem nao é constituido por todos os cidadaos eleitores,
uma vez que nem os eleitores dos Acores e da Madeira, nem os cidadaos portugueses
emigrados, foram incluidos no estudo. Sobre a amostra é dito que foram inquiridos
1006 individuos e que é de tipo aleatdrio e estratificada segundo a regiao e o “habitat”.
Identifica-se desta maneira o método que foi usado para recolher a amostra, conhecido
por amostragem aleatoria estratificada. Como veremos mais a frente, trata-se de um
dos métodos de recolher amostras que permitem quantificar o grau de confianca que
podemos ter nas conclusoes tiradas a partir dessas amostras. Ficamos também a saber
que a verdadeira percentagem de votantes na CDU pertence ao intervalo [8.8 —3.1,8.8+
3.1] = [5.7,11.9] com uma probabilidade de 95%. Isto quer dizer que se se recolhessem
varias amostras, cada uma delas com 1006 individuos, pelo método de amostragem
referido, poderiamos construir outros tantos intervalos do tipo anterior, diferentes de
amostra para amostra, 95% dos quais conteriam a verdadeira percentagem de votantes
na CDU. Conclusoes analogas poderiam ser tiradas para os outros partidos. Reparemos
que esta quantificacao da confianga nas previsoes da sondagem, tem a ver, nao com as
previsoes particulares apresentadas, pois estas podem estar, ou nao, correctas, mas com
0 que se passaria se a sondagem fosse repetida um grande nimero de vezes. Por outras
palavras, a quantificagdo da confianca nos resultados duma sondagem tem a ver com
o método utilizado para produzir as previsoes. Voltaremos mais tarde a todas estas

questoes.

Por curiosidade, apresentamos na tabela seguinte intervalos para as intencoes de
voto que decorrem da sondagem anterior e os resultados nacionais obtidos (ver pagina

da Comissao Nacional de Eleigoes no enderego http://www.cne.pt/):

Partidos | Intencao de voto | Votacao

CDU [5.7%, 11.9%] 8.57%
PS 38.7%,44.9%] | 43.76%
PSD 30.6%, 36.8%] | 34.12%

CDS/PP | [6.0%,12.2%)] 9.05%
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Parte 1

Analise Descritiva de Dados






Capitulo 1

Distribuicao duma variavel

Individuos e varidveis. Varidveis qualitativas e varidveis quantitativas. Distribuicdo
duma varidvel. Frequéncias absolutas, relativas e percentuais. Tabela de frequéncias.
Grdfico de barras. Grdfico circular. Grdfico de caule-e-folhas. Histograma. Distri-
buicdes simélricas e assimétricas, unimodais e bimodais. Média e mediana. Variancia
e desvio-padrao. Minimo, mdximo e amplitude. Quartis e amplitude interquartil.
Observagoes discordantes. Grafico de extremos-e-quartis. Alteracao da unidade de

medida.

1.1 Individuos e variaveis

A informacao contida no quadro da Figura 1.1.1 diz respeito a 30 cidadaos nacionais
que nos censos de 1991 responderam ao questionario que lhes foi entregue (in Ferreira
e Gongalves, 1996, péag. 89).

Qualquer conjunto de dados como este, contém informacao acerca dum grupo de
individuos, informacao essa que esta organizada em variaveis.

No caso particular da Figura 1.1.1, temos informagao sobre 6 varidveis (residéncia,
idade, estado civil, nimero de filhos, rendimento mensal, sexo), observadas em 30 in-
dividuos. Por individuo queremos designar qualquer objecto descrito por um conjunto
de dados. Os individuos podem ser pessoas, animais, ou coisas. As varidveis sao carac-
teristicas que observamos nos diversos individuos, variando os seus valores de individuo
para individuo.

Sendo a informacao da Figura 1.1.1 relativa a uma parte dos cidadaos nacionais
que nos censos de 1991 responderam ao questiondrio entregue, dizemos que tal in-
formagao é relativa a uma amostra desse conjunto mais vasto de cidadaos. Ao nimero

de individuos da amostra, chamamos dimensao da amostra. No caso presente, temos

11
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Codigo Residéncia Idade Estado civil N.° de filhos Rendimento Sexo
1 Coimbra 36 cas 2 232 250% M
2 Lishoa 42 div 4 153 242% F
3 Porto 28 cas 1 51 340% M
o Porto 18 cas 1 55 250% F
5 Braga 30 sol 0 265 234% M
6 Faro 25 cas 1 71 340% 7
7 Coimbra 32 cas 2 132 000% F
8 Lisboa 16 sol 0 0% M
9 Porto 26 cas 1 71 340% F
10 Coimbra 32 cas 2 245 2508 M
13 Lisboa 17 sol 0 0% E
12 Porto 22 cas a 81 400% M
13 Coimbra 39 cas 2 130 000% F
14 Lisboa 16 sol 0 0% F
15 Parto 25 cas 2 342 340% F
16 Braga 62 viu 2 332 250% M
17 Lisboa 38 div 0 63 428% F
18 Faro 23 cas 1 92 340% M
19 Braga 31 cas 2 155 750% F

20 Lisboa 56 div 5 327 453% e
21 Porto 28 cas 3 45 340% M
22 Coimbra 42 cas 2 282 250% M
23 Lisboa 18 sol 0 0% M
24 Porto 27 cas i 71 340% F
25 Coimbra 35 cas 3 112 500% F
26 Lisboa 20 sol 0 85 230% F
27 Porto 35 cas 4 71 340% M
28 Braga 52 cas 2 110 250% F
29 Faro 46 viu 3 150 234% M
30 Lishoa 45 cas 1 75 000% F

Figura 1.1.1: Dados relativos aos censos de 1999

uma amostra de dimensao 30.

Algumas varidveis como “residéncia”, “sexo” ou “estado civil”, apenas distribuem
os individuos em categorias de acordo com qualidades desses mesmos individuos. Tais
varidveis dizem-se por isso qualitativas. Os valores ou modalidades assumidos por uma
varidvel qualitativa sao assim identificadores de qualidades, modalidades ou atributos
do individuo observado. No caso da variavel “sexo” da Figura 1.1.1, em vez das letras
M e F para designar masculino e feminino, poderiamos utilizar nimeros como 1 e 2
desde que indiquemos qual a modalidade que é representada pelo nimero 1. Estes
numeros expressam apenas um atributo do individuo observado, nao fazendo sentido
realizar sobre tais nimeros operagoes numéricas como, por exemplo, o calculo duma
média. Apesar de neste caso a utilizagdo das letras M e F ser mais sugestiva, casos

hé em que é mais facil utilizar nimeros como identificadores dos valores assumidos por
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uma varidvel qualitativa.
Outras variaveis como “idade”, “numero de filhos” ou “rendimento mensal”, to-
mam valores numéricos com os quais faz sentido realizar operagoes aritméticas. Fara,

por exemplo, sentido calcular o rendimento médio dos individuos observados. A estas

varidveis chamamos varidveis quantitativas.

A figura seguinte mostra o aspecto do ficheiro SPSS censos.sav que comporta a
informagao incluida no quadro da Figura 1.1.1.
“sexo” foram usadas etiquetas para representar as suas modalidades.
também com as varidveis “residéncia” e “estado civil”. No caso da varidvel “residéncia”,

usamos as etiquetas 1, 2, 3, 4, e 5, para representar as cidades “Braga”, “Porto”,

“Coimbra”, “Lisboa” e “Faro”, respectivamente.

censos. sav - SPSS Data Editon
File Edit Wiew Data Transform  Analyee Graphs  Utilities Window  Help

Reparemos que nao sé na varidvel

Tal acontece

ErCCEEE

=k ) T

3| %@

i‘l = reside I3
teside idade estcivil rfithos rendin SEXO var
1 3 3 2 20 232250 1
2 4 42| 3 4| 153242 2|
3 2 28| 2| 1) 51340 1]
4 2] 18 2| 1 552500 2|
5 1 30 1 0 265234 1 [ |
B 5| 25| 2 1 71340 | 2 [ |
7 3 32| 2| 2/ 132000 2|
g 4 15/ 1] 0 0 1
] 2] 2| 2] 11 71340 2
10 3| 2| 2| 2| 245250 1
11 4 17| 1| 0| o/ 2
12 2| 22| 2| 11 a&idon) 1] |
13 3 8| 2| 2| 130000 2| Il
14 4| 16 | 1 o o 2| il
15 2| 25| 2| 3 342340 2|
16 1] 62/ 4] 2] 332280 1]
17 4| 34| 3] 0 F3428 | 2]
18 5| 23| 2| 1 92340 1
19 1] 31| 2] 2| 155740 2
20 4 58 3 5| 327453 2
21 2| L] 2| 1 45340 | 1 | |
22 3 42 2| 2| 262250 1 -
23 4 18 1] 0 0| 1]
24 2 27 2| 1 71340 2
25 3 35 2| 3| 112500 2
26 4 20| 17 0| 85230 2|
27 2 3| 2 4 71340 1] I
2 1] 52| 2| 2| 110250 2| |
23 5| 46 4 3| 150234 1 I
30 4| 45 2 1| 75000 2 |
31
32
\ Data View f Variable View [ IEN |

|SPSS Processor is ready

B

Ficheiro censos.sav
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1.2 Representacao grafica duma distribuicao

O padrao de variacao duma varidvel, a que chamaremos distribuicao da varia-
vel, é uma informacao importante sobre essa variavel. A distribuicao duma variavel
da-nos conta dos valores que a variavel toma, bem como a frequéncia com que
os toma. Os métodos de representacao de dados que vamos estudar nos paragrafos
seguintes, permitir-nos-ao descrever a distribuicao da variavel em estudo, pondo em

evidéncia as suas principais caracteristicas.

1.2.1 Graficos para variaveis qualitativas

Os valores que uma variavel qualitativa toma sao etiquetas ou rétulos para as
modalidades ou categorias respeitantes a essa variavel. Um modo de resumir os dados
observados para uma varidvel qualitativa é contar o niimero de vezes que ocorre cada
um dos valores assumidos pela varidavel. Esse ntmero é dito efectivo, frequéncia

absoluta ou, simplesmente, frequéncia desse valor.

Exemplo 1.2.1 Centrando a nossa atengao na variavel “residéncia” da Figura 1.1.1,
apresentamos na tabela seguinte o resultado de tais contagens. Além da frequéncia
de cada uma das modalidades que a varidvel “residéncia” assume, a tabela apresenta
também as chamadas frequéncia relativa e frequéncia percentual . E por isso dita

tabela de frequéncias.

Residéncia

frequéncia | fregquéncia

frequéncia relativa percentual

Braga 4 133 13,3
Forto g BT 26,7
Coimbra f 200 20,0
Lizhoa g Refuln 30,0
Faro 3 00 10,0
Total a0 1,000 100,0

Vejamos como, em geral, efectuamos o calculo das frequéncias relativa e percentual.
Comecemos pela frequéncia relativa que se obtém dividindo a frequéncia (absoluta)

pelo nimero de observacgoes:

frequéncia

frequéncia relativa = —; .
numero de observacoes
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A frequéncia relativa é por isso um ndmero maior ou igual que 0 e menor ou igual
que 1. A frequéncia percentual, exprime-se em percentagem, e nao é mais do que a

frequéncia relativa multiplicada por 100:

frequéncia percentual = frequéncia relativa x 100 %

A informagao contida numa tabela de frequéncia pode ser apresentada graficamente

através dum grafico de barras.

Construgao dum grafico de barras:

® marcar no eixo dos zx dum sistema de eixos coordenados os valores

ou modalidades assumidos pela varidavel em estudo;

® colocar por cima desses valores barras verticais de altura igual a sua

frequéncia, a sua frequéncia relativa ou a sua frequéncia percentual.

Notemos que num gréafico de barras a espessura das barras nao tem qualquer signi-

ficado. Apenas a altura o tem.

Exemplo 1.2.1 (cont.) A informagao contida na Tabela 1.2.1 d4 origem ao grafico

de barras de frequéncias absolutas seguinte:

frequéncia

¥ ¥ ¥ ¥ M
Braga Porto Coimbra  Lishoa Faro

residéncia

Uma representacao alternativa muito corrente é a representacao em grafico circu-

lar. Esta representacao tem por base o circulo.
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Construgao dum grafico circular:

® dividir o circulo em tantos sectores quantos os valores ou modali-

dades que a variavel toma;

® os angulos desses sectores sao obtidos multiplicando a frequéncia

relativa respectiva por 360 graus:

angulo dum sector = frequéncia relativa x 360°

Exemplo 1.2.1 (cont.) Para a varidvel “residéncia” da Figura 1.1.1 obtemos o gréfico

circular de frequéncias percentuais seguinte:

Faro

Braga
13,3%

10,0%

Lizhoa

30,0%

Coimbra

20,0%

Os angulos de cada um dos sectores marcados no grafico anterior sao apresentados na
tabela seguinte. Na primeira coluna o angulo é calculado a partir do valor aproximado
da frequéncia relativa dado na Tabela 1.2.1 (nesta tabela os valores foram aproximados
as milésimas). Na segunda coluna o mesmo célculo é feito utilizando o valor exacto da

frequéncia relativa.

angulo (aproxi.) | angulo (exacto)

Braga 47.88 48.00
Porto 96.12 96.00
Coimbra 72.00 72.00
Lisboa 108.00 108.00
Faro 36.00 36.00
Total 360 360

A discrepancia encontrada para os valores dos dois primeiros angulos é devida aos

erros de arredondamento presentes na frequéncia relativa. Sempre que efectuamos
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calculos utilizando uma calculadora, é preferivel trabalhar com os valores exactos ou
guardar na memoria da maquina os resultados de calculos anteriores. Em particular, se
esses resultados sao nimeros com muitas casas decimais, estamos, ao proceder assim,
a diminuir possiveis erros de arredondamento futuros.

Os graficos anteriores permitem uma percepcao réapida sobre a distribuigdo da
varidvel em estudo. No entanto, eles nao sao essenciais para compreendermos a distri-
buicao duma variavel qualitativa uma vez que esta é normalmente facil de apreender a
partir exclusivamente da tabela de frequéncias. A importancia da representacao grafica
na descricao da distribuicao duma varidvel serd mais relevante no caso das variaveis
quantitativas.

Apesar de apresentarem algumas limitacoes relativamente as representacoes graficas

especificas para varidveis quantitativas que estudamos no paragrafo seguinte, os graficos

frequéncia

° =

(=N
Fod
[
o

5
1,001 3,5%

4
2,0006,7%
3

0

7.00/23,3%
3,00 £10,0%

§,00 /26 %

Graficos de barras e circular para a varidavel “numero de filhos”
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de barras e circular sao também usados para descrever a distribuicao de varidveis quan-
titativas que assumem um pequeno numero de valores distintos. Tal é, por exemplo, o

caso da varidvel “nimero de filhos” da Figura 1.1.1 (ver figuras anteriores).

1.2.2 Graficos para variaveis quantitativas

Uma representacao grafica muito utilizada para descrever a distribuicao duma
varidavel quantitativa é o diagrama ou grafico de caule-e-folhas. Vejamos como

construir um grafico de caule-e-folhas.

Construgao dum grafico de caule-e-folhas:

® separar cada observacao num caule, formado pelos algarismos
dominantes do numero, e numa folha, formada pelos restantes

algarismos;

® colocar os caules numa coluna por ordem crescente de cima
para baixo, e desenhar uma linha vertical a direita dessa coluna de

numeros;

® colocar a direita de cada caule as respectivas folhas, por ordem

crescente da esquerda para a direita.

Exemplo 1.2.2 Consideremos o seguinte conjunto de dados relativo ao peso em gra-

mas de 42 ratos diabéticos (dados in Pestana e Velosa, 2002, pag. 115):

40, 46, 45, 46, 43, 47, 52, 39, 45, 42, 42, 44, 40, 41, 51, 42, 41, 38, 45, 48, 39
49, 38, 38, 42, 48, 49, 40, 38, 46, 42, 38, 51, 48, 44, 48, 40, 44, 38, 41, 45, 52

A varidvel em estudo é o “peso” e os individuos sdo os ratos observados. Seguindo
o procedimento acima descrito, facamos a representacao dos dados anteriores através
dum gréfico de caule-e-folhas. Neste caso a separagao das observagoes em caule e folha
é simples. O caule é o algarismo das dezenas, enquanto que a folha é o algarismo das
unidades. Os trés passos atras descritos dao origem aos graficos seguintes, sendo o

ultimo deles o gréfico de caule-e-folhas da varidavel em estudo:
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3 | 989888888
2) 4 | 065637524012158928906284804415
5 | 2112

3 | 888888899
3) 4 | 000011122222344455556667888399
5 | 1122

Reparemos que cada caule tem aqui uma amplitude de 10 unidades. Isto quer
dizer que o nuimero representado pelo caule 3 é 3 x 10 = 30. Além disso, cada folha
representa uma sé observacao.

O gréfico anterior d4 uma pobre ideia da distribui¢ao da varidvel na parte central do
mesmo. Neste caso é habitual separar cada caule em semi-caules. No caso do exemplo
anterior, isto corresponderia a considerar os semi-caules 3, 3, 4, 4, 5 e 5, e a associar
ao primeiro semi-caule as folhas 0, 1, 2, 3 e 4, e ao segundo semi-caule as folhas 5, 6,

7, 8 ¢ 9. Eis o grafico de caule-e-folhas resultante:

3 | 888888899

4 | 0000111222223444
4 | 55556667838899

5 | 1122

Por vezes justifica-se ainda dividir cada caule em 5 subcaules. Ao primeiro subcaule
associavamos as folhas 0 e 1, ao segundo as folhas 2 e 3, ao terceiro as folhas 4 e 5, ao
quarto as folhas 6 e 7, e, finalmente, ao quinto subcaule associdvamos as folhas 8 e 9.

Quando esta tarefa é executada por um software estatistico, a separacao das obser-
vagoes em caule e folhas é feita de modo automatico. No caso do SPSS o grafico
produzido é o segundo dos graficos anteriores. O SPSS inclui no grafico a amplitude de
cada caule, a informacao de que cada folha corresponde a uma observacao, e também

a frequéncia de cada caule.

pesa Item-and-Leaf FPlot

Freguency Stem & Leaf
g§,00 3 . ©5G8855829
1e,00 4 . 0000111222223444
14,00 4 . LS55556667555559
4,00 5 . 11zZ:2

Stem widch: 10

Each leaf: 1 case(s)
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Casos hé em que nao é ébvia a separacao das observacoes em caule e folhas. O

exemplo seguinte ilustra este facto.

Exemplo 1.2.3 Para testar uma nova farinha para pintos, de um grupo de 40 pintos
com um dia seleccionaram-se 20 aos quais foi administrada a nova farinha - grupo
experimental -, tendo aos restantes sido dada a racao habitual - grupo de controlo.
Passadas trés semanas os pintos foram pesados tendo-se obtido os seguintes ganhos no

peso (em gramas) (dados in Martins e Cerveira, 2000, pag. 67):

Grupo de controlo Grupo experimental
383 325 360 351 | 362 443 404 376
285 343 405 468 | 438 407 392 424
352 414 326 392 | 409 313 464 406
356 386 313 279 | 421 423 475 398
348 452 363 432 | 434 336 417 322

Pretendendo-se representar a distribuicao dos pesos dos pintos do grupo de controlo
por um grafico de caule-e-folhas, surgem duas possibilidades para separar as observacoes
em caule e folhas. Tomando a observagao 383 para exemplificar, podemos optar por
considerar 3 o caule e 83 a folha, ou, em alternativa, considerar 38 o caule e 3 a folha.
A segunda opgao é desapropriada uma vez que levaria a um grafico com demasiados
caules e poucas folhas por caule. Tomando entao a primeira op¢ao, somos conduzidos

ao grafico seguinte em que cada caule tem uma amplitude de 100:

2 | 7985
3 | 13252643 48 51 52 56 60 63 83 86 92
4 | 0514325268

Para facilitar a leitura representamos cada folha por um sé algarismo o que neste
caso corresponde a desprezarmos o algarismo das unidades. Obtemos entao o grafico

de caule-e-folhas simplificado:

2 | 78
3 | 1224455566889
4 | 01356

Reparemos que, contrariamente aos graficos anteriores, neste grafico simplificado

nao sao registadas as verdadeiras observacoes uma vez que estas aparecem truncadas.
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Tal como no Exemplo 1.2.2 podemos ainda dividir cada caule em semi-caules:

|78
| 12244

| 55566889
| 013

| 56

=k W W N

Para cada um dos grupos de controlo e experimental apresentamos a seguir os

graficos de caule-e-folhas produzidos pelo SPSS:

peso Stem—and-Leaf Plot for peso Atew—and-Leaf Flot for

Grupo de controlo Grupo experimental

Fregquency Item & Leaf Frequency Stem & Leaf
2,00 2 = 1,00 Extcremes [=<313)
5,00 3. 12244 2,00 3. 23
g,00 3 . EE5EE880 4,00 3 . B799
3,00 4 013 11,00 4 . 00001222334
2,00 4 56 2,00 4 57

Stem width: 100 Stem widch: 100

Each leaf: 1 casei(s) Each leaf: 1 case(s)

Graficos de caule-e-folhas, por grupos de alimentacao

Reparemos que a observacao 313 do grupo experimental ¢ marcada de forma especial
sendo rotulada de “extrema”. Como teremos oportunidade de estudar um pouco mais
a frente, isto quer dizer que este valor é suspeito de nao seguir o padrao revelado pelas
restantes observacoes. Poder-se-a, por exemplo, tratar dum erro de observacao, dum
valor incorrectamente registado, ou dum valor incorrectamente incluido no conjunto de
dados. Diremos por isso que se trata duma observagao discordante. Devido a in-
fluéncia que tais observacoes podem ter, por si 86, no resultado de diversas metodologias
estatisticas, este tipo de observacoes exige uma analise especial. Em particular, estes
valores devem ser confirmados ou corrigidos antes de continuarmos o estudo. No caso
de ser um valor incorrectamente incluido no conjunto de dados, ele deve ser excluido.

Uma das aplicagoes mais interessantes dos graficos de caule-e-folhas, é a possibili-
dade de comparar dois conjuntos de observacoes conjugando os graficos de caule-e-folhas
respectivos. O gréfico seguinte permite uma comparacao simples dos grupos de controlo
e experimental, revelando evidéncias de que a nova farinha é preferivel & antiga. Para
que esta comparacao seja valida é importante que o nimero de observacoes em cada

um dos grupos seja aproximadamente o mesmo. O SPSS nao executa este tipo grafico.
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Grupo de controlo Grupo experimental
87 | 2 |
44221 | 3 | 1
98866555 | 3 | 6799
310 | 4 | 00001222334
65 | 4 | 67

Graficos de caule-e-folhas paralelos

Por razoes que decorrem da construcao dum gréafico de caule-e-folhas, em particular
pelo facto de todas as observagoes estarem nele representadas, este tipo de gréfico
revela-se desapropriado para grandes conjuntos de dados (reparemos que é possivel
contornar esta limitagao associando a uma folha vérias observagoes). Neste caso é
habitual utilizar uma outra representacao grafica a que chamamos histograma de

frequéncias ou simplesmente histograma.

Construgao dum histograma de frequéncias:

® dividir as observagoes em classes justapostas de igual amplitude e

calcular o efectivo de cada classe;
® marcar as classes no eixo dos zx dum sistema de eixos coordenados;

® por cima de cada classe colocar uma barra que cubra toda a classe e
cuja altura é igual ou proporcional a frequéncia (a frequéncia relativa

ou a frequéncia percentual) da classe.

Apesar das classes poderem, em geral, ter amplitudes ou tamanhos diferentes, va-
mos, por simplicidade, considerar sempre classes com iguais amplitudes. Um histo-
grama é assim um grafico idéntico ao grafico de barras mas em que as barras surgem
justapostas, sem qualquer espaco entre elas a nao ser que uma das classes consideradas

nao tenha qualquer efectivo.

Exemplo 1.2.2 (cont.) Retomemos os dados relativos ao peso dos ratos diabéticos
e facamos a sua representacao através dum histograma. Tomando como referéncia
o grafico de caule-e-folhas executado pelo SPSS para este mesmo conjunto de dados
em que foram usados 4 caules, comecemos por dividir os dados em 4 classes. Como
as observacoes variam entre 38 e 52 gramas, vamos considerar as seguintes classes de
amplitude 4 gramas:

137,41[, [41,45], [45,49][, [49,53].
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As frequéncias de cada uma das classes sdo apresentadas na tabelas de frequéncias

seguinte:
classes | frequéncia | percentagem
[37,41] 12 28.6
[41,45] 12 28.6
[45,49] 12 28.6
[49, 53] 6 14.3
Total 42 100.1

O histograma produzido pelo SPSS para as classes anteriores tem o aspecto seguinte:

frequéncia

v v v v
37 - 41 41-45 45 - 49 49 - 53
pesn

A soma das frequéncias percentuais (indicadas na tabela anterior por percenta-
gens por simplicidade de linguagem) de todas as classes deveria ser igual a 100%.
Tal nao acontece devido a erros de arredondamento, uma vez que cada uma das
percentagens associadas a cada classe, estando arredondada as décimas, introduz um
erro na soma. Neste caso particular, 28.6 e 14.3 sao aproximagcoes por excesso de
12/46 e 6/42, respectivamente. Casos hd, em que erros de arredondamento por de-
feito e por excesso se compensam permitindo obter uma soma de 100. Por exem-
plo, um arredondamento as centésimas das percentagens de cada classe da origem a:
28.57 + 28.57 + 28.57 4+ 14.29 = 100. Reparemos que 28.57 é uma aproximagao por
defeito de 12/42, enquanto que 14.29 é uma aproximagao por excesso de 6/42.

Tal como no grafico de caule-e-folhas, em que nao ha uma regra ideal para calcular
o numero de caules ou semi-caules a considerar, também para o histograma nao ha ne-
nhuma regra universalmente aceite sobre o niimero de classes em que devemos dividir as
observagoes. Refira-se no entanto que um ntimero demasiado elevado de classes conduz

a um histograma muito irregular com poucas observacoes em cada classe, enquanto que
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um numero demasiado pequeno de classes conduz a um histograma demasiado suave
com muitas observagoes em cada classe.

Os gréficos seguintes sao histogramas obtidos por divisao das observagoes em 5 e
em 8 classes, respectivamente. Refira-se apenas que o grafico com 8 classes é o que é

feito de forma automatica pelo SPSS.

frequéncia
frequéncia

37,0402 ’ 434 468 T 485530 3739 41.43 | 45.47  49_81
40.2- 434 46,5 - 49,3 39 - 41 43-45 4749 51.53

neso pESsn

Apesar dos histogramas anteriores descreverem o mesmo conjunto de dados, fica
claro que o aspecto do histograma é bastante influenciado pela escolha do nimero de
classes a considerar. Tal influéncia é maior quando o nimero de observacoes é pequeno.
Este é o caso do exemplo presente.

De uma forma geral, quando o nimero de observacoes é pequeno, a repre-
sentacao em grafico de caule-e-folhas revela-se mais informativa do que a
representacao em histograma. Quanto mais nao seja pelo facto de que num gréfico
de caule-e-folhas o valor das observagoes é incluido no grafico. Quando comparamos
qualquer dos histogramas anteriores com o grafico de caule-e-folhas construido no Exem-
plo 1.2.2, constatamos que a observacao anterior é particularmente adequada a este
exemplo.

Tal como nos graficos de caule-e-folhas, podemos usar histogramas para comparar
duas distribuicoes de dados. Para ser mais facil e fidvel a comparacao dos graficos
respectivos, devemos considerar em ambos intervalos de variacao com igual amplitude,
quer no eixo dos xx, quer no eixo dos yy. Além disso, como a &rea total das barras
que definem o histograma é um aspecto importante na comparacao dos dois graficos,
ambos os histogramas devem ter a mesma area total. Para construir histogramas com
area total igual a 1, a que chamaremos histogramas normalizados, no eixo dos yy
devemos marcar a frequéncia relativa dividida pela amplitude de cada classe. Os his-

togramas normalizados sao, em particular, importantes quando pretendemos comparar
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histogramas obtidos a partir de conjuntos de dados com tamanhos diferentes ou quando
a amplitude das classes num dos histogramas nao € igual a amplitude das classes no
outro histograma.

Reparemos também que num histograma normalizado a frequéncia relativa duma
qualquer das classes que o compoem ¢ igual a area da porcao do histograma correspon-
dente a essa classe. Duma forma geral, a frequéncia relativa dum qualquer intervalo que
marquemos no eixo dos zx é aproximadamente igual a area da porcao do histograma
que tem por base esse intervalo.

Os histogramas produzidos pelo SPSS sao, por defeito, histogramas de frequéncias
absolutas. Para obtermos o histograma normalizado respectivo, em vez de no eixo
dos yy marcarmos as frequéncias absolutas, devemos marcar as frequéncias absolutas
divididas por um numero designado no SPSS por factor de escala. No caso histo-

grama normalizado o factor de escala a considerar é dado por:

factor de escala = ntimero de observagoes x amplitude de cada classe.

Quando a amplitude das classe nos histogramas que pretendemos comparar é a
mesma, podemos optar por construir histogramas de frequéncias relativas ou de
frequéncias percentuais, isto é, no eixo dos yy é marcada a frequéncia relativa ou a
frequéncia percentual, respectivamente. Apesar destes histogramas poderem ter areas
diferentes de 1, as areas dos histogramas correspondentes a cada um dos conjuntos de
dados sao as mesmas.

Para obtermos um histograma de frequéncias relativas no SPSS, devemos to-

mar:

factor de escala = nimero de observagoes.

Para obtermos um histograma de frequéncias percentuais no SPSS, devemos

tomar:

factor de escala = nimero de observagoes/100.

1.2.3 Caracteristicas graficas mais relevantes

A representagao grafica duma varidvel nao é um fim em si mesma. Ela tem como
objectivo primeiro a compreensao da distribuicao dessa varidvel, ou seja, a compreensao

dos dados. Algumas caracteristicas importantes dessa distribuigdo sdo, por exemplo,
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a forma, o centro, a dispersao ou variabilidade e a presenca de observacoes
discordantes.

Relativamente ao centro e a dispersao da distribuicao, veremos na préxima sec¢ao
como caracteriza-los numericamente. Por agora, fiquemos com a ideia que o centro da
distribuicao pode ser descrito pelo seu ponto médio, isto é, um valor abaixo do qual
estao metade das observagoes e acima do qual estda a outra metade. A dispersao ou
variabilidade da distribuigao pode ser descrita pela distancia entre a mais pequena

e a maior das observacoes.

Exemplo 1.2.4 Para ilustrar graficamente estes dois conceitos, consideremos os his-
togramas normalizados seguintes relativos a distribuicao dos pesos (em gramas) de
pacotes de agicar empacotados por uma mdaquina antes e depois de ter sido calibrada
(em cada uma das situagdes foram recolhidas amostras de dimensao 1130). Para ser
mais facil e fidvel a comparacdo dos dois graficos, considerdmos em ambos o0 mesmo

intervalo de variacao para o peso e o mesmo intervalo no eixo dos yy.

antes da calibragem depois da calibragem
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Estes graficos revelam que o centro da distribuicao do peso dos pacotes de agucar
antes da calibragem da maquina estava acima dos 1000 gramas (peso indicado no rétulo
dos pacotes). Dizemos, por isso, que hd um enviesamento, neste caso por excesso,
relativamente ao peso de referéncia. Este enviesamento parece ter sido corrigido com a
calibragem da maquina. Por outro lado, é claro também que o segundo grafico revela
uma menor dispersao dos pesos dos pacotes produzidos depois da calibragem, indicando

uma maior precisao da maquina.

Como ja referimos, além do centro e da dispersao duma distribuicao, outra carac-

teristica importante duma distribuicao que pode ser analisada a partir dum grafico de
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caule-e-folhas ou dum histograma, é a identificagdo de observagoes discordantes,
isto é, observagoes suspeitas de nao seguirem o padrao revelado pelas restantes ob-
servacoes. Na proxima seccao daremos uma regra numérica que nos permite identificar
observacoes discordantes. Por agora, no que respeita a sua deteccao grafica, é relevante
o facto destas observagoes serem caracterizadas por serem excepcionalmente grandes

ou pequenas relativamente as restantes observagoes.

Exemplo 1.2.5 O conjunto de dados que consideramos para ilustrar a presenca de
observacoes discordantes, é relativo a 66 medigoes feitas por Newcomb em 1882 para
estimar a velocidade da luz (in Moore e Mccabe, 2003, pag. 8). Mais precisamente,
Newcomb mediu o tempo, expresso numa apropriada unidade de medida, que a luz
levou a percorrer 7400 metros. No histograma seguinte, que resume as observacoes
feitas, sobressaem as duas observagoes mais a esquerda que podemos considerar tratar-

se de observacgoes discordantes.
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Pretendendo apresentar uma aproximacao para a velocidade da luz, surge de forma
natural a ideia de considerar a média das observacoes realizadas. A média das 66
observagoes €é 26.21. Newcomb decidiu considerar a mais pequena das observacoes
como discordante, nao a tendo incluido no célculo da média. A média das restantes 65
observacgoes ¢é 27.29. E clara a influéncia que, por si sé, esta observagao tem no calculo

da média. Este facto foi talvez a principal razao para que ela tenha sido excluida.

Finalmente, falemos da forma da distribuigao que nao é mais do que a forma
ou padrao revelados pelo histograma ou pelo grafico de caule-e-folhas respectivos. No
caso deste ultimo, estamos a admitir que o rodamos 90 graus no sentido contrario dos

ponteiros do relégio. A distribuigdo pode ser aproximadamente simétrica quando os
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graficos sao aproximadamente simétricos relativamente ao centro da distribuicao, ou
assimétrica quando uma das “caudas” dos graficos é muito maior do que a outra.
No caso da cauda direita (valores grandes) ser muito maior do que a esquerda (valores
pequenos), dizemos que temos uma assimetria positiva. Quando é a cauda esquerda
que é mais longa que a direita, diremos que ocorre uma assimetria negativa.
Exemplos de distribui¢oes simétricas sao-nos dados nas figuras do Exemplo 1.2.4.
Além de simétricas estas distribuigoes tém uma forma aproximada de “sino”. A mesma
forma tem a distribuicao dos dados do Exemplo 1.2.2, cujo gréfico de caule-e-folhas

apresentamos a seguir rodado de 90 graus em sentido contréario aos ponteiros do relégio:
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Exemplo 1.2.6 Aproximadamente simétrica é também a distribuicao das classificacoes

obtidas por 205 alunos numa frequéncia de Anélise Matematica:
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Exemplo 1.2.7 Assimetrias marcadas sao reveladas pela distribuicdo do nimero de

chamadas telefénicas por minuto que chegam a uma central telefénica dum determinado

servigo publico, ou pela distribuigdo do tempo (em minutos) que medeia a chegada

de dois clientes consecutivos a uma caixa dum hipermercado. Dos graficos seguinte

constatamos que tais distribuicoes sao positivamente assimétricas.
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Uma caracteristica comum a todas as distribui¢oes anteriores é a dos graficos res-

pectivos terem um tnico “pico” ou moda . Tais distribuicoes sao por isso ditas unimo-

dais. A moda corresponde a observacao ou a uma zona de observacoes mais frequentes.

No exemplo seguinte encontramos uma distribuicao com duas modas, dita por isso bi-

modal.
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Exemplo 1.2.8 Nos histogramas seguintes descrevem-se as distribui¢oes das tempera-
turas minima e maxima ocorridas em Coimbra no Outono de 2000 (dados do Instituto
Geofisico da UC). A distribui¢ao da temperatura minima revela uma assimetria nega-

tiva, enquanto que a da temperatura maxima é claramente bimodal.
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1.3 Caracteristicas numéricas duma distribuicao

Na seccao anterior, estudamos formas de resumir graficamente a distribuicao duma
varidavel quantitativa. Nesse contexto falamos do centro e da dispersao duma distri-
buicao. Nesta sec¢cao vamos estudar medidas do centro e da dispersao ou variabilidade
duma distribuicao. Tal como os graficos, estes resumos numéricos sao muito importan-

tes na descricao e interpretacao dum conjunto de dados.

1.3.1 Medidas de tendéncia central

A média é a medida mais utilizada do centro duma distribuicdo. Se denotarmos
por z1,x2,...,Ty, 0s n valores observados, a média respectiva nao é mais do que a soma
de todos esses valores dividida pelo nimero total de observacoes. A média denota-se
por Z e, de acordo com a definicdo anterior, é calculada a partir da féormula seguinte

onde o simbolo ) x; representa a soma de todos os valores x1, 3, ..., Zy:

Ty t+x2+...tx, _in
n - oon

T =

O calculo da média sé é simples de ser executado sem auxilio dum computador

quando ndmero de observacoes é pequeno, ou quando, sendo grande, o numero de
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observacoes distintas é pequeno. Neste ultimo caso, se denotarmos por y1, %2, - .., Yx 0OS
valores distintos que ocorrem em x1, o, ..., Xy, € POT N1, N9, ..., N, 0 nUmero de vezes
que cada um desses valores ocorre, a féormula anterior para o calculo da média reduz-se

a

Calculo da média:

niyr +noy2 + ... + NpYk _ >Ny
n n

xr =

Exemplo 1.3.1 Retomemos os dados relativos ao peso dos ratos diabéticos apresen-
tados no Exemplo 1.2.2 (pdg. 18). Neste conjunto de 42 observagoes surgem varias
observagoes repetidas. Neste caso, o cdlculo da média é simples de ser executado a

partir da tabela de frequéncias da varidvel peso

Yi 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 51 52 DN
n; 6 2 4 3 5 1 3 4 3 1 4 2 2 2 42
yin; | 228 78 160 123 210 43 132 180 138 47 192 98 102 104 | 1835

Utilizando a segunda das férmulas anteriores, obtemos

6x38+2x39+...+2x52 1835

) o ~ 43.690.

Tr =

A média pode ser interpretada geometricamente de forma simples. Lancando méao
das observacoes anteriores, imaginemos que as colocamos sobre uma barra graduada.

A média Z é o ponto da barra que a mantém em equilibrio.

38

38 42

38 40 42 45 48

38 40 41 42 44 45 46 48

38 39 40 41 42 44 45 46 48 49 51 52

38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 51 52

A

Se em vez das observacoes tivermos acesso ao respectivo histograma, podemos
também dizer que a média é o ponto do eixo dos xx que mantém a “figura em equili-

brio”.
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frequéncia

¥ ¥ ¥ ¥ ¥
386 4.8 450 482 al 4

JAN

peso

Figura 1.3.2: Localizacdo gréfica da média

A média é uma boa medida do centro da distribuicdo quando esta é simétrica.
No entanto, como vimos no Exemplo 1.2.5, a média é muito sensivel a presenca no
conjunto das observacoes de valores muito grandes ou muito pequenos. Dizemos entao
que a média é uma medida pouco resistente ou robusta do centro da distribuicao.

No exemplo seguinte, este facto é mais uma vez realgado.

Exemplo 1.3.3 Os valores seguintes dizem respeito ao nimero de irmaos de cada um

dos 15 alunos duma turma (in Martins e Cerveira, 2000, pag. 85):

1,2,0,1,0,4,1,3,1,3,1,2,8,2,9
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Tendo em conta o que dissemos atras, e sendo as observagoes 8 e 9 significativamente
maiores que as restantes, antes de efectuarmos qualquer calculo devemos certificar-nos
se se tratam, ou nao, de observacoes discordantes. Devemos por isso confirmar estes
valores.

Admitindo que os valores sao verdadeiros, surge o problema de saber se na presenga
de tais observacoes num conjunto de dados tdao pequeno, a média é ainda uma boa
medida do centro da distribuicdo. A média das 15 observagoes é igual 38/15 ~ 2.53.
Dizer que os alunos da turma tém em média 2.53 irmaos, isto é, mais de dois irmaos,
parece distorcer a realidade pois dos 15 alunos apenas 5 tém mais de 2 irmaos. A
presenca das observagoes 8 e 9 faz deslocar a média para a direita de forma muito
significativa. Com efeito, se em vez das observacgoes 8 e 9 tivessem sido observados
os valores 3 e 4, por exemplo, a média seria igual a 28/15 ~ 1.87. Nesse caso, para
descrever o centro da distribuicao talvez seja preferivel usar uma medida do centro da

distribuicao que nao seja tao sensivel a valores muito grandes ou muito pequenos.

A nao robustez da média como medida do centro da distribuicao, é uma proprie-
dade negativa da média. Para contornar esta dificuldade, uma outra medida do centro
da distribuigao é utilizada em alternativa a média. Trata-se da mediana. A mediana
é o ponto médio da distribuicao, isto é, é um valor tal que metade das observacoes
sao menores ou iguais a ele e a outra metade sdo maiores ou iguais a ele. A mediana é

habitualmente representada pela letra M.

Calculo da mediana:
® ordenar as observagoes da mais pequena para a maior;

® se o ntimero n de observagoes é impar, a mediana é a observacao
que esta no centro da lista das observagoes ordenadas; a mediana esté

assim colocada na posi¢ao (n+ 1)/2 =n/2+ 1/2 dessa lista;

® se o numero n de observacoes é par, a mediana é a média das duas
observacoes que estao no centro da lista das observagoes ordenadas;
como estas observagoes estao colocadas nas posigoes n/2 e n/2+1 da
lista, dizemos que a mediana estd colocada na posicao n/2 + 1/2 =
(n+1)/2 dessa lista.

Reparemos que quando o numero n de observagoes é par, o nimero (n + 1)/2 é
sempre um nuimero fracciondrio. Dizer que a mediana estd colocada na posigao (n+1)/2

da lista das observagoes ordenadas é apenas uma simplificacao de linguagem. O que
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queremos efectivamente dizer é que a mediana é a média das duas observagoes que estao
colocadas nas posicoes n/2 e n/2+ 1 da lista. Como veremos, esta forma de dizer, além

da simplificacao evidente de linguagem, trara outras vantagens.

Exemplo 1.3.3 (cont.) Para calcular a mediana das observacoes
1,2,0,1,0,4,1,3, 1,3, 1, 2,8, 2,9
comecemos por ordend-las por ordem crescente:
0,0,1,1,1,1, 1, 2,2, 2 3, 3, 4, 8, 9.

Sendo o ntimero de observagoes impar, n = 15, a mediana é a observacao central, isto
é, é a observagao colocada na posicao (154 1)/2 = 8. Assim M = 2. Reparemos que,
contrariamente & média, se em vez das observagoes 8 e 9 tivessem sido observados os
valores 3 e 4, a mediana anterior nao se alterava. O mesmo aconteceria se alguma, ou
ambas, das observagoes 8 ou 9 fosse substituida por uma observacao grande, por muito
grande que ela fosse. Com efeito, a mediana nao é sensivel as observacoes que sado muito
maiores ou muito menores que as restantes. Por isso, dizemos que a mediana é uma

medida robusta do centro da distribuicao.

No exemplo anterior constatdmos que a média é superior a mediana. Vimos que
tal acontece porque, contrariamente a mediana, a média é muito sensivel a presenca no
conjunto das observacgoes de valores grandes. Em geral, sempre que, tal como para a
distribuicao do niimero de irmaos, a distribuicao é positivamente assimétrica, a média
é maior que a mediana. Por razoes andlogas, se a distribuicao é negativamente as-
simétrica a média é inferior & mediana. Finalmente, se a distribuicao é aproximada-

mente simétrica, a média e a mediana sao valores proximos um do outro.

Exemplo 1.2.2 (cont., pag. 22) O grafico de caule-e-folhas e o histograma (ver pag.
19, 23) relativos a distribuigao do peso dos ratos, apesar de nao revelarem uma simetria
clara da distribuicao do peso dos ratos, também nao revelam uma assimetria marcada,
quer negativa, quer positiva, dessa distribuicao. Calculemos a mediana da distribuicao
dos pesos dos ratos, e verifiquemos que, tal como dissemos atras, obtemos para mediana
um valor proximo do peso médio dos ratos que vimos ser igual a T ~ 43.69. Como o
numero de observagoes é par, n = 42, a mediana esta colocada na posi¢ao (42+1)/2 =
21.5 da lista. Como referimos, isto quer dizer que a mediana é a média das observacoes
que estao colocadas nas posicoes 21 e 22 da lista ordenada das observagoes. Usando

a Tabela 1.3.1 verificamos que tais posicOes sao ocupadas pelas observacoes 43 e 44.
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Assim
43+ 44

2

M =43.5

Tal como fizemos para a média, é possivel localizar geometricamente a mediana a
partir do histograma da distribuigdo em estudo. A mediana é (aproximadamente) o
ponto do eixo dos xx em que a area da porcao do histograma a sua esquerda é igual
a area da porcao do histograma a sua direita. Num histograma normalizado, como a

area total do histograma é igual a 1, cada uma destas areas vale 1/2.

frequéncia

415 430 482 54

T peso

Figura 1.3.4: Localizacdo gréfica da mediana

O exemplo seguinte é também interessante para compreendermos que a média e
a mediana, sendo medidas distintas do centro da distribui¢do, nos dao informacoes
distintas sobre a realidade que se propoem resumir. Como é natural, devemos escolher

aquela que mais relevante seja na descricao dessa realidade.

Exemplo 1.3.5 Os saldrios (em milhares de escudos) dos 160 empregados duma em-
presa, distribuem-se de acordo com a seguinte tabela de frequéncias (in Martins e
Cerveira, 2000, pag. 92):

Salario 50 60 70 80 120 380
N¢ de empregados | 23 58 50 20 7 2

Concluimos facilmente que

z~ 7081 e M =60.
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A discrepancia evidente entre estas duas medidas do centro da distribuicdo pode

ser facilmente compreendida a partir do histograma de frequéncias seguinte (porqué?):
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Como aproximadamente metade das observacoes sao inferiores ou iguais a mediana,
a mediana, M = 60, exprime o facto de pelo menos metade dos trabalhadores receberem
salarios inferiores ou iguais a 60 mil escudos. Esta realidade nao é traduzida pela média,
Z &~ 70.81, uma vez que dos 160 trabalhadores, 81 deles tém saldrios significativamente
inferiores a 70.81 mil escudos. Se o nosso objectivo é conhecer a massa salarial global
desta empresa, a medida do centro da distribuicao que nos interessa é a média, pois a

massa salarial global é dada por
massa salarial global = 160 x Z ~ 160 x 70.81 = 11329.6 (milhares de escudos).

O célculo da média e da mediana é simples de fazer, sem auxilio de computador,
para um conjunto pequeno de observacoes. Torna-se no entanto impraticavel efectuar

tal célculo quando o nimero de observagoes é elevado.

Exemplo 1.3.6 Tal acontece, por exemplo, caso pretendamos calcular a média e a
mediana das distribuicoes dos pesos dos pacotes de acucar, antes e depois da cali-
bragem da méquina de empacotamento, descritas no Exemplo 1.2.4 (pdg. 26). Num
e noutro casos temos 1130 observacoes. Recorrendo ao SPSS obtemos facilmente o
quadro seguinte. Tal como referimos a propédsito dos graficos do Exemplo 1.2.4, ambas
as medidas, média e mediana, apontam para que o procedimento de calibragem foi
executado com sucesso, uma vez que ambas as medidas do centro da distribuicao do
peso dos pacotes de acucar depois da calibragem se aproximam do valor de referéncia
de 1000 gramas. De acordo com o que vimos atras, as médias anteriores sao préximas

das medianas respectivas uma vez que ambas as distribuigoes sao simétricas.
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Descriptives
Statistic
antes Mean 1010,06
Median 1008,24
depois  Mean 1000,24
Median 1000,28

1.3.2 Medidas de dispersao

As duas medidas de localizagdo do centro duma distribuicdo que estuddmos na
sec¢ao anterior, nao nos dao qualquer informacao sobre a variabilidade do conjunto das

observacoes.

Exemplo 1.3.7 Comparemos os histogramas normalizados do Exemplo 1.2.4 com o
histograma normalizado seguinte relativo a distribuicao do peso de pacotes de acgtcar

empacotados por uma maquina dum modelo antigo:
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As média e mediana desta distribuigao sdo apresentadas a seguir:

f 1130
Mean 1000,58
Median 1001,05

Apesar das média e medianas anteriores serem proximas das apresentadas no Exem-
plo 1.3.6 e da forma da distribuigao do peso de pacotes de agicar empacotados pela
maquina de modelo antigo ser semelhante a apresentada no Exemplo 1.2.4, é visivel
que os pesos dos pacotes de agicar empacotados pela maquina de modelo mais antigo

apresentam uma maior variabilidade do que os relativos a maquina mais moderna. Por
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outras palavras, a maquina de modelo mais recente é mais precisa do que a de modelo

mais antigo.

As medidas de localizacao, apesar de fundamentais para a compreensao da dis-
tribuicao dos dados, nao nos dao, por si s6, um resumo adequado do conjunto das
observagoes. Esse resumo numérico pode ser enriquecido se a medida do centro da
distribuicao juntarmos uma medida da variabilidade dos dados. Neste paragrafo estu-
damos medidas da variabilidade dum conjunto de dados, ditas também medidas
de dispersao.

O desvio-padrao é uma das medidas de dispersao ou variabilidade mais utilizadas.
O desvio-padrao mede essa variabilidade relativamente a média z do conjunto das
observacoes em causa. Por outras palavras, o desvio-padrao da-nos informacao de
quao afastadas da média estao as observacoes. A sua utilizagdo restringe-se, por isso,
ao caso em que a média tenha sido escolhida como medida do centro da distribuigao.

Se x1,%9,...,T, sa0 os n valores observados, o seu desvio-padrao denota-se por

s e é definido por

_\/(3:1—:E)2+(:E2—3?)2+...+(3:n—:i)2 _ Z(:El-—i“)Q‘

N n—1 n—1

Por vezes utiliza-se o quadrado do desvio-padrao, a que chamamos variancia, como
medida da variabilidade do conjunto das observacoes. Reparemos que contrariamente
a variancia, o desvio-padrao vem expresso nas mesmas unidades que os dados inici-
ais. Por exemplo, se as observagoes x; sao expressas em metros, o desvio-padrao vem
expresso em metros, enquanto que a variancia vem expressa em metros quadrados.

A variancia denota-se por s? e, de acordo com a definicdo anterior, é dada por

Reparemos que as observacoes mais afastadas da média contribuem mais para o

desvio-padrao (e também para a variancia) do que observagoes préximas da média.

Exemplo 1.3.7 Nao sera assim de estranhar que o desvio-padrao dos dados descritos
pelos histogramas do Exemplo 1.2.4 seja inferior ao dos dados descritos no Exemplo
1.3.7:
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modeln modeln

moderno antign
n 1130 1130
Std. Deviatian 9573 20,305

Quando pretendemos efectuar o calculo do desvio-padrao sem auxilio dum compu-
tador, a féormula anterior nao é a mais adequada para o efeito. Em vez dela deve ser

usada a férmula seguinte:

Ciélculo do desvio-padrao:

Tal como para média, o calculo do desvio-padrao sé é simples de ser executado sem
auxilio dum computador quando ntimero de observacoes é pequeno, ou quando, sendo
grande, o numero de valores distintos é pequeno. Neste tultimo caso, se denotarmos por
Y1, Y2, .., Yyr 0s valores distintos que ocorrem em x1,Z9,..., Ty, € POr N1,N2, ..., N &
frequéncia absoluta de cada um desses valores, a férmula anterior para o calculo do

desvio-padrao reduz-se a:

Calculo do desvio-padrao:

Exemplo 1.3.8 Retomemos os dados relativos ao peso dos ratos diabéticos do Exem-
plo 1.2.2 (pédg. 18). Como neste conjunto de 42 observagoes surgem véarias observagoes
repetidas, o calculo do desvio-padrao é simples de ser executado, a partir da tabela de
frequéncias da varidvel peso, utilizando a ultima das férmulas anteriores.

Obtemos entao:

~ 4.245.

\/80911 — 42 x (1835/42)2
42 —1
Reparemos que em vez do valor 43.69 anteriormente obtido para a média, esta-

mos a utilizar na formula anterior o verdadeiro valor da média. Deste modo, evitamos
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yi | mi | oyin yi | niyl
38 | 6| 228 | 1444 | 8664
39| 2 78 | 1521 | 3042
40 | 4| 160 | 1600 | 6400
4| 3| 123 1681 | 5043
42| 5| 210 1764 | 8820
43 1 43 | 1849 | 1849
44| 3| 132| 1936 | 5808
45| 4| 180 | 2025 | 8100
46 | 3| 138 | 2116 | 6348
47| 1 47| 2209 | 2209
48 | 4| 192 | 2304 | 9216
49| 2 98 | 2401 | 4802
51 2] 102 2601 | 5202
52| 2| 104 | 2704 | 5408
> | 42| 1835 | 28155 | 80911

que o erro de arredondamento que o valor 43.69 comporta se propague ao calculo do

desvio-padrao:

_ 2
\/80911 42 x (4369 o

42 —1
Como ja referimos no inicio do pardgrafo 1.2.3, a dispersao de uma distribuicao
pode também ser medida pela diferenca entre a maior e a menor observacao. Ao valor
obtido pela diferenca entre os valores maximo e o minimo do conjunto das observacoes

chamamos amplitude, e vamos denoté-la por A:

A = miximo — minimo.

Por razoes analogas as avancadas a propdsito da média, o desvio-padrao é uma
medida de dispersao pouco robusta. Da definicao de amplitude que acabamos de dar,
é claro que também a amplitude é uma medida pouco robusta pois o méximo e o
minimo sao muito sensiveis a presenca de valores, respectivamente, muito grandes ou
muito pequenos, no conjunto de dados. Em particular, a amplitude nao deve ser usada
para comparar a dispersao de dois conjuntos de dados a nao ser que tenham a mesma
dimensao, uma vez que a amplitude tende a aumentar a medida que a dimensao da
amostra aumenta.

Uma medida de dispersao mais robusta do que as anteriores é a amplitude in-
terquartil. Para o seu cédlculo é necessario obter os primeiro e terceiro quartis do
conjunto das observagoes.

Os quartis, que denotamos por @1, @2 e I3, sao quantidades numéricas caracteri-

zadas pelo facto de 25%, 50% e 75% das observacoes, respectivamente, serem menores
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ou iguais a elas. De acordo com a definicdo de mediana, concluimos que o segundo
quartil é precisamente a mediana. Por vezes (01, Q2 = M e Q3 sao também referidos
como sendo percentis de ordens 25, 50 e 75, respectivamente. Com efeito, sendo p um
nimero maior que 0 e inferior a 100, o percentil de ordem p é caracterizado pelo
facto de p% das observagoes serem menores ou iguais a ele.

Como ja referimos, para o calculo da amplitude interquartil precisamos de calcular

os quartis Q1 e Q3. Vejamos agora como proceder:

Caélculo dos quartis Q1 e Q3:
® ordenar as observagoes da mais pequena para a maior;
©® calcular a posicao da mediana M na lista ordenada das observagcoes;

® o primeiro quartil, @1, é a mediana das observagoes cujas
posicoes, na lista ordenada das observagoes, sdo inferiores ou iguais &

posicao de M;

® o terceiro quartil, Q3, é a mediana das observagoes cujas posigoes,
na lista ordenada das observagoes, sao superiores ou iguais a posicao
de M.

De forma andloga ao que fizemos para a mediana, podemos verificar que o primeiro
e o terceiro quartis sao pouco sensiveis a presenca nos dados de observacoes muito

grandes ou muito pequenas em comparagao com as restantes observacgoes.

Exemplo 1.3.9 Calculemos os quartis (1 e (3 do seguinte conjunto de dados:
10,10,11,12,12,13,13,13, 14, 15, 16, 17, 17, 18.

Como temos 14 observagoes, a mediana estd colocada na posi¢ao (14 +1)/2 = 7.5. O
primeiro quartil é entao a mediana das observagoes colocadas nas posigoes 1,2,...,7:
10,10,11,12,12,13,13. Assim @)1 = 12. De forma andloga Q3 = 16, pois 16 é a mediana
das observagoes colocadas nas posicoes 8,9,...,13,14: 13,14,...,17,18.

Para as observacoes
10,10,11,12,12,13,13,13, 14, 15, 16, 17, 17,

a mediana estd colocada na posi¢ao (13 + 1)/2 = 7. O primeiro quartil é entao a me-
diana das observacoes colocadas nas posicoes 1,2,...,7: 10,10,11,12,12,13,13. Assim
Q1 = 12. De forma andloga (Y3 é a mediana das observacoes colocadas nas posicoes
7,8,...,12,13: 13,13,...,17,17. Assim Q3 = 15.



42 Notas de Métodos Quantitativos

Estamos agora em condicoes de definir a amplitude interquartil, que vamos denotar

por AIQ. A amplitude interquartil é a diferenca entre os terceiro e primeiro quartis:

AIQ = Q3 — Q1.

A robustez desta medida de dispersao é consequéncia da robustez dos primeiro e
terceiro quartis.

A amplitude interquartil intervém na regra habitualmente utilizada para identificar
observacoes discordantes. Como exemplificaremos mais a frente, as observacgoes identifi-
cadas pela regra seguinte nao sao necessariamente falsas observacoes ou observagoes mal
registadas. Tal é em particular verdade quando a distribuicao é bastante assimétrica.
Neste caso, a regra seguinte identifica com frequéncia observacoes na parte direita do
conjunto de dados quando a distribuicao é positivamente assimétrica, ou na parte es-

querda do conjunto de dados quando a distribuicao é negativamente assimétrica.

Regra para a identificagao de observagoes discordantes:

Uma observacao é considerada discordante se estiver fora do in-

tervalo
Q1 — 1.5 x AIQ, Qs + 1.5 x AIQ).

Exemplo 1.3.10 No segundo dos graficos de caule-e-folhas apresentados no Exemplo
1.2.3 relativo ao do grupo experimental (pdg. 21), a observagao 313 é, como vimos,
considerada discordante. Confirmemos este facto a partir da regra anterior. Os primeiro
e terceiro quartis da distribuicao dos pesos sao dados por @1 = 384 e (3 = 429. Como
AIQ = 429 — 384 = 45, as observagoes inferiores a 384 — 1.5 x 45 = 316.5 e superiores
a 429+ 1.5 x 45 = 496.5 sao discordantes. Como podemos confirmar a partir dos dados

do Exemplo 1.2.3 (pag. 20), apenas a observacao 313 estd nestas condigdes.

Para o calculo da mediana, comecamos por calcular a sua posicao na lista ordenada
das observacoes. Podemos proceder de igual modo no calculo dos quartis. Das regras
anteriores para o cédlculo de ()1 e Q3 deduz-se que sendo p o nimero de observacoes
usadas para calcular )1, a posi¢ao de 1 na lista ordenada das observagoes é (p+1)/2.
De forma andaloga, como p é também o niimero de observagoes usadas para calcular @3,
comecando agora a contar da maior para a menor observacdo a posicao de Q3 é
também (p + 1)/2.
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Exemplo 1.3.8 (cont., pdg. 39) Retomemos os dados relativos ao peso dos ratos
diabéticos. Calculemos @1 e (Y3, comecando pela determinacao das suas posicoes na
lista ordenada de todas as observacoes. Sendo 42 o numero total de observacoes, as
21 primeiras intervém no célculo de @1 e as tultimas 21 intervém no célculo de Q3.
Assim, como a posigao de @)1 na lista ordenada das observagoes, é (21 +1)/2 = 11,
usando a tabela de frequéncias apresentada no Exemplo 1.3.8, concluimos que @1 = 40
e Q3 = 47. A amplitude interquartil é igual a AIQ = 47 — 40 = 7. Neste caso
Q1 —15xAIQ =40—-15xT7=295e @3+ 1.5 x AIQ =47+ 1.5 x 7= 57.5, 0 que

significa que nenhuma observacao é discordante.

Notemos que tal como fizemos para a mediana, os quartis podem ser aproximada-
mente localizados a partir dum histograma (ver figura seguinte). Q1 e Q3 s@o (apro-
ximadamente) os ponto do eixo dos xx em que a drea da porc¢ao do histograma a sua
esquerda é igual a 1/4 e 3/4, respectivamente, da drea total. Num histograma nor-
malizado, como a &area total do histograma é igual a 1, cada uma destas areas vale

exactamente 1/4 e 3/4, respectivamente.

frequéncia

306 T 41,3 Tets',u T48,2

peso

Figura 1.3.11: Localizagao grafica dos quartis

O célculo dos quartis pode ser feito utilizando regras ligeiramente diferentes das
que demos atras. Tal acontece com o SPSS, que apresenta duas regras para efectuar

um tal calculo. Relativamente aos dados anteriores obtemos:

Fercentiles
25 50 75
Wieighted peso 40,00 43,50 47,24

Average(Definition 1)
Tukey's Hinges pesO 40,00 43 40 47 00
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A regra de Tukey é a regra por nés apresentada. Como podemos confirmar pela
tabela seguinte, o SPSS usa os valores da primeira linha do quadro anterior para calcular

a amplitude interquartil, o que conduz a um valor diferente do que calculamos.

Statistic
peso  hean 43,69
Median 43 480
Wariance 18,024
Std. Deviation 4,245
Minimum a8
Maximurm g2
Range 14
Interguartile Range 7,25

1.3.3 Grafico de extremos-e-quartis

Decorre das defini¢oes anteriores, que o primeiro quartil, a mediana e o terceiro
quartil, dividem o conjunto das observagoes em quatro partes, cada uma das quais

contendo, aproximadamente, 25% das observacoes. Esquematicamente:

| 25% | 2% | 2% | 2% |

minimo Q1 M Q3 maximo

Estes ntimeros, ditos cinco ntiimeros de resumo duma distribuicao, dao-nos
uma informacao bastante completa sobre a distribuicao subjacente aos dados: a media-
na descreve o centro da distribuigao; os quartis descrevem a variabilidade da metade
central da distribuicao; o minimo e o maximo descrevem a variabilidade de todo o
conjunto dos dados.

Estes cinco nuimeros de resumo dao origem a uma representacao grafica bastante

interessante. Trata-se do grafico de extremos-e-quartis que tem o aspecto seguinte:

minimo Q1 M Q3 maximo

Exemplo 1.3.12 Vimos no Exemplo 1.3.8 (pag. 43) que os cinco nimeros de resumo

da distribuicao do peso dos ratos sao dados por:
minimo = 38, @1 =40, M =43.5, (@3 =47, maximo = 52.

O grafico de extremos-e-quartis correspondente é dado por
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- ;

38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52

Para esta distribuicao, o SPSS produz o seguinte gréafico de extremos-e-quartis:

pes«

Os numeros de resumo, maximo e minimo, incluidos na representacao em grafico
de extremos-e-quartis, sao muito sensiveis a presenca nos dados de observacoes discor-
dantes. Para que o aspecto do grafico nao dependa em demasia destas observacoes,
é habitual que as barras exteriores do gréafico sejam marcadas, ndo no maximo ou no
minimo, mas sim, na menor e na maior observacao nao discordante. Neste grafico
de extremos-e-quartis modificado, as observacoes discordantes sao representadas
individualmente (podemos também optar por nao as marcar).

Os gréficos de extremos-e-quartis sao também de extrema importancia na com-

paracao de varias distribuigoes.

Exemplo 1.3.13 Ilustremos estes factos apresentando na figura seguinte os graficos
de extremos-e-quartis paralelos correspondentes ao grupo de controlo e ao grupo
experimental do Exemplo 1.2.3 (pdg. 20). Reparemos no gréfico respeitante ao grupo
experimental em que a observagao discordante é marcada individualmente. A conclusao
tirada a partir dos graficos de caule-e-folhas paralelos (ver pag. 22) de que hé boas razoes
para concluir que a nova farinha é preferivel a antiga, é agora reforcada. Reparemos que
nao s6 a mediana do grupo experimental é superior a mediana do grupo de controlo,

como a dispersao do grupo experimental é inferior a do grupo de controlo (porqué?).
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Exemplo 1.3.14 Apresentamos de seguida os grafico de extremos-e-quartis paralelos
relativos a distribuigdo dos pesos (em gramas) de pacotes de agiicar empacotados por
uma maquina antes e depois de ter sido calibrada, cujos histogramas apresentdmos no
Exemplo 1.2.4 (pag. 26). As conclusodes retiradas a partir dos graficos ai apresentados,

sao andlogas as que podemos tirar dos graficos seguintes.
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Exemplo 1.3.15 Na Tabela 0.2.2 (pag. 4) apresentdamos os pesos, em quilogramas, de
dois grupos de jovens anoréxicas, no inicio do tratamento e passado quatro semanas.
Um grupo recebe o tratamento em internamento hospitalar na companhia dum familiar
e o outro recebe o tratamento residindo com a familia. Os graficos de extremos-e-quartis
paralelos, por grupo de tratamento, para a distribuicao das diferengas de peso verifica-
das (final-inicial), indiciam que, para os grupos de estudo considerados, o tratamento

produziu mais efeito quando a doente continuou a residir com a familia.
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Exemplo 1.3.16 Os graficos de extremos-e-quartis seguintes relativos as temperaturas

méaximas e minimas ocorridas em Coimbra nos meses de Agosto de 2002 e 2003, revela

que o més de Agosto de 2003 foi muito mais quente do que o de 2002.

26

temperatura minima

24 4
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204

graus celsius
=
A
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graus celsius

Agstn 2003

Agosts 2002

43

temperatura maxima

404

354

304

254

204

L
1

Agostn 2003 Agosto 2002

Os gréficos de extremos-e-quartis sdo também tteis na descricao da forma da distri-

buicao. Para distribuicoes simétricas, assimétricas negativas e assimétricas positivas, é

o seguinte o aspecto dos graficos de extremos-e-quartis correspondentes:

Distribuigao simétrica

Distribuigao assimétrica negativa
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Distribuigao assimétrica positiva

Os graficos de extremos-e-quartis seguintes, sao relativos as distribuicoes descritas
nos Exemplos 1.2.6, 1.2.7 e 1.2.8. No primeiro caso a distribuicao é simétrica, enquanto
que nos dois casos seguintes as distribuicoes revelam uma assimetria positiva forte. No

ultimo caso, a distribuicao é negativamente assimetria.

Classificagdes de Analise Matematica Mumero de chamadas por minuto
1 1 } } o #* #* #
[ 2 4 & g 10 12 14 16 18 20 a 1 2 3 4 a 5] 7 g
classificagdo chamadas/minuto
Tempos de interchegada Temperaturas minimas - Outono 2000
- W -
a 1 2 3 4 a [ 2 4 [ g 10 12 14 16 18
minutas graus centigrados

1.4 Alteracao da unidade de medida

Quando na observacao de determinada caracteristica dos individuos em estudo
efectuamos uma medicao, essa medicao pode habitualmente ser registada em diferentes

unidades.
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No Exemplo 1.2.4, o peso dos pacotes de agucar foi registado em gramas mas
poderia ter sido registado em quilogramas ou em libras. No registo de temperaturas,
estas podem ser registadas em graus Fahrenheit ou, mais habitualmente, em graus
Celsius ou centigrados. Na medicao de distancias, os europeus continentais utilizam o
quilémetro enquanto que os britanicos e americanos utilizam a milha. Os americanos
utilizam o galao como medida para liquidos enquanto que nés utilizamos o litro.

Em todas estas situagoes, para um mesmo individuo ¢, os dois valores x; e y; regis-
tados, correspondentes a unidades diferentes de medida, estao relacionados através
duma relagao do tipo

Yi = ax; + b,

para determinados valores reais a > 0 e b. Esta relacao exprime a alteracao da uni-
dade de medida verificada. Dizemos que os valores originais x; foram transformados

nos novos valores y; através duma transformacao linear.

Exemplo 1.4.1 Se xz; representar o peso em gramas e y; 0 peso em quilogramas sabe-

mos que
Xy

~ 10007
Se x; representar o peso em quilogramas e y; o peso em libras, entao

Yi

y; = 2.2046 ;.

No primeiro caso a = 1/1000 enquanto que no segundo a = 2.2046. Em ambos os casos
b=0.

Exemplo 1.4.2 Se z; for a temperatura em graus Fahrenheit, a temperatura em graus
Celsius é dada por

Ne) s

Neste caso a =5/9 e b = —160/9.

A questao que colocamos neste paragrafo é a de saber como variam a forma da
distribuicao e os seus resumos numéricos, quando os dados sao transformados através
duma transformacao linear.

Comecemos por analisar o efeito produzido por uma transformacao do tipo
Yyi=x; +b

isto é, a cada uma das observagdes originais x; foi adicionado um mesmo valor b. Como
sabemos, a operacao de adicionar a constante b a todos os pontos x; produz uma

translagao deste conjunto de pontos. Os novos valores y; estao assim distanciados dos
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correspondentes valores x; de b unidades, e estao a direita daqueles se b é positivo, e a
sua esquerda se b é negativo. As medidas do centro da distribuigdo, média e mediana,
da nova distribuicao de pontos y; devem assim ser obtidas das anteriores adicionando-
-lhes b. Por outro lado, como a posicao relativa dos pontos x; é precisamente a mesma
que a dos pontos y;, tendo-se mantido inalteradas as distancias correspondentes, as
medidas de dispersao, desvio-padrao e amplitude interquartil, mantém-se inalteradas.
Finalmente, o histograma relativo aos novos pontos surgem deslocado de a unidades
relativamente ao histograma original. A forma da distribuicao nao sofre assim qualquer
alteracao.

Denotando por Z, y, My, My, s;, sy, AIQ, e AIQ,, a média, mediana, desvio-
-padrao e amplitude interquartil das observagoes originais x; e das novas observagcoes

i, respectivamente, temos:

Efeito da transformacao y; = x; + b:

® medidas de localizagao central:

g=T+b, M,=M,+b

® medidas de dispersao:

Sy = Sz, AIQy = AIQq;

©® a forma da distribuicao nao sofre alteragao.

Vejamos agora o efeito, sobre as caracteristicas distribucionais anteriores, da trans-
formacao

Yi = a Ty,

isto é, a cada uma das observacoes originais z; foi multiplicada por um mesmo valor
a > 0. A operacao de multiplicar todos os pontos x; por um ntimero a, corresponde a
uma homotetia, de razao a e centro na origem, deste conjunto de pontos (contraccao
do conjunto de pontos se a < 1 e dilatagao se a > 1). A posicao relativa dos pontos
y; € precisamente a mesma que a dos pontos z;, mas a distancia entre duas quaisquer
das novas observacoes ¢é igual a distancia entre as observagoes originais correspondentes
multiplicada por a. Assim, as novas medidas de localizacao e dispersao, obtém-se das

originais depois de as multiplicarmos por a.
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Efeito da transformacao y; = ax; (a > 0):

® medidas de localizacao central:
y=az, My=aMy;

® medidas de dispersao:

Sy =asg, AlIQy=aAlQy;

©® a forma da distribuicao nao sofre alteragao.

Tendo agora em conta que a transformacao y; = ax; + b se obtém efectuando em
primeiro lugar a transformacao z; = a x;, e depois a transformacao y; = z; +b, podemos

dos quadros anteriores obter o quadro seguinte:

Efeito da transformacao linear y; = ax;+b (a > 0):

® medidas de localizagao central:

y=ax+b M,=aM,+0;

® medidas de dispersao:

Sy =asg, AlIQy=aAlQy;

©® a forma da distribuicao nao sofre alteracao.

Exemplo 1.4.1 (cont.) Os histogramas normalizados e os gréficos de extremos-e-
quartis seguintes, dizem respeito ao peso, em quilogramas e em libras, dos pacotes de
acucar considerados no Exemplo 1.2.4 depois da calibragem da maquina. Para facilitar
a sua comparacao, os intervalos correspondentes ai considerados tém igual amplitude.
Da comparagao dos gréficos é claro o aumento da média, da mediana, do desvio-padrao e
da amplitude interquartil da distribuicao do peso em libras relativamente a distribuicao

do peso em quilogramas. Como esperado, a forma mantém-se inalterada.
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Do quadro seguinte podemos ainda confirmar que a média, a mediana, o desvio-
-padrao e a amplitude interquartil da distribuicao do peso em libras, se obtém dos
correspondentes valores da distribui¢ao do peso em quilogramas multiplicando-os por
2.2046.

Descriptives
Statistic
nuilos Mean 1,0002357
Median 1,0002773
Std. Deviation 00987317
Intergquartile Range 0125990
libras Mean 22081197
Median 22082113
Std. Dewviation 021105800
Intergquattile Range O2TTTaT
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Capitulo 2

A distribuicao normal

Curvas densidade. Média e desvio-padrao duma curva densidade. Densidade normal
e distribuicoes normais. Regra 68-95-99.7. Tabela da distribuicdo normal standard.

Cdlculos envolvendo a distribuicdo normal. Grdficos de quantis normais.

2.1 Curvas densidade

No capitulo anterior vimos como descrever grafica e numericamente a distribuicao
duma varidvel a partir dum conjunto de observagoes dessa varidavel. Por vezes, quando
o numero de observagoes é grande, o padrao revelado pelo histograma de frequéncias
¢é tao regular que este pode ser aproximado por uma curva regular. Esse é o caso da
distribuicao do peso dos pacotes de agiicar de que temos vindo a falar (ver Exemplo
1.2.4, pag. 26):
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007 4

frequéncia
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945  OBS 985 1005 1028 1045 10ES
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Figura 2.1.1: Distribui¢ao do peso dos pacotes de agiicar antes da calibragem

95
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Esse é também o caso da distribuigao das classificagdes de Andlise Matemadtica (ver
Exemplo 1.2.6, pag. 28), em que o histograma respectivo pode ser aproximado por uma

curva em forma de sino:

40

354

a0«

254

204

frequéncia

classificagan

Figura 2.1.2: Distribuicao das classificagdes de Analise Matemética

Como o aspecto do histograma nao depende da escala usada no eixo vertical, vamos
restringir a nossa atencao aos histogramas cuja area total é igual a 1, a que chamamos
histogramas normalizados (ver pag. 24). Neste caso serd de esperar que a curva que
aproxima o histograma goze das seguintes propriedades que sao caracteristicas duma

classe de curvas a que chamamos curvas densidade:

Curva densidade:

® é uma curva que estd acima do eixo dos xx e em que a area com-

preendida entre ela e esse eixo é igual a 1;
® é usada para descrever a distribuicao duma variavel;

® a frequéncia relativa de qualquer intervalo que marquemos no eixo
dos zx é aproximadamente igual & area da regiao compreendida entre

a curva densidade e o eixo dos zx que tem por base esse intervalo.

A curva densidade é um modelo matematico para a distribuicdo da varidavel em
estudo, sendo, por isso, uma descricao idealizada duma tal distribuicao. Como veremos
mais tarde, um tal modelo matematico é essencial para o desenvolvimento de muito

dos procedimentos estatisticos préprios da estatistica indutiva.
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Exemplo 2.1.3 Relativamente a ultima das propriedades anteriores, e no caso das
classificacoes de Anadlise Matematica descritas na Figura 2.1.2, a frequéncia relativa
do intervalo [0,8], que nao é mais do que a proporgao das classificagoes inferiores a
8, é 0.4244. Com efeito, em 205 classificacoes, 87 sao inferiores a 8. Determinemos
agora duas aproximacoOes para esta frequéncia relativa. A primeira é dada pela drea
da por¢ao do histograma normalizado que tem por base o intervalo [0,8[. A segunda é
dada pela area da regiao compreendida entre a curva densidade e o eixo dos zx que tem
por base o intervalo [0, 8]. Para uma e para outra obtemos os valores 0.4091 e 0.4127,

respectivamente, que sdo duas aproximagoes razoaveis da frequéncia relativa.

-,

T e Tp s 85 G 5

classificagao

Aproximagao da frequéncia relativa via histograma

—
T e T Fu G T % - DA B B
2 e o e Se Sp Ta TS, 4, E

classificagdo

Aproximagao da frequéncia relativa via curva densidade
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Pela andlise das figuras anteriores é razodvel admitir que a curva densidade nor-
mal fornece um modelo matematico razoavel para as distribuigoes ai representadas.
O mesmo ja nao acontece, por exemplo, relativamente as distribuicoes descritas no
Exemplo 1.2.7 (pag. 29). Para estas distribuigoes é necessdrio considerar outras curvas
densidade, isto é, outro modelo matematico. Tal como os histogramas associados a
conjuntos de dados, as curvas densidade podem revelar os padroes mais diversos. Po-
demos ter curvas simétricas, assimétricas, unimodais, bimodalis, etc., adequadas para
descrever distribuicoes com essas caracteristicas. Alguns exemplos sdo apresentados na

figura seguinte.

Exemplos de curvas densidade

Reparemos que a segunda curva densidade da primeira linha poderia ser adequada

para descrever a distribuicao dos tempos de interchegada descrita no Exemplo 1.2.7.

2.2 Meédia e desvio-padrao duma curva densidade

Vimos anteriormente como calcular a média, a mediana, o desvio-padrao, a am-
plitude interquartil, e outras caracteristicas numéricas duma distribuicao, como alguns
dos percentis. De forma analoga, ha procedimentos matematicos que permitem calcular

as medidas de localizacao central, de dispersao e os percentis duma curva densidade, a
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partir da sua expressao analitica, isto é, a partir duma expressao do tipo y = y(z), que
a cada valor de = do eixo horizontal, associa um valor y = y(z) do eixo vertical. Os
graficos seguintes foram tracados a partir de expressoes deste tipo.

Devido ha complexidade de tais métodos, nao os vamos aqui abordar. Ficaremos
apenas pela identificag@o grafica de tais quantidades a partir da curva densidade. Para
o efeito, procedemos de forma andloga ao que fizemos para os histogramas (ver Figuras
1.3.2, 1.3.4 e 1.3.11). Para distinguir a média e o desvio-padrao duma curva
densidade das correspondentes caracteristicas dum conjunto de observagoes, vamos

denoté-los por u e o, respectivamente.

média/l\mediana mediana’ || média

Figura 2.2.1: Localizacdo gréfica da média e da mediana em curvas densidade

N

12 quartilT T T39 quartil 12 quartil/l\ /]\ /]\39 quartil

29 quartil 2% quartil

Figura 2.2.2: Localizacao grifica dos quartis em curvas densidade

2.3 Curvas e distribuicoes normais

Uma classe particularmente importante de curvas densidade, é constituida pelas

curvas apresentadas nas Figuras 2.1.1 e 2.1.2 a que chamamos curvas normais. Estas
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curvas descrevem distribuicoes de dados ditas distribuigoes normais. Estas cur-
vas revelam-se muito importantes em estatistica. Para justificar parcialmente esta
afirmacao, referimos o facto de que sao varias as distribuicoes de dados que sao bem
descritas por curvas normais. Nelas se incluem dados provenientes da cotacao de testes
(caso dos dados da Figura 2.1.2), ou de medigoes repetidas duma mesma grandeza (caso
dos dados da Figura 2.1.1). Mais razoes para a importancia da curva normal surgirdo
durante o curso. Como veremos, ela surge envolvida em muitos dos procedimentos da
estatistica inferencial que estudaremos.

Todas as curvas normais tém a mesma forma. S&o simétricas, unimodais e
tém a forma dum sino. Uma curva normal fica completamente determinada pela
especificacao da sua média p e do seu desvio-padrao o. KEste facto é claro a partir da
expressao analitica que define uma curva normal, em que a cada valor x do eixo das

abcissas, corresponde o ponto y do eixo das ordenadas dado por

onde m = 3.1415926535... é o nosso bem conhecido niimero Pi da geometria e
e = 2.7182818282 ... é o nimero de Neper.

Com o objectivo de simplificar a escrita, usamos por vezes letras maitisculas para
representar a variavel que estd a ser observada. Se representarmos por X uma tal
varidvel, escrevemos

X ~N(p,o0)

sempre que as diversas observacoes da variavel possam ser descritas por uma distri-
buicao normal com média p e desvio-padrao o. Dizemos também que X possui, ou

tem, uma distribuicao normal de média p e desvio-padrao o.

00 oo
v ¥ v v v v v Y ¥ v v ¥ v v ¥ v v
T PR TR (| R # 2 R VRS TR [ 2 3

o
.

M(D,1) M1

Curva normal para diferentes valores da média
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00 oo
v v ¥ v v v v v ¥ v v v v v ¥ v v v
T T Vi T | 7 E 4 3 2 a4 0 1 23 4

.

N(D,0.5) N(D,2)
Curva normal para diferentes valores do desvio-padrao

A média p duma curva normal estd localizada no ponto de simetria da curva e
coincide com a mediana (ver Figura 2.2.1). Aumentar p sem alterar o corresponde
a deslocar horizontalmente a curva para a direita, enquanto que diminuir g conduz a
um deslocamento horizontal da curva para a esquerda. O desvio-padrao o controla a

dispersao da curva normal. Estes factos sao ilustrados nas figuras anteriores.

2.4 Regra 68-95-99.7

Para as distribuigoes normais, a frequéncia relativa dum qualquer intervalo que
marquemos no eixo dos xx é aproximadamente igual a area da regiao que tem por
base esse intervalo e que estd compreendida entre a curva normal, que descreve essa
distribuicao de dados, e o eixo dos xz. Fazendo o cédlculo das areas correspondentes
aos intervalos [ — o, u+ o], [0 — 20, u+ 20] e [ — 30, p 4 30], quando a distribuigao é
N(u,0) (mais a frente veremos como podemos calcular tais dreas), obtemos os valores

seguintes para as frequéncias percentuais de tais intervalos:

68%

95%

99.7%

p—3cpu—20 p—o P p+o p+20 p+30
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As propriedades seguintes, conhecidas como regra 68-95-99.7, sao assim validas

para todas as distribuicoes normais:

Regra 68-95-99.7:
Numa distribuigao normal de média p e desvio-padrao o:
©® aproximadamente 68% das observagoes estao no intervalo
[ — o, pu+ol;
© aproximadamente 95% das observagoes estao no intervalo
[ — 20, 1 + 207;

© aproximadamente 99.7% das observagoes estao no intervalo
[ — 30, 1+ 30].

Exemplo 2.4.1 Admitindo que a distribuicao das classificacoes de Anélise Matematica
descrita na Figura 2.1.2, possui uma distribuicao normal N(8.7,3.3), onde 8.7 e 3.3 sao,
respectivamente, aproximacoes as décimas da média e do desvio-padrao do conjunto das
classificagoes, mostramos a seguir a distribuicao esperada das classificagdes dada pela
regra 68-95-99.7 e a distribuicdo efectivamente observada. Estes resultados, reforgam
a ideia de que a distribuicao das classificacoes de Analise é bem aproximada por uma
distribuicao normal. Utilizando esta regra podemos concluir que a frequéncia relativa
das classificacoes superiores a 15.3 é aproximadamente de 2.5%. Reparemos que o valor

observado para esta frequéncia relativa foi de 2%.

68% 63.9%
95% 97.6%
99.7% 100%
12 21 54 87 120 153 186 12 21 54 87 120 153 186

Regra 68-95-99.7 tedrica e observada
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Exemplo 2.4.3 E por vezes interessante analisar a evolucao duma varidvel com o
tempo. Admitamos que a distribuicao dos pesos dos pacotes de acucar produzidos
por uma maquina bem calibrada possui uma distribuicao normal com 1000 gramas
de média e com desvio-padrdo de 10 gramas (ver Figura 2.1.1). Para controlar o
processo de empacotamento, de 10 em 10 minutos é recolhido um pacote de acticar
empacotado pela maquina e é registado o seu peso. Este tipo de observacoes pode
ser descrito graficamente por um grafico sequencial, representando os pontos (t, ),
eventualmente ligados com segmentos de recta, onde ¢ é instante de observacao e
0 peso observado, num sistema de eixos coordenados. O grafico sequencial seguinte
da conta dos pesos registados durante um periodo de 12 horas de funcionamento da
maquina. Pela regra 68-95-99.7, sabemos que 99.7% dos pesos registados pertence ao
intervalo [970,1030]. Assim, 99.7% dos pontos marcados deve estar entre as rectas
horizontais y = 970 e y = 1030. Como podemos verificar, tal acontece com todas as
observacoes anteriores.

1030

1020

1010 4 n I r T

10004 g WL

pESO (gramas)

990« o o

Q30 4

avn

LY A A A S A RS M A A |
o0 6 12 18 24 30 36 42 43 324 60O 6B 72

instantes de ohservagao

No grafico seguinte registam-se os pesos de pacotes de acguicar recolhidos, como
acima se indicou, durante um outro periodo de 12 horas de funcionamento da maquina.
Nele se poe em evidéncia uma alteracao da distribuicao do peso dos pacotes de actcar.
A partir do instante de observagao 18 (aproximadamente) é clara uma tendéncia de
aumento do peso dos pacotes observados, que culmina com duas observagoes, a 35
e a 38, a excederem o limite superior de variacao. Significa isto que a maquina fi-
cou descalibrada produzindo pacotes com peso a mais. Se o grafico for construido,
nao a posteriori, mas a medida que as observacoes vao sendo feitas, podemos controlar

o funcionamento da maquina e proceder a uma imediata calibragem da mesma evitando
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1040 -
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que durante o resto do periodo de funcionamento a maquina produza pacotes com peso
excessivo. Por estas razoes, os graficos anteriores sao, neste contexto, designados por

cartas de controlo.

2.5 Calculos envolvendo a distribuicao normal

Como vimos, se os dados x1,...,x, resultantes da observacao duma variavel X,
puderem ser descritos por uma curva densidade, para calcular uma aproximacao da
frequéncia relativa dum intervalo que consideremos no eixo dos xx, é importante saber
determinar a area da regiao compreendida entre a curva densidade e o eixo horizontal
que tem por base esse intervalo.

No caso da distribuicao de X ser normal com média 0 e desvio-padrao 1, dita dis-

tribuicdo normal standard ou distribuigdo normal centrada (por ter média 0) e
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reduzida (por ter desvio-padrao 1), um tal célculo pode ser feito com a ajuda duma
tabela da distribui¢ao normal standard (ver Tabela A). Para cada valor z do eixo
do zx, encontramos na Tabela A o valor da area da regiao compreendida entre a curva
normal média 0 e desvio-padrao 1 e o eixo horizontal que estd a esquerda de z (ver
figura anterior).

Tal como para a distribuicdo respectiva, a esta curva normal chamamos curva
normal standard ou curva normal centrada (por ter média 0) e reduzida (por ter
desvio-padrao 1).

Atendendo a que a area sob uma curva densidade é igual a 1, e & simetria da curva
normal standard relativamente ao ponto z = 0, outras areas sob a curva normal podem
ser obtidas a partir das que tiramos directamente da Tabela A.

Assim, se a area a esquerda de um ponto z é igual a p, a drea a sua direita é igual

al—p:

Pela simetria da curva, as areas a esquerda de um ponto —z e a direita do seu

simétrico z sao iguais:
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Em particular, as areas a esquerda e a direita do ponto z = 0 sao iguais a 0.5.

0.5 0.5

Exemplificamos a seguir a utilizacao da Tabela A, em alguns casos particulares

relevantes.

Exemplo 2.5.1 Para z = 0.50, obtemos, para area da regiao compreendida entre a
curva e o eixo horizontal que estd a esquerda de 0.50, o valor 0.6915. Como a area total
sob a curva é igual a 1, a area da regiao compreendida entre a curva e o eixo horizontal
que esta a direita de 0.50 ¢é igual a 1 — 0.6915 = 0.3085. De forma andloga, as areas a

esquerda e a direita do ponto z = —0.24 sao iguais a 0.4052 e 0.5948, respectivamente.

0.6915 0.3085 0.4052 0.5948

0.5 —0.24

Exemplo 2.5.2 O célculo de areas um pouco mais complicadas pode ainda ser feito
utilizando a Tabela A. Por exemplo, suponhamos que pretendemos calcular a &area
da regiao compreendida entre a curva e o eixo horizontal que estda entre os pontos
z=10.12 e z = 2.10. O valor desta drea pode ser obtido subtraindo ao valor da area a
esquerda de z = 2.10 o valor da area a esquerda de z = 0.12. Obtemos entao o valor
0.9821 — 0.5478 = 0.4343.
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0.9821 — 0.5478 = 0.4343

0.5478

0.9821 «——

0.12 2.1

Facilmente se obtém agora a area da regiao compreendida entre a curva e o eixo
horizontal que estd a esquerda do ponto z = 0.12 ou a direita de z = 2.10: 1—0.4343 =
0.5657.

Exemplo 2.5.3 Admitamos que a distribuigao dos erros de medida (em milimetros)
cometidos por um teodolito nas varias medigoes de determinada distancia, pode ser
descrita por uma distribuicao normal standard. Representando a variavel “erro” por
Z, temos entao que Z ~ N(0,1). Determinemos a propor¢ao p de medigdes em que o
erro cometido € inferior a —3 ou superior a 3 milimetros, isto é, a proporcao de medicoes
em que Z < —3 ou Z > 3. O valor pedido nao é mais do que a soma das areas, sob a

curva normal standard, a esquerda de —3 e a direita de 3.

-3
Efectuamos o cédlculo de trés maneiras diferentes:
A) De forma directa, somando as dreas, sob a curva normal standard, & esquerda
de —3 e a direita de 3, obtemos p = 0.0013 + (1 — 0.9987) = 0.0026.

B) Alternativamente, podemos comegar por calcular a area da regido compreendida

entre a curva normal standard e o eixo horizontal que estd entre os pontos z = —3 e
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z =3 eque éigual al—p.

53
Assim 1 — p = 0.9987 — 0.0013 = 0.9974, e portanto p = 0.0026.
C) Podemos ainda comegar por observar que a area a esquerda de z = —3 é igual a

p/2, pois esta é igual & drea a direita de z = 3 (pela simetria da curva normal standard

relativamente a z = 0).

p/2

3 T
Como a drea a esquerda de z = —3 é igual a 0.0013, entao p = 2 x 0.0013 = 0.0026.

Suponhamos agora que a distribuicao dos dados x1, . . . , z,, resultantes da observagao
duma varidvel X, pode ser descrita por uma curva normal de média u e desvio-padrao
o. Tendo em conta o que estuddmos nos pardgrafos 1.4 e 2.3, é de esperar que os dados

Z1,...,2n definidos por

correspondentes a uma alteracao da unidade de medida, sejam bem descritos por uma
curva densidade normal standard (porqué?). Como a variavel Z foi obtida da varidvel

X subtraindo-lhe em primeiro lugar a sua média u e dividindo o resultado obtido pelo
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seu desvio-padrao o, dizemos que padronizamos a varidvel X. Como Z tem média 0

e desvio-padrao 1, dizemos também que centramos e reduzimos X.

Padronizagao duma variavel normal:
Se

X ~ N(p,0)
entao

X_
7 = H

~ N(0,1).

As relagbes anteriores, exprimem o facto de que um problema sobre uma distribuigao
normal qualquer, pode ser convertido num problema sobre a distribui¢cao normal stan-
dard.

Exemplo 2.5.4 Para ilustrar a importancia deste facto, retomemos o Exemplo 2.4.1
(pag. 62) e denotemos por X a varidvel “classificacdo obtida em Andlise Matemética”.
Admitamos que a sua distribuicdo é normal com média 8.7 e desvio-padrao 3.3, isto é,
X ~ N(8.7,3.3). Suponhamos que pretendemos calcular a proporgao de classificagoes
inferiores a 8, isto é, queremos calcular a proporgao de vezes em que X < 8. Subtraindo
a média e dividindo pelo desvio-padrao, isto é, centrando e reduzindo X, vamos

converter este problema num problema sobre a distribuicao normal standard:

X < 8
X —-87 < 8—-87
(X —-87)/33 < (8—-8.7)/33
Z < =021
onde
Z ~ N(0,1).

A proporcao pedida é assim a frequéncia relativa do acontecimento Z < —0.21, que,
como sabemos, é dada pela drea da regiao compreendida entre a curva normal standard
e o eixo horizontal que esta a esquerda do ponto z = —0.21. Uma tal area é aproxi-
madamente igual a 0.4168. Como as classificagoes sao sempre positivas, poderiamos
também optar por calcular a proporcao de classificagdes para as quais 0 < X < 8, onde
X ~ N(8.7,3.3). Procedendo como atras, obterfamos o valor 0.4127, que é precisamente

o valor que foi indicado no Exemplo 2.1.3.
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Estamos agora em condicOes de justificar a regra 68-95-99.7 que afirmamos ser
valida para qualquer distribui¢do normal N(u,o). Usando o procedimento anterior,
verifiquemos que é de aproximadamente 68% a frequéncia relativa das observagoes X

para as quais

p—o<X<u+o
quando X ~ N(u, o). Subtraindo a média u e dividindo pelo desvio-padrao o obtemos:

p—0o < X <p+o
—0 < X —u <o
1< (X —p)fo <1
—1< Z <1

onde Z ~ N(0,1). A frequéncia relativa pedida é assim igual & frequéncia relativa
das observacgoes padronizadas Z para as quais —1 < Z < 1, que pode ser calculada
a partir da tabela da distribuicao normal standard: 0.8413 — 0.1587 = 0.6826. De
igual forma procederiamos para calcular a frequéncia relativa das observagoes X para
asquais pu —20 < X <pu+20ep—30 <X < pu+3o.

2.6 Julgando a assuncao de normalidade

Como vimos, um histograma, ou um grafico de extremos-e-quartis, pode revelar ca-
racteristicas da distribuicao em estudo, como assimetrias e existéncia de elevado ntiimero
de observacgoes discordantes, que nao sao compativeis com a assunc¢ao de normalidade.

Quando o histograma é aproximadamente simétrico e unimodal, revelando uma
forma de sino, é importante ter um instrumento sensivel para julgar da justeza da
assuncao de normalidade, uma vez que a decisao de descrever a distribuicao das ob-
servagoes por uma curva normal pode determinar passos futuros na andlise dos dados.
O instrumento grafico mais util para julgar a hipdtese de normalidade é o chamado
gréfico de quantis normais.

A ideia que estd na base deste grafico, é a comparacio dos percentis do conjunto
das observacoes com os percentis correspondentes da distribuicao normal que tem por
média a média das observacoes e por desvio-padrao o desvio-padrao das observacoes.
Para cada observagao = e para cada percentil z que associamos a x, o ponto (x, z) é mar-
cado num sistema de eixos coordenados. Se os pontos assim marcados estiverem
aproximadamente sobre a recta x = 2z, o grafico indica que a distribuicao
dos dados é normal. Desvios sistematicos relativamente a recta anterior,

sao indicadores de nao normalidade.
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Nao sendo estes graficos faziveis sem auxilio dum computador, vamos limitar-nos
no que se segue a analisar alguns graficos de quantis normais para alguns dos conjuntos
de dados que temos vindo a analisar.

Comecemos pelas distribuigoes descritas nos Exemplos 1.2.7 (pdg. 29), 1.2.8 (pag.
30) e 1.2.5 (pag. 27), e cujos histogramas revelam padroes claros de nao normalidade. Os
graficos de quantis normais apresentados a seguir confirmam esta ideia. Estes graficos
dao-nos indicagoes importantes sobre as caudas das distribuicoes, isto é, sobre os me-
nores e maiores valores da distribuigao. Vejamos, por exemplo, o gréafico relativos aos
tempos de interchegada que revela uma cauda esquerda mais curta do que a normal
(os pontos da lado esquerdo estdao abaixo da recta) e uma cauda direita mais longa
que a normal (os pontos do lado direito estdao abaixo da recta). Trata-se, por isso,
duma distribuicao com assimetria positiva. Estas caracteristicas s@o confirmadas pelo
histograma respectivo (ver pag. 29). Reparemos também no facto das duas observagoes
discordantes nos dados relativos a medi¢ao da velocidade da luz (ver Exemplo 1.2.5,

pag. 27), surgirem fora do padrao comum as restantes observagoes. Finalmente, e como
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podemos constatar do primeiro dos gréaficos seguintes, reparemos que na execucao de
graficos de quantis normais, o SPSS representa com um tnico ponto observacoes repe-
tidas.

A assungao de normalidade das distribuigoes descritas nos Exemplos 1.2.4 (pédg. 26)
e 1.2.6 (pdg. 28), é reforcado pelos grafico de quantis normais apresentados na figura
seguinte. Relativamente & distribui¢ao descrita no Exemplo 1.2.5 (pag. 27), é interes-
sante notar que se excluirmos do conjunto dos dados as duas observagoes discordantes,

as restantes observagoes podem ser descritas por uma distribuicao normal.

peso de pacotes de acucar (antes) peso de pacotes de agucar (depais)
1080 1040

1060 « 1030 « .

10204
1040 4

10104
1020 4
1000 «
1000 4
940 4

9G04
9a0 4

ohservagles normais esperadas
ohservagles normais esperadas

960 4 a70 4

40 960
v v y v y v v v v y y y v
840 9E0  SE0 1000 1020 1040 1050 1080 950 570 980 850 1000 10M0 1020 1030 1040
ohservagies ohservagies
classificacdes de Analise Matematica velocidade da luz
20 45
@ @
[
= 154 T A0
= @
ik} E a
o o
@ o 54 A
2 104 ]
] ]
£ £
=} 5 04
oy [y
g 59 2
= 2 a5
[ [
& Fs
[iE) a [iE)
o O« o 5
[=] {g 204
o
s L) ¥ ¥ T 15 T T T L3 L
5 o H 10 13 20 1 20 25 30 35 40 45
ohservagies observagdes

Distribuigoes normais

2.7 Bibliografia
Gomes, M.IL., Barao, M.1. (1999). Controlo Estatistico de Qualidade, SPE.

Moore, D.S., McCabe, G.P. (2003). Introduction to the Practice of Statistics, W.H.

Freeman and Company.



2 A distribuicdo normal 73

Pestana, D.D., Velosa, S.F. (2002). Introdu¢do a Probabilidade e a Estatistica, Vol. 1,

Fundacao Calouste Gulbenkian.






Capitulo 3
Associacao entre duas variaveis

Associacdo entre varidveis. Grdfico de dispersdo. Associagdo positiva e associagao
negativa. Associacao linear e nao-linear. Varidvel dependente e varidvel independente.
Coeficiente de correlagdo linear. Recta de regressao. Coeficiente de determinacao.
Grdfico de residuos. Observagoes discordantes e observagoes influentes. Previsao a

partir da recta de regressdo. Séries cronoldgicas. Cronograma.

3.1 Grafico de dispersao

Em alguns dos conjuntos de dados que consideramos anteriormente, para cada um
dos individuos observados, sao registadas varias das suas caracteristicas. Apesar disso,
as variaveis que lhes estao associadas foram por nés estudadas separadamente umas das
outras. Esse foi, por exemplo, o caso dos dados apresentados na Figura 1.1.1, em que
analisamos algumas das varidveis em que os dados estavam organizados. No entanto,
poderia ser interessante analisar possiveis relagoes entre essas varidaveis. Por exemplo,
relacOes entre as varidveis “numero de filhos” e “rendimento”, ou entre as varidveis
“sexo” e “rendimento”.

Neste capitulo, no ambito da analise exploratéria de dados, desenvolveremos méto-
dos graficos e quantitativos para estudar a relacdo entre duas varidaveis. Mais pre-
cisamente, para duas varidveis observadas num mesmo conjunto de individuos,
interessamo- -nos por identificar uma possivel associagao entre essas variaveis, isto é,
se alguns valores assumidos por uma das varidveis tendem a ocorrer mais frequente-
mente com uns do que com outros dos valores assumidos pela outra variavel.

Uma forma simples de explorar a possivel associacao entre duas variaveis quanti-
tativas, X e Y, a partir de n observacoes de cada uma delas em que as observagoes x; e
y; dizem respeito ao i-ésimo individuo observado, é representar estas observacoes num

diagrama ou gréafico de dispersao onde cada um dos pontos (z;,y;) é marcado num

75
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sistema de eixos coordenados. Este tipo de grafico permite analisar o padrao geral das
observagoes bem como desvios a esse padrao geral. O tipo de relagao subjacente, no
caso desta existir, e a sua intensidade, isto é, se se trata duma relacao fraca, moderada

ou forte, sdo ainda conclusoes que podemos tirar deste tipo de grafico.

Exemplo 3.1.1 Ilustremos o que acabamos de dizer considerando o grafico de dis-
persao relativo as classificagoes obtidas por um grupo de alunos das disciplinas de
Matemadtica e Estatistica (12 ano), varidvel X, e de Métodos Quantitativos (22 ano),

variavel Y, da licenciatura em Administracao Publica.
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O grafico anterior revela uma associagao positiva entre as variaveis X e Y, pois
aos menores e aos maiores valores de cada uma das varidveis correspondem, respecti-

vamente, os menores e os maiores valores da outra variavel.

Exemplo 3.1.2 O mesmo tipo de associacao é revelado pelo grafico de dispersao

seguinte, relativo as horas de insolacao e a temperatura maxima didrias observadas
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em Coimbra entre 16 de Junho de 2002 e 15 de Setembro de 2002 (dados do Instituto
Geofisico da Universidade de Coimbra). Cada um dos pontos do gréfico corresponde
a um dos dias do periodo observado. Reparemos que o grafico de dispersao poe em
evidéncia a presenca duma observagao que estd em desacordo com o padrao global
revelado pelo gréfico (observagdo marcada a cheio). Por razoes andlogas ao que fizemos

no capitulo anterior dizemos que se trata duma possivel observagao discordante.

Exemplo 3.1.3 Uma associacao positiva aparentemente mais forte do que a revelada
em qualquer dos exemplos anteriores, é aquela que existe entre o consumo doméstico
de electricidade em Coimbra e a populacao ai residente durante o periodo 1991 e 2001
(dados do INE), como podemos constatar do grafico seguinte. Os valores apresentados
para a populacao residente em Coimbra nos anos de 1991 e 2001 correspondem a dois
anos em que se realizaram censos gerais da populacao. As estimativas apresentadas pelo
INE para a populacao residente no periodo intercenséario incorporam ja os resultados
dos censos de 2001.

148

146 «

1444 @

142 4

populagio residente / 1000

140 4

133 9 =
130 140 150 160 170 180 180

consumo domeéstico / 1000000 Kwh

No caso de aos menores valores de cada uma das varidveis correspondem os maiores
valores da outra varidvel, dizemos que o gréafico exibe uma associagao negativa entre

as duas variaveis. Um exemplo duma tal situagao é apresentada a seguir.

Exemplo 3.1.4 Para 14 corredoras, registaram-se a capacidade aerébica maxima (ml
Kg~! min~!) e o tempo gasto para percorrerem determinada distancia (min) (in Abraham
e Ledolter, 1983, pag. 15). O grafico de dispersao sugere que quanto maior for a capa-

cidade aerébica maxima, menor é, em geral, o tempo de corrida.
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Nos exemplos anteriores, a forma da relagao exibida pelas varidaveis em estudo é
aproximadamente linear. Dizemos neste caso que se trata duma associagao linear.
Com isto queremos fazer referéncia ao facto dos pontos do grafico se disporem para
um e outro lado duma linha recta que podemos imaginar atravessar a nuvem de pon-
tos marcados. A associacao linear sera tanto mais forte ou marcada quanto mais
préximos dessa linha recta se dispuserem os pontos do gréfico.

Apresentamos a seguir dois exemplos de nao associacao. Os graficos de dispersao
respectivos nao revelam qualquer padrao. A nuvem de pontos nao exibe qualquer

direccao privilegiada.

Exemplo 3.1.4 (cont.) Para as 14 corredoras registaram-se também os seus pesos
(Kg) e alturas (cm). Os graficos seguintes nao revelam qualquer tipo de associagao

entre qualquer uma destas variaveis e o tempo de corrida.
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As relacoes entre duas varidveis podem ser dos mais diversos tipos. Apresentamos
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a seguir dois exemplos em que apesar de existir uma associagao clara entre as variaveis

em presenca, esta nao pode ser classificada de positiva ou negativa.

Exemplo 3.1.6 No grafico de dispersao seguinte, registam-se os consumo efectuados
por um automével (litro/100Km) a diferentes velocidades (Km/h) (in Moore e McCabe,
2003, pag. 122):

consumao (litros/100Km)

velocidade (Kméh)

Apesar da relativamente forte associacao, de tipo ndo-linear, exibida entre as duas
varidveis, esta nao pode ser qualificada de positiva nem de negativa pois, quer a valores
baixos, quer a valores altos da velocidade, correspondem elevados niveis de consumo.

Reparemos que se nos restringirmos as velocidades inferiores ou iguais a 50Km/h,
préprias de circuitos urbanos, ou as velocidades superiores a 50Km/h, habituais em
circuitos de estrada, a associacao entre as duas varidveis é aproximadamente de tipo
linear, sendo negativa no primeiro caso e positiva no segundo. Além disso, a associacao

linear é mais forte no segundo caso do que no primeiro.

22 13

consumao (litros/100Km)
=

consumao (litros/100Km)
©
a

velocidade (Kmvh) velocidade (Kmvh)
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Exemplo 3.1.7 Observagoes da componente radial da velocidade de uma estrela (ve-
locidade da estrela relativamente a Terra na direccao da linha recta que une os seus
centros de massa) que estd a aproximadamente 60 anos luz da Terra revelam variagoes
periddicas dessa velocidade com um periodo de aproximadamente 24.4 dias. As 181
observacoes realizadas s@o representadas a seguir em funcao da sua fase, isto é, em
funcao da proporc¢ao de tempo decorrido desde o inicio do periodo em que a observagao
se insere.! Também aqui é evidente uma forte associacdo de tipo nao-linear entre as

varidveis fase e velocidade.
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Nos exemplos anteriores, estivemos unicamente interessados em explorar uma possi-
vel associacao entre as variaveis em presenca. Ao pormos em evidéncia uma tal relacao,
nao estamos, necessariamente, a tentar explicar a variacao observada numa das variaveis
através da variacao da outra. No entanto, ao explorarmos uma tal relagao, podemos
pensar que uma das variaveis, digamos X, pode explicar ou mesmo causar as variacoes
observadas na outra varidvel Y. A varidavel Y diz-se entao variavel resposta ou
variavel dependente. Por oposicao, a varidavel X chamamos variavel explicativa
ou varidvel independente. Mais & frente veremos que é possivel quantificar o grau
de explicacao que a variavel independente comporta sobre a varidvel dependente.

No exemplo sobre uma possivel relagao entre a temperatura maxima didria e o
tempo de insolacao didrio, podemos colocar a possibilidade desta ultima varidvel poder
explicar a primeira. No iltimo dos exemplos anteriores, ao observarmos o consumo do
automovel para diferentes velocidades, poderd ser razoavel pensar que a variacao da
variavel “consumo” possa ser explicada a partir da variacao da variavel “velocidade”,

ou mesmo que a variacao desta ultima seja a causa para a variacao da primeira. Nessas

'"Dados retirados de Santos, N.C. et al. (2003). The CORALIE survey for southern extra-solar
planets, Astronomy & Astrophysics, 406, 373-381.
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circunstancias, as variaveis “consumo” e “temperatura maxima didria” sao as variaveis
dependentes enquanto que as variaveis “velocidade” e “tempo de insolagao didrio”
sao as variaveis independentes.

Sempre que estivermos em presenca de variaveis com estas caracteristicas, na cons-
trucao do grafico de dispersao devemos colocar no eixo horizontal a variavel indepen-
dente e no eixo vertical a variavel dependente.

Antes de terminar este paragrafo frisemos que ao estabelecermos a associagao entre
duas variaveis, uma dependente e a outra independente, nao podemos em geral concluir
pela causalidade duma delas relativamente a outra. Por outras palavras, nao podemos
concluir, sem mais, que a causa para a variagao da varidavel dependente seja a variacao
presente na variavel independente.

Um exemplo claro disso é-nos dado no Exemplo 3.1.1. Pensando na classificacao de
Métodos Quantitativos como varidavel dependente e na classificagdo de Matematica e Es-
tatistica como variavel independente, nao podemos deduzir uma relagao de causa-efeito
entre estas duas varigveis. E mais razogvel pensar que associacao positiva observada se
deve, por exemplo, ao facto de ambas as disciplinas exigirem conhecimentos na area da
Matematica. O Exemplo 3.1.2 é outro caso em que sem uma analise mais profunda néao
podemos dizer que a temperatura maxima é determinada pela insolacao. Possivelmente
haverda outra ou outras variaveis que nao estamos a considerar, que, conjuntamente com
a insolagao, determinem a temperatura maxima. Também no Exemplo 3.1.7 a asso-
ciacao exibida nao pode ser atribuida ao facto da fase ser a causa para a variabilidade
observada para velocidade. Os autores do trabalho de onde foram retiradas as ob-
servacoes defendem que em volta desta estrela orbita um planeta gigante, do tipo de
Jupiter ou Saturno, pois de outro modo a componente radial da velocidade nao variaria
de forma sistemética com a fase. Dos exemplos anteriores, o Exemplo 3.1.6 é o que
mais préximo estd duma relacao de causalidade. No entanto, seria importante saber
mais sobre a experiéncia realizada, em particular, se nao podera haver mais variaveis
que possam influenciar o consumo além da velocidade. Em caso afirmativo, serd que

essas varidveis estao controladas nas varias observagoes feitas a diferentes velocidades?

3.2 Coeficiente de correlacao linear

Um grafico de dispersao permite por em evidéncia a forma, a direcgao e a in-
tensidade da relagao entre duas variaveis quantitativas. A relacao linear entre duas
varidveis é, pela sua simplicidade, particularmente importante.

Na seccao anterior, qualificimos a associacao linear entre duas variaveis de acordo

com a sua intensidade. Usamos as palavras forte, moderada e fraca, para exprimir o
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facto dos pontos marcados no grafico de dispersao estarem mais ou menos proximos
duma recta imaginaria que atravessa a nuvem dos pontos marcados. Apesar de bastante
intuitiva, é por vezes dificil dizer quando é que um par de varidveis revela uma maior
associagao que outro par de variaveis. Por exemplo, nao é facil ordenar, relativamente ao
grau de associacao exibido, os pares de variaveis consideradas nos Exemplos 3.1.1, 3.1.2
e 3.1.4. Por outro lado, esta andlise é bastante subjectiva dependendo, em particular,

da escala usada no grafico de dispersao.

Exemplo 3.2.1 Para o exemplificar, apresentamos a seguir um grafico de dispersao
relativo aos dados do Exemplo 3.1.1 mas onde tomamos em cada um os eixos, valores
de 0 a 20. Tendo classificado de moderada a associacao positiva entre estas variaveis,
também agora a devemos classificar do mesmo modo. No entanto, é claro que, em
termos absolutos, neste grafico os pontos estao mais préximos duma recta imagindria

que atravessa o conjunto dos pontos marcados do que no grafico do Exemplo 3.1.1.

20

Mateméatica e Estatistica

Métodos Quantitativos

Uma situacao andloga pode ser observada, se alterarmos a unidade da medida que
utilizamos para registar os dados, e ao mesmo tempo nao tivermos o cuidado de, da

mesma forma, alterar os intervalos de variacao das varidveis em cada um dos eixos.

Exemplo 3.2.2 Os grafico de dispersao seguintes sao relativos as temperaturas médias
didrias observadas em Coimbra nos meses de Janeiro de 2002 e 2003. Cada um dos
pontos do grafico corresponde a um dos dias do més. O segundo grafico parece revelar

uma associacao mais forte que o primeiro.

Estas consideracoes tornam clara a necessidade de quantificar a relagdo entre as
varidveis em estudo. Uma forma simples de quantificar a associacao linear entre duas

varidveis quantitativas, é através do chamado coeficiente de correlagao linear.
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Denotando por Z, ¥, s; e sy, a média e o desvio-padrao das observagoes x1, 2, ...,

Tn € Y1,Y2,---,Yn, respectivamente, o coeficiente de correlagao linear entre as duas

variaveis, que denotamos pela letra r, é definido por

1 Ti—Z\ (Yi—Y
() (%5,

Na férmula anterior intervém as observacoes padronizadas ou standardizadas

associadas a x; e a y; que sao definidos, respectivamente, por

Ti—X o Yi— Y
Sy Sy

Estes valores dao-nos o ntmero de desvios-padrao que cada um dos valores z; e y;,
se afasta da média respectiva. Se, por exemplo, a observagao x; esta a direita de T e
a observacao y; esta a esquerda de 7, o primeiro dos valores anteriores é positivo e o
segundo é negativo. De uma forma geral, se x; e y; sao simultaneamente “grandes”
ou simultaneamente “pequenos”, o produto dos seus valores padronizados é positivo e
estas observagoes contribuem positivamente para coeficiente de correlagao linear. Se x;
é “pequeno” quando y; é “grande”, ou z; é “grande” quando y; é “pequeno”, o produto
dos seus valores padronizados é negativo e estas observacoes contribuem negativamente
para coeficiente de correlagao linear. No primeiro caso, o ponto (x;,y;) estd no primeiro
ou no terceiro quadrante dum sistema de eixos coordenados com origem em (Z, 7). No
segundo caso, o ponto (z;,y;) estd no segundo ou no quarto quadrante dum sistema de
eixos coordenados com origem em (Z,y).

Na figura seguinte, identificam-se as observacoes que contribuem positivamente

(marcas circulares) e negativamente (marcas quadradas) para o coeficiente de correlagao
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Contribuigoes negativas e positivas para r

linear dos pares de variaveis indicadas que consideramos nos Exemplos 3.1.1, 3.1.4 e

3.1.6. Reparemos uma observagao (z;,y;) contribui mais para r, quer positivamente,

quer negativamente, quanto mais distantes de & e y estejam, x; e y;, respectivamente

(porqué?).

ar.

De seguida enumeramos propriedades importantes do coeficiente de correlacao line-

Propriedades do coeficiente de correlacao linear 7:

® r é uma medida da associagao linear entre duas varidveis quanti-

tativas; r nao descreve associagoes nao-lineares;

® r nao depende das unidades em que as varidveis estao expressas,

isto é, r é invariante para alteracoes da unidade de medida;

® r toma valores entre —1 e 1;
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Propriedades do coeficiente de correlagao linear r (cont.):

® valores positivos de r indicam uma associacao positiva, sendo esta
associacao tanto maior quanto mais r estiver préximo de 1; no caso
limite r = 1, todas as observagbes estao sobre uma mesma recta com

declive positivo;

©® valores negativos de r indicam uma associacao negativa, sendo esta
associacao tanto maior quanto mais r estiver préoximo de —1; no caso
limite » = —1, todas as observagoes estdo sobre uma mesma recta

com declive negativo;
® valores de r préximos de zero indicam uma fraca associacao linear;

® como se baseia no calculo de médias e desvios-padrao, r é sensivel a
observacoes discordantes; deve por isso ser usado com cuidado quando

o grafico de dispersao sugerir a presenca de observagoes discordantes.

A férmula anteriormente dada para definir r, apesar de adequada para uma facil
interpretagao do coeficiente de correlacao linear, nao é adequada para o seu célculo.

Em alternativa, este pode ser feito a partir da férmula seguinte:

Calculo do coeficiente de correlagao linear:

_ 2 TiYi—nTy
(n—1)sz sy

Exemplo 3.2.3 Exemplifiquemos a utilizagao da férmula anterior, efectuando o calculo
do coeficiente de correlagao linear entre as varidveis “velocidade” (X) e “consumo” (Y')

do Exemplo 3.1.6 (pag. 79). Da tabela seguinte, concluimos que

7 = 1200/15 = 80,

_ 2
. - \/124000 15 x 80 a2

14
7 = 148.28/15 ~ 9.89,

\/1670.01 — 15 x (148.28/15)
14

2
= 3.82,

Sz
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i Ti Yi a3 y? TiYi
1 10 21.00 100 441.00 210.00
2 20 13.00 400 169.00 260.00
3 30 10.00 900 100.00 300.00
4 40 8.00 1600 64.00 320.00
5 50 7.00 2500 49.00 350.00
6 60 5.90 3600 34.81 354.00
7 70 6.30 4900 39.69 441.00
8 80 6.95 6400 48.30 556.00
9 90 7.57 8100 57.30 681.30
10 100 8.27 10000 68.39 827.00
11 110 9.03 12100 81.54 993.30
12 120 9.87 14400 97.42 1184.40
13 130 10.79 16900 116.42 1402.70
14 140 11.77 19600 138.53 1647.80
15 150 12.83 22500 164.61 1924.50
3 | 1200 | 148.28 | 124000 | 1670.01 | 11452.00

11452 — 15 x 80 x (148.28/15)

" 14 x 44.72 x 3.82 ~ 017

Sendo o valor de r proximo de zero, concluimos nao haver associacao linear entre
as variaveis. Como podemos constatar através do primeiro grafico do Exemplo 3.1.6,

existe, contudo, uma relacao nao-linear entre as duas varidveis.

Exemplo 3.2.4 O calculo do coeficiente de correlacao linear pode ser feito de forma
rapida utilizando o SPSS. Na tabela seguinte indica-se o coeficiente de correlacao linear,
conhecido também por coeficiente de correlagao de Pearson, entre o consumo doméstico

de electricidade em Coimbra e a populagao ai residente no periodo 1991 e 2001.

Correlations

cansuma populagdo
domestico residente
consumo doméstico Pearson Correlation 17| M Revliny
£1000000 Kwh Sig. (2-tailed) . 000
M 11 11
populagdo residente  Pearson Correlation | B 2E 1
{1000 Sig. (2-tailed) Rlili] .
il 11 11

. Correlation is sighificant at the 0.01 level {2-tailed).

Tal como ja tinhamos constatado no Exemplo 3.1.3 (pag. 77), a partir do grafico de

dispersao, a associacao positiva entre estas duas varidveis é forte.
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Associagao linear em funcao de r

Os gréficos de dispersao da figura anterior ilustram a maior ou menos associacao
linear em funcao do coeficiente de correlacao linear. Para que a comparacao dos varios
graficos seja possivel, os desvios-padrao de ambas as varidveis s@o iguais e as escalas de

ambos 0s eixos sao as mesmas.

3.3 Recta de regressao

Quando pretendemos resumir a informacao contida num gréfico de dispersao que

revela uma associacao linear entre as duas varidveis em presenca, é natural tentar
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ajustar aos dados uma recta. Essa recta resumird tanto melhor a informacao contida
nos dados quanto maior for a associacao, quer negativa, quer positiva, existente entre
as variaveis em estudo. No caso dessa associacao ser elevada, a recta poderia ainda ser
utilizada para inferir o valor y duma das varidveis a partir do valor x da outra.

Desejando determinar uma recta que se “ajuste aos dados”, surge naturalmente o
problema de saber o que isto significa. A ideia intuitiva, é a de que uma tal recta
deve estar proxima, num certo sentido, de todos os pontos do gréafico de dispersao,
ou, inversamente, todos os pontos do gréafico devem estar préximos, num certo sentido,
da recta em causa. Usando um critério matematico conhecido como dos minimos
quadrados, que consiste em determinar a recta para a qual a soma dos quadrados
das distancias verticais entre a recta e os pontos (£1,¥y1),- -, (Zn, yn) é a mais pequena
possivel, podemos determinar com facilidade essa recta a que chamamos recta dos
minimos quadrados ou recta de regressao de Y sobre X.

No grafico seguinte, que reproduz o primeiro grafico de dispersao do Exemplo 3.1.4,
e para uma recta nele desenhada, marcamos as distancias verticais entre essa recta e

cada um dos pontos do grafico.

Distancias verticais a uma recta

a0

45 o

444

tempo de corrida

42 4

40 4

36
¥ T ¥ v v )
45 45 a0 a2 a4 ab ot 1] G2

capacidade aerdbica maxima

Como sabemos, uma recta tem por equagao
y=axr+b

bastando para a sua determinacao, calcular os coeficientes a (declive) e b (ordenada na
origem). O declive e a ordenada na origem da recta de regressao sao dados a seguir.
Sendo a = r s, /s, o declive da recta de regressao, podemos concluir que uma variagao
de um desvio-padrao em z corresponde a uma variacao de r desvios-padrao em y. A

recta de regressao tem a propriedade de passar sempre no ponto (Z, 7).
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Determinacao da recta de regressao:

® declive:

Sy D TiYyi—nIy

a=r
Sy (n—l)si

® ordenada na origem:

Notemos que, contrariamente ao coeficiente de correlacao linear que nao usa o facto
de uma das varidveis poder ajudar a explicar ou a prever a outra, a recta de regressao
necessita que tenhamos uma variavel dependente (Y) e uma varidavel independente (X).
Em particular, a recta de regressao de Y sobre X nao coincide com a recta de regressao
de X sobre Y.

Exemplo 3.3.1 Para os dados descritos no Exemplo 3.1.4 (pag. 77) e considerando o
tempo de corrida como varidvel dependente (Y') e a capacidade aerébica maxima como

variavel independente (X ), determinemos a equagao da recta de regressao.

( T Yi a} y; TiYi
1 61.32 39.37 3760.1424 1549.9969 2414.1684
2 55.29 39.80 3056.9841 1584.0400 2200.5420
3 52.83 40.03 2791.0089 1602.4009 2114.7849
4 57.94 41.32 3357.0436 1707.3424 2394.0808
5 53.31 42.03 2841.9561 1766.5209 2240.6193
6 51.32 42.37 2633.7424 1795.2169 2174.4284
7 52.18 43.93 2722.7524 1929.8449 2292.2674
8 52.37 44.90 2742.6169 2016.0100 2351.4130
9 57.91 44.90 3353.5681 2016.0100 2600.1590
10 53.93 45.12 2908.4449 2035.8144 2433.3216
11 47.88 45.60 2292.4944 2079.3600 2183.3280
12 47.41 46.03 2247.7081 2118.7609 2182.2823
13 47.17 47.83 2225.0089 2287.7089 2256.1411
14 51.05 48.55 2606.1025 2357.1025 2478.4775
3| 741.91 | 611.78 | 39539.5737 | 26846.1296 | 32316.0137

Assim,
T 52994, s,~4.143, y~43.699, s,~2.938,

r~ —0.660, a~ —0.468, b~ 68.500,
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e a recta de regressao, que tracamos na figura seguinte, tem por equacao

y = —0.468 7 + 68.5.

Al

tempo de corrida

35

capacidade aerdbica maxima

Como ja referimos, a recta de regressao é habitualmente utilizada para inferir o
valor da varidvel dependente a partir do valor da varidavel independente. Por exemplo,
para uma corredora com uma capacidade aerébica maxima de 50, a recta de regressao

anterior permite obter a previsao y para o seu tempo de corrida:
y = —0.468 x 50 + 68.5 = 45.1.

Utilizando o SPSS podemos obter os quadros seguintes que contém, entre outras
coisas, o coeficiente de correlagao linear, a ordenada na origem e o declive da recta de

regressao.

Model Summary

Adjusted Std. Error of
hodel R F Sguare R Sguare the Estimate
1 LR 435 388 2,298048

a. Predictars: (Constant), capacidade aerdhica méxima

Coefficients®
Unstandardized Standardized
Coefiicients Coefiicients
Madel B Std. Error Beta 1 Sig.
1 (Constant) B 53494 8176 8377 Jaon
capacidade
aerdhica mésima | ™ - 468 164 | ] - BE0 -3,041 010

a. Dependent Variable: tempo de corrida

No primeiro quadro, é também apresentado o quadrado do coeficiente de correlagao
linear, 72, denominado coeficiente de determinacao. Este coeficiente tem uma in-
terpretacdo bastante importante. 2 é a fraccdo da variabilidade da varidvel dependente

Y que é explicada pela regressao da varidavel dependente sobre a varidvel independente.
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r2 é assim uma medida da qualidade da regressao na explicaciao da varidvel depen-

dente. No caso do exemplo anterior, podemos dizer que a capacidade aerébica maxima

explica 43.5% da variagao observada no tempo de corrida.

Exemplo 3.3.2 Para os dados descritos no Exemplo 3.1.2 (pag. 76) e tomando a
varidavel “horas de insolacao didrias” como variavel independente Y e a “temperatura
maxima didria” como varidavel dependente X, concluimos dos quadros seguintes que a

recta de regressao de Y sobre X tem por equacgao
y = 0.6192 + 22.002

e que as horas de insolacgao didrias explicam 48.1% da temperatura méaxima didria.

Model Summany®

Adjusted Std. Error of
Model R F Sguare R Sguare the Estimate
1 6343 | m 481 AT6 2,58953

3. Predictors: (Constanf), insalagdo (haras)

h. Dependent Yariahle: temperatura maxima

Coefficients®
Unstandardized Standardized
Coeflicients Coeflicients
hiodel B Std. Errar Beta 1 Sig.
1 {Constant) W 22002 JB51 33,811 000
insolagdo thoras) | W 19 63 ] A94 9140 ajul]

a. Dependent Yariable: termperatura maxirma

Exemplo 3.3.3 O INE publica nos seus anudrios regionais, estimativas para a popu-
lacao residente nos vérios concelhos do pais. Aproveitando a associagao linear forte
existente entre o consumo doméstico de electricidade e a populagao residente em Coim-
bra no periodo 1991 a 2001 (ver Exemplo 3.1.3, pag. 77, 86), a recta de regressao da
populacao residente sobre consumo doméstico de electricidade em Coimbra, permite
apresentar uma previsao para a populagao residente em Coimbra no ano de 2002 a
partir do consumo doméstico de electricidade verificado em Coimbra nesse ano. Do

quadro seguinte

Coefficients®
Unstandardized Standardized
Coeficients Coefficients
Maodel B Std. Errar Beta t Sig.
1 (Constant) 113424 3917 28958 .oo0o
consumo doméstico  |m 181 025 | m 926 7,351 oo

&. Dependent Wariable: populagdo residente

obtemos a equacao da recta de regressao

populacao residente = 0.191 x consumo doméstico de electricidade + 113.9
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3.4 Grafico de residuos

A recta de regressao ¢ um modelo matematico para o padrao global da associacao
linear entre duas varidaveis Y e X, a que chamamos modelo de regressao linear.
Como tal, descreve ou resume esse padrao global mas nao descreve desvios sistematicos
a esse padrao global. A andlise dos desvios das observacoes relativamente ao modelo
matematico, permite avaliar a adequacao desse modelo as observagoes e identificar
observacgoes discordantes, que no contexto da associacao entre duas varidveis podem
ser discordantes em qualquer uma das direcgoes x ou y.

Sendo os coeficientes da recta de regressao baseados no célculo de médias e desvios-
-padrao, serda de esperar que tais coeficientes sejam pouco resistentes, isto é, muito
sensiveis a observacoes muito maiores ou menores que as restantes observacoes. E assim
importante perceber a influéncia que essas observacoes discordantes tém, por si s6, no
célculo da recta de regressao. Nao seria razodvel que a recta de regressao, que deverd
descrever o padrao global das observacoes, seja determinada por observacoes que se
desviam desse padrao global.

Uma forma de medirmos o desvio duma observagao (z;,y;) relativamente ao padrao
global, que assumimos resumido pela recta de regressao, é considerar o residuo r;
associado a essa observacao que nao é mais do a diferenca entre a observacao y; e a
previsao

Yyi=ax;+b

obtida a partir da recta de regressao:

residuo r = observacao y - previsido y

Reparemos que o residuo r; nao é mais do que a distancia vertical com sinal entre
o ponto (x;,y;) e a recta de regressao. O residuo r; serd positivo ou negativo consoante
o ponto (z;,y;) esteja acima ou abaixo, respectivamente, da recta de regressao.

Para analisarmos os diversos residuos vamos representa-los graficamente no cha-
mado grafico de residuos. Um grafico de residuos é um grafico de dispersao dos
residuos versus a variavel independente. Neste grafico é habitualmente marcada a recta
horizontal correspondente as observagoes que nao exibem qualquer desvio relativamente
a recta de regressao. Acima e abaixo desta recta horizontal estdo as observacoes que
se encontram acima e abaixo, respectivamente, da recta de regressdao. A distancia de
cada ponto a recta horizontal é precisamente a distancia vertical, observada no gréafico

de dispersao, entre a correspondente observacao e a recta de regressao.
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Se a recta de regressao descreve bem o padrao geral das observagoes, o grafico de
residuos nao deve apresentar nenhum padrao especial. Nesse caso, os residuos tém a
interessante propriedade de terem média zero, e os pontos marcados dispoem-se para

um e outro lado da recta horizontal marcada no grafico.

Exemplo 3.4.1 Os graficos de residuos seguintes relativos aos dados dos Exemplos
3.1.3 (pag. 77, 86) e 3.1.4 (pag. 77), sao exemplos de uma tal situagdo. Os padroes
revelados pelos gréaficos sao tipicos de observacoes que nao exibem desvios sistematicos

relativamente ao modelo definido pela recta de regressao.

residuos
o
residuos

130 140 150 160 170 180 1490 a6 48 s s2 51 85 55 60 62

consuma doméstica / 1000000 Kwh capacidade aerdbica maxima

Se o grafico de dispersao apresenta um padrao bem definido, podemos concluir que
o modelo linear dado pela recta de regressao nao descreve convenientemente os dados.
Em particular, o padrao revelado pelo grafico de residuos é relativo a parte do padrao

de associacao entre as duas varidveis que nao foi apreendida pela recta de regressao.

Exemplo 3.4.2 Um exemplo desta situacao ocorreria se descrevéssemos através duma
recta as observagoes, que descrevemos no Exemplo 3.1.7 (pag. 80), sobre da componente
da velocidade radial da estrela e da fase em que as observacoes foram realizadas. O
grafico de residuos correspondente, revelaria uma forma sinusoidal que nao é captada
pela recta de regressao (ver figuras seguintes).

Ha no entanto outros modelos matematicos que poderiam descrever melhor o padrao
revelado pelos dados anteriores. Sem entrar em detalhes sobre tais modelos, vejamos
o resultados da utilizacao dum modelo de regressao quadratica e dum modelo de
regressao cubica. Como os préoprios nomes indicam, no primeiro caso os dados sao
descritos por uma curva de equacio y = az? + bz + ¢, enquanto que no segundo caso

é usada uma curva de equacio y = az> + bz? + cx + d. Como podemos concluir dos
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graficos seguintes, dos modelos considerados apenas o modelo de regressao cibica des-

creve os dados convenientemente.
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Tratando-se no entanto de observacoes periddicas, se alterarmos o instante a partir
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95

do qual marcamos o tempo, é possivel ajustar aos dados anteriores um modelo de

regressao quadratica. Da analise dos graficos de residuos parece-nos que este modelo

nao descreve os dados tao bem como o modelo de regressao cubica considerado atras.

velocidade (Km / 5)

o7

residuos
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Exemplo 3.4.3 Relativamente aos dados do Exemplo 3.1.2 (pag. 76), o grafico de

residuos seguinte poe claramente em evidéncia a observacao discordante que tinhamos

identificado a partir do grafico de dispersao.

residuns

Boo O

o
o

insolagan (horas)

Como podemos constatar, trata-se duma observagao discordante na direc¢ao do eixo

dos yy. O grafico revela ainda que maiores residuos estao, em geral, associados a valores

elevados ou muito pequenos de insolacdo. As previsdes para a temperatura méaxima a

partir da recta de regressao calculada atras, sao assim menos exactas para esses valores

de insolagao. E interessante notar, que esta observacao discordante na direcgao ¥y, nao é

discordante quando considerada como observagao da varidavel Y. Relativamente a esta
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varidvel podemos identificar, pelos métodos que ja estudamos, quatro possiveis obser-
vagoes discordantes: duas por defeito e duas por excesso. Como podemos confirmar
pelo grafico seguinte, nenhuma das observagoes discordantes por excesso é a observagao

que identificimos como discordante na direccao y.

40

temperatura maxima

=t
=%
b,
.
.
.
=
X
=

insolagan (horas)

Contrariamente ao que vimos no capitulo anterior em que uma observacao discor-
dante influenciava, sé por si, o cdlculo da média e do desvio-padrao, no contexto da
regressao uma observacao discordante na direccao y, apesar de ter um residuo grande,
nao é necessariamente uma observacao influente.

Na figura seguinte, ilustra-se esta situacao deslocando verticalmente a observacgao
discordante identificada no exemplo anterior, colocando-a primeiramente em cima da
recta de regressao e depois em baixo desta. Como podemos verificar, a recta de regressao

nao sofreu uma alteragao significativa.

40

temperatura maxima

insolagan (horas)
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Uma situacao completamente diferente ocorre quando o gréafico de dispersao apre-
senta uma nuvem de pontos muito concentrada e um ponto afastado. Este ponto tem

normalmente uma grande influéncia na recta de regressao.

Exemplo 3.4.4 Os dados apresentados no grafico de dispersao seguinte dizem respeito
a treze adolescentes para os quais foram registadas a idade em que disseram a primeira
frase (em meses) e as classificagoes obtidas numa prova de afericao das suas capacidades

em lingua portuguesa.

164 o
154

@ 144

=

gj o o

B 13

o - =] =] o o

o o

12 4 o o

idade da primeira frase (meses)

Tomando a variavel classificagdo em portugués como varidvel resposta Y e a variavel
idade da primeira frase como variavel explicativa X, obtemos os resultados seguintes.
Em particular, concluimos que a varidavel X explica 50% da variabilidade da varidvel

Y.

Model Summany®

Adjusted Std. Error of

hodel R R Square | R Sguare | the Estimate

1 a7 500 455 Bg8s
a. Predictars: (Constant), idade da primeira frase

h. Dependent Variable: portugués

Coefficients®
Unstandardized Standardized
Coeflicients Coeflicients
Model B Std. Errar Beta t Sig.
1 {Constanty 23,379 3,185 7217 oo
idade da primeira frase - 481 145 i -3218 o7

a. Dependent Variable: portugués

O gréfico de residuos poe em evidéncia a presenca duma observacao discordante na
direc¢ao x mas nao na direcgdo y, como poderia transparecer do gréafico de dispersao
anterior. Este facto pode ser facilmente entendido se tivermos em conta a posicao da

recta de regressao.
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Como jé referimos, esta observagao, além de discordante, é também uma observa-
¢ao muito influente. As conclusoes que possamos tirar dos dados anteriores, dependem
de forma determinante desta observacao. Tal é claro a partir da figura seguinte. Repa-

remos também nas alteracgoes significativas do coeficiente de determinagao.

Tratando-se de uma verdadeira observacao discordante, ela deve ser corrigida ou
eliminada. No entanto, se a observacao estiver correcta, é necessario recolher mais
informagao se pretendemos chegar a alguma conclusao valida. Tendo em conta que
a observacao influente corresponde a um adolescente que pronunciou a primeira frase

precocemente, essa informacao adicional deve incidir sobre este tipo de adolescentes.
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3.5 O tempo como variavel independente

Ha4 variaveis que sao observadas ao longo do tempo. Este tipo de observacoes pode
ser descrito graficamente representando os pontos (,y:), eventualmente ligados com
segmentos de recta, num sistema de eixos coordenados, onde t é instante de observacao

e y; a observagao.

Exemplo 3.5.1 A titulo de exemplo consideremos os graficos seguintes que descrevem
a evolucao das temperaturas minima e maxima registadas em Coimbra nos meses de

Agosto de 2002 e 2003 (ver Exemplo 1.3.16).

temperatura minima temperatura maxima
26 44

40 «
35.|'
32

24 <

graus celsius
graus celsius

24 «

20 «

Agosto de 2002 Agosto de 2002

10 Agosto de 2003 16 Agosto de 2003

B L A A A ¥ — v
1 4 7 1013 16 19 22 25 28 31 1 4 7 1013 16 19 22 25 286 31

Notemos que ao serem registadas as séries correspondentes aos dois anos num mesmo
grafico, podemos ainda comparar a evolugao das temperaturas para os dois anos em

estudo.

A este tipo de gréaficos, em que o tempo é marcado no eixo horizontal e no eixo verti-
cal é marcada a quantidade numérica de interesse chamamos cronogramas ou graficos
sequenciais. Como as observacoes y; sao realizadas ao longo do tempo dizemos que as
observacoes constituem uma série temporal ou cronolégica. Quando representamos
a evolucao da varidvel com o tempo através dum cronograma os padroes que podemos

encontrar sao os mais diversos possiveis.

Exemplo 3.5.2 O cronograma seguinte é relativo ao trafego de passageiros em segunda
classe em milhGes de passageiros por quilometro no sistema de caminhos de ferro francés,

de Janeiro de 1963 a Dezembro de 1979.2
2Dados retirados de Gouriéroux, C., Monfort, A. (1990). Séries Temporelles et Modéles Dynamiques,

Economica, pag. 5.
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Nele estao representadas as duas componentes principais duma série cronologica. A
tendéncia, que descreve o comportamento geral e a longo termo da série, e que caso do
exemplo anterior revela um crescimento acentuado, e a sazonalidade que descreve as
flutuacoes periddicas e sistematicas, habitualmente sazonais, da série. No caso anterior,
é clara a presenca de uma componente sazonal. No gréafico seguinte, apenas o periodo
de Janeiro de 1976 a Dezembro de 1979 esta representado para poér em evidéncia as
flutuagoes sazonais. Os meses de Julho e Dezembro sao claramente os periodos de

maior afluéncia de passageiros, enquanto que Fevereiro e Setembro sao os meses de

menor afluéncia de passageiros.

4000

5500 «

viajantes / Km

3000 =

2500
1976 1977 1978 1973

ano

Um modelo matematico para descrever o padrao revelado pelo grafico anterior e que

possa ser usado para fazer previsoes de valores futuros da série, é necessariamente mais
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complexo do que o modelo linear que temos vindo a considerar ao longo deste capitulo.
No entanto, quando o cronograma da série revelar um padrao aproximadamente linear,
é razoavel pensar que as técnicas que utilizamos nas secgOes anteriores possam ser

usadas.

Exemplo 3.5.3 Os consumos domésticos anuais de electricidade (em Kwh/10°) re-
gistados em Coimbra no periodo de 1987 a 2001 foram, respectivamente, de: 111.724,
114.459, 121.529, 127.476, 134.870, 149.202, 143.766, 149.742, 148.163, 158.834, 158.797,
161.730, 173.132, 179.556, 185.026 (dados da EDP). A evolugao de tais consumos é des-

crita graficamente pelo cronograma seguinte.
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Reparemos que sendo os consumos em causa anuais, nao existe uma componente
sazonal nesta série cronolégica. Além disso, a tendéncia é aproximadamente linear e
crescente.

Se, tal como nos paragrafos anteriores, pretendemos apresentar uma previsao para
o consumo doméstico de electricidade em Coimbra em 2002, sera natural considerar a

recta de regressao do consumo sobre a variavel ano.

Coefficients®
Unstandardized Standardized
Coeflicients Coeflicients
Model B Std. Errar Beta 1 Sig.
1 (Constanf) |-9730,607883 508,196 -19,246 aon
ano 4879175 255 983 19537 aoa

a. Dependent Variahle: consumo dornéstico /1000000 Kwh

Do quadro anterior obtemos como equacao da recta de regressao
consumo = 4.979175 x ano — 9780.607883,

que representamos na figura seguinte:
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Utilizando este modelo para prever o consumo doméstico de electricidade em Coim-

bra em 2002, obtemos a estimativa:
4.979175 x 2002 — 9780.607883 = 187.700467,
ou seja,
previsao para o consumo doméstico em 2002 = 187700467 Kwh.

Se o processo anterior tivesse sido usado para prever o consumo em cada um dos
anos de 1991 a 2001, a partir dos consumos realizados nos anos anteriores desde 1987,
terfamos obtido as estimativas que apresentamos no grafico seguinte (a tracejado), onde

também marcamos os verdadeiros consumos (a cheio) e os sucessivos residuos.
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Um outro método de previsao poderia ser obtido se nas previsoes do consumo para

cada ano usassemos apenas os quatro anos imediatamente anteriores. Nesse caso, obte-

riamos o gréafico seguinte.

consumo doméstica /1000000 Kwh
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Pretendendo apresentar uma previsao para o consumo doméstico em 2002, o quadro

seguinte da-nos os coeficientes da recta de regressao do consumo sobre a variavel ano

baseada apenas nos anos de 1998 a 2001:

Coefficients®
Unstandardized Standardized
Coefficients Coefiicients
lodel B Std. Error Beta 1 Sig.
1 {Constant) -15083,723400 | 19597594 -7.697 016
ano
(1993 3 2001) 7631200 480 984 7,786 016

4. Dependent Variable: consumo

Utilizando este modelo para prever o consumo doméstico de electricidade em Coim-

bra em 2002, obtemos a estimativa:

ou seja,

7.631200 x 2002 — 15083.723400 = 193.939,

22 previsao para o consumo doméstico em 2002 = 193939000 Kwh.

Quando o calculo da previsao é feito sem auxilio do computador, o cédlculo dos

coeficientes a e b da recta de regressao torna-se mais simples se codificarmos os instantes

em que sao observados os valores da série. Sendo o numero de anos observados impar,

devemos codificar o ano central com o valor 0, com valores 1,2, ... todos os anos que
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o seguem, e com valores —1,—2,... todos os anos que o precedem. Se o numero de
anos observados é par, os dois anos centrais deverao ser codificados com os valores —1
e 1, enquanto que os anos seguintes e anteriores devem ser codificados com 3,5, ..., e
—3,—5, ..., respectivamente.

Estas codificages tém a vantagem da soma dos valores da nova varidvel tempo ()
ser sempre igual a zero, o que simplifica o cdlculo dos coeficientes da recta de regressao.
O que dissemos para observagoes anuais vale para qualquer tipo de observacoes que se

efectuem em intervalos de tempo regulares.

Determinacao da recta de regressao com variavel

independente codificada:

® declive:
_ Doty
>t

a

©® ordenada na origem:

Exemplo 3.5.3 (cont.) Usando o processo anterior de codificagdo das datas, recalcu-
lemos as duas previsoes apresentadas para o consumo doméstico de electricidade para
2002 em Coimbra. Utilizando na previsao os valores dos consumos registados de 1987
a 2001 (15 anos), obtemos a tabela seguinte.

Assim

1394.169 2218.006

Devido ao facto de trabalharmos com observacoes codificadas, o coeficiente b nao é

= 147.867067.

igual ao coeficiente que encontramos para observacoes nao codificadas. O coeficiente a
nao é alterado.
Como previsao para o consumo doméstico em Coimbra para 2002, e tendo em conta

que este ano é agora codificado com o numero 8, obtemos:
4.979175 x 8 + 147.867067 = 187.700467
ou seja,

12 previsao para o consumo doméstico em 2002 = 187700467 Kwh.



3 Associagao entre duas varidveis 105

ano t i 12 tys
1987 | -7 111.724 49 | -782.068
1988 | -6 114.459 36 | -686.754
1989 | -5 121.529 25 | -607.645
1990 | -4 127.476 16 | -509.904
1991 | -3 134.870 9 | -404.610
1992 | -2 149.202 4 | -298.404
1993 | -1 143.766 1| -143.766
1994 | O 149.742 0 0
1995 1 148.163 1 148.163
1996 | 2 158.834 4 317.668
1997 | 3 158.797 9 476.391
1998 | 4 161.730 16 646.920
1999 | 5 173.132 25 865.660
2000 | 6 179.556 36 | 1077.336
2001 7 185.026 49 | 1295.182
> | 0| 2218.006 | 280 | 1394.169

Usando agora na previsao apenas os anos de 1998 a 2001 (4 anos), obtemos:

ano t g |t tys
1998 | -3 | 161.730 9 | -485.190
1999 | -1 | 173.132 1| -173.132
2000 1 | 179.556 1 179.556
2001 3 | 185.026 9 555.078
% 0 | 699.444 | 20 76.312

Assim

. 76.312 _ 38156 e b— 699.444

20 4

Como previsao para o consumo doméstico em Coimbra para 2002, e tendo em conta

= 174.861.

que este ano é codificado com o numero 5, obtemos:
3.8156 x 5+ 174.861 = 193.939
ou seja,
22 previsao para o consumo doméstico em 2002 = 193939000 Kwh.

Reencontramos, como seria de esperar, as previsoes anteriormente calculadas.
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Capitulo 4

A recolha dos dados

Estudos observacionais e experiéncias. Planeamento de experiéncias. Factor, nivel,
tratamento. FExperiéncias controladas. Numeros aleatorios e aleatorizacdo ma consti-
tuicao dos grupos. Constituicdo de blocos e emparelhamento. Planeamento de estudos
por amostragem. Populacdo, amostra, pardametro, estatistica. Amostragem aleatoria
simples, estratificada e em vdrias etapas. Métodos de amostragem nao-aleatorios. Viés

e variabilidade. Distribuicao amostral.

4.1 A importancia duma adequada recolha de dados

Até ao momento estivemos interessados em descrever grafica e numericamente um
conjunto de dados provenientes da observacao de determinadas variaveis num conjunto
de individuos. A deteccao de padroes, a identificacdo de observagoes discordantes ou
influentes, a descricdo da distribuicdo duma variavel e a andlise de possiveis relacoes
entre variaveis, foram, de um modo geral, os objectivos principais do estudo até agora
realizado.

A natureza exploratéria e descritiva desse estudo ndo permite que as suas conclusoes
permanecam validas para além dos dados considerados. Em alguns dos exemplos fo-
cados, é claro que a andlise até agora feita s6 parcialmente responde as principais
questoes colocadas quando recolhemos os dados. Exemplos do que acabamos de refe-
rir sdo o Exemplo 1.2.3, onde se pretende avaliar os efeito duma nova farinha para a
alimentacao de pintos, e o exemplo da sondagem de opinido a que fizemos referéncia
no capitulo introdutorio. Quando utilizamos graficos de caule-e-folhas e de extremos-
e-quartis para comparar os dois grupos de pintos do Exemplo 1.2.3 (ver pédg. 45), o
objectivo principal é saber se a nova farinha deve ser utilizada na alimentacao de to-
dos os pintos do aviario, ou mesmo na de pintos de outros avidrios que estejam em

condigoes semelhantes as dos pintos observados. O mesmo se passa na realizacao duma

109
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sondagem eleitoral, dum estudo de saide piblica ou dum estudo sobre o consumo. O
seu interesse principal estd na possibilidade de extrapolar para toda a populacao, os
resultados obtidos para os individuos inquiridos.

Para que esse procedimento inferencial nao conduza a resultados invalidos, é neces-
sario que os dados sejam recolhidos de forma apropriada, que permita, em particular,
a utilizacao duma metologia estatistica adequada para os analisar. Sobre essa

metodologia falaremos em capitulos futuros.

Exemplo 4.1.1 Para realcar a importancia duma adequada recolha de dados, retome-
mos o Exemplo 1.2.3 (pédg. 20) e imaginemos que os 40 pintos seleccionados para testar
a nova farinha se encontravam numa caixa grande, da qual retirdivamos, um a um, 20
pintos para formar o grupo ao qual era ministrada a farinha habitual. Para evitar
factores pessoais na escolha dos pintos, suponhamos que, sem olhar, introduziamos a
mao na caixa e retirdvamos o primeiro pinto que apanhdssemos. Este procedimento de
seleccao dos grupos experimentais nao é o mais apropriado, encerrando vicios que
podem deturpar o resultado do estudo. Por exemplo, serd de esperar que os pintos mais
fracos se deixem apanhar mais facilmente, ficando no grupo ao qual era ministrada a
nova farinha, os pintos mais fortes e saudaveis. Nao seria de estranhar que desse grupo

proviessem os pintos mais gordos quando passado alguns dias todos eles fossem pesados.

Nos préximos paragrafos abordaremos sucintamente questoes relacionadas com a
recolha ou producgao de dados em estudos observacionais por amostragem, cujo
principal objectivo é o de recolher informacao sobre um conjunto de individuos a partir
da observacao de uma pequena parte destes, e nos quais os individuos sao observados
sem tentar influenciar as suas respostas, e na realizagao de experiéncias em que o
observador impoe deliberadamente um tratamento ou regime especifico aos individuos

intervenientes no estudo com o objectivo de observar a sua resposta.

4.2 Planeamento de experiéncias

Como referimos atrds, um estudo diz-se uma experiéncia quando uma ou varias
condicOes experimentais especificas sao deliberadamente impostas aos individuos, tam-
bém chamados de unidades experimentais, de modo a observar a sua resposta.
A cada uma dessas condicOes experimentais chamamos tratamento. Usando uma
linguagem ja nossa conhecida, cada um destes tratamentos resulta da alteracao de uma
ou de varias variaveis a que chamamos independentes ou explicativas, e que no
contexto das experiéncias sao também chamadas de factores. Os diferentes valores que

os factores tomam dizem-se também niveis desse factor. Os niveis ndo sao assim mais
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do que os diferentes valores que as varidveis explicativas, quantitativas ou qualitativas,
tomam. O objectivo duma experiéncia é estudar o efeito dessas alteragoes na varidvel

resposta a que chamamos também variavel dependente.

Exemplo 4.2.1 A comparacdo dos dois tratamentos para a recuperacao de jovens
anoréxicas apresentados no Exemplo 0.2.1 (pdg. 3), é um exemplo tipico duma ex-
periéncia. Os dois tratamentos em confronto dizem respeito a forma como é aplicada
a terapia habitual. A varidvel resposta é aqui o peso e hd apenas um factor, a tera-
pia, com dois niveis respeitantes ao regime, ambulatério ou de internamento, em que a

terapia habitual é aplicada.

Exemplo 4.2.2 A comparacao das duas dietas para os pintos do Exemplo 1.2.3 (pag.
20), é outro exemplo duma experiéncia. Os tratamentos sao constituidos aqui pelas
duas dietas impostas aos pintos. A varidvel resposta é o peso e hé apenas um factor
com dois niveis respeitantes ao tipo de dieta aplicado. Além do efeito da farinha,
poderiamos estar também interessados no efeito produzido por um complexo proteico
que era, ou nao, adicionado a farinha. Terfamos assim mais um factor com dois niveis
possiveis. A conjugacao destes dois factores, cada um deles com dois niveis, da origem

a quatro tratamentos diferentes.

Algumas questoes importantes relativas ao planeamento das experiéncias ante-
riores ou de quaisquer outras experiéncias, podem ser levantadas. Tais questoes tém,
no essencial, a ver com o objectivo de controlar a variacao de variaveis distintas da
varidvel que estd a ser medida que podem ter influéncia nessa varidavel. E importante
para a validade do estudo que, quer no inicio, quer durante a aplicacao dos diferentes
tratamentos, o efeito dessas varidveis, a ocorrer, se manifeste de igual forma nos in-
dividuos dos varios grupos de tratamento. Dizemos neste caso que a experiéncia esta

controlada.

Exemplo 4.2.2 (cont.) Retomemos o exemplo dos pintos, e suponhamos que a nova
farinha era dada a 20 pintos que manteriamos afastados dos restantes pintos do aviario
para garantir que estes sé se alimentavam com a nova farinha, e que passado alguns
dias comparavamos o seu peso com o de 20 outros pintos seleccionados no avidrio. Ao
planearmos a experiéncia desta forma, os pintos que comem a nova farinha vivem sob
condicoes diferentes das dos restantes pintos do aviario. Podem ter mais ou menos
espaco, mais ou menos calor, mais ou menos quantidade de alimento, etc. Como todas
estas variaveis podem influenciar o seu crescimento, no final da experiéncia ficariamos
sem saber se as possiveis diferengas observadas na variavel resposta se devem as diferen-

tes farinhas utilizadas, ou ao efeito de algumas das variaveis que nao foram controladas.
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Neste exemplo concreto, o controlo dessas variaveis pode passar por garantir que os
pintos de ambos os grupos vivam sob condicoes semelhantes durante a realizagao

do estudo.

Outra questao importante é relativa a forma como os individuos sao divididos pelos
varios grupos de tratamento. Como ja fizemos notar no paragrafo anterior, esta é uma
questao importante que quando nao é tida em conta, pode conduzir ao favorecimento
sisteméatico de determinado resultado. Nesse caso dizemos que ha um enviesamento
dos resultados do estudo. Em populagoes humanas a constituicao dos grupos é por
vezes feita de forma a que esses grupos sejam semelhantes relativamente a algumas
varidveis tidas como possivelmente influentes na resposta ao tratamento. Por razoes ja
avancadas, este pode nao ser o método mais adequado para constituir os grupos pois
pode haver varidaveis omissas que influenciem fortemente a resposta aos diferentes

tratamentos.

A aleatorizacgao na constituicao dos grupos experimentais é uma forma simples
de evitar o problema anterior. Isto quer dizer que os individuos a incluir em cada
um dos grupos devem ser escolhidos ao acaso, evitando-se assim escolhas pessoais ou
subjectivas na sua seleccao. Voltando ao exemplo dos pintos, a aleatorizacdao produz
grupos de pintos que devem ser semelhantes em todos os aspectos antes de comecar
o estudo. Desta forma estamos a esbater diferencas que surgem sempre entre os
individuos. No caso dos pintos haverd, por exemplo, pintos com mais tendéncia a
engordar do que outros. Ao procedermos da forma anterior, as diferengas observadas no
final do estudo sao devidas aos diferentes tratamentos ou ao papel desempenhado pelo
acaso na constituicao dos grupos. Quando uma tal diferenca é tao grande que raramente
poderia ocorrer por acaso, dizemos que se trata duma diferenca estatisticamente

significativa.

Para proceder a constituicao dos grupos experimentais por métodos aleatorios, de-
vemos comegcar por numerar, da forma mais simples possivel, todos os individuos in-
tervenientes no estudo. Destes devemos escolher ao acaso alguns que integrarao um
dos grupos experimentais. Para os outros grupos procede-se da mesma maneira. Ao
dizermos que escolhemos ao acaso alguns individuos, digamos m, queremos dizer que
todas as possiveis amostras com m individuos deverao ter todas a mesma possibilidade
de serem seleccionadas. A maior partes das aplicagoes informéticas com rotinas de
estatistica, ou mesmo uma calculadora mais evoluida, tém uma funcao (random ou

aleatdrio) para executar a tarefa anterior.

Exemplo 4.2.2 (cont.) No exemplo dos pintos, os 40 individuos podem ser numerados

de 1 a 40. Destes 40 ntimeros, devem ser escolhidos 20 ao acaso que integrardao um
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dos grupos do estudo. Usando o SPSS obtemos os seguintes nimeros (excluidas as

repetigoes):

36, 28, 33, 06, 32, 01, 30, 18, 12, 29, 02, 17, 16, 27, 15, 20, 35, 13, 08, 19

Sem auxilio dum computador podemos também efectuar a aleatorizacao dos grupos

usando uma tabela de niimeros aleatérios.

Uma tabela de nimeros aleatérios é uma lista dos algarismos

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 com as propriedades seguintes:

® qualquer posicao da lista é ocupada com igual possibilidade por

qualquer um dos algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9;

© algarismos colocados em diferentes posigoes na lista sdo indepen-
dentes, no sentido em que o valor de um néo influencia o valor de

outro.

Das propriedades anteriores deduz-se ainda que:

® qualquer par de algarismos seleccionado tem igual possibilidade de
ser um dos pares 00,01,02,...,98,99;

® qualquer terno de algarismos tem igual possibilidade de ser um dos
ternos 000,001, 002, 998, 999;

® valem propriedades andlogas para grupos de quatro ou mais alga-

rismos.

A Tabela B é um exemplo duma tabela de nimeros aleatdrios. Apesar desta ter
sido gerada por computador, uma tabela deste tipo poderia ter sido construida com o
auxilio duma esfera de extraccao de bolas da lotaria (ou outro sistema andlogo), na qual
introduziamos 10 bolas com os algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 e da qual extralamos
uma bola registando o seu algarismo. Depois de repor na esfera a bola extraida, o
processo seria repetido tanta vezes quantos os numeros que desejassemos incluir na
tabela.

Uma tabela de niimeros aleatérios pode ser lida por qualquer ordem, ao longo duma
linha, ao longo duma coluna, da esquerda para a direita, da direita para a esquerda, etc.
Para fixar um modo de leitura que todos utilizemos, vamos ler a tabela por colunas,
de cima para baixo e da esquerda para a direita, s6 passando as colunas seguintes da

tabela depois de esgotar todas as linhas da tabela.
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Exemplo 4.2.2 (cont.) Relativamente ao exemplo dos pintos, iniciando a leitura da
tabela na linha 01 da coluna 11, e agrupando os algarismos em grupos de dois, obtemos
os 20 nimeros seguintes (excluidas as repetigoes e os agrupamentos de dois algarismos
00,41,42,...,98, 99):

03, 14, 15, 32, 04, 10, 11, 36, 40, 23, 12, 33, 22, 02, 39, 16, 18, 17, 24, 31

O processo de aleatorizagao na constituicao dos grupos que acabdamos de descrever,
é, como referimos, um método simples de constituir grupos que sejam homogéneos
relativamente a varidveis, identificadas ou nao a partida, que possam influenciar a
resposta dos individuos aos diferentes tratamentos.

No entanto, a aleatorizacao na constituicdo dos grupos nao nos guarda da possi-
bilidade de obtermos grupos que sejam pouco homogéneos relativamente a variaveis
influentes, omissas ou nao, na varidavel que medimos. No caso particular de algumas
dessas variaveis influentes estarem identificadas a partida, processos diferentes
para a constituicao dos grupos podem ser utilizados.

Se, por exemplo, pretendemos comparar duas dietas numa populagao humana de
individuos entre os 25 e os 30 anos, e tivermos razao para acreditar que a varidvel sexo
possa influenciar fortemente os resultados, em vez de se proceder a aleatorizagdo na
constituicao dos grupos a partir de todo o conjunto de individuos independentemente
do seu sexo, é preferivel conduzir experiéncias separadas para homens e para mulheres,
e proceder a aleatorizacao na constituicao dos grupos dentro de cada um destes grupos,
a que chamamos habitualmente blocos. Ao constituirmos blocos de individuos que
sao semelhantes relativamente a uma varidvel que afecta a resposta ao tratamento,
podemos ainda tirar conclusoes separadas acerca de cada um desses blocos.

Na comparacao de dois tratamentos, é por vezes possivel aplicar ambos os trata-
mentos num mesmo individuo ou em dois individuos que sejam semelhantes relativa-
mente as variaveis influentes na variavel resposta. Dizemos entdao que os individuos,
as observagoes, ou as amostras, estao emparelhados. No primeiro caso, em algumas
experiéncias os dois tratamentos sao aplicados ao individuo por ordem aleatdria, en-
quanto que no segundo caso os individuos emparelhados sao afectos a um ou a outro

dos grupos de forma aleatoria.

4.3 Planeamento de estudos por amostragem

Neste paragrafo centramos a nossa atencao nos chamados estudos por amostra-
gem que tém como objectivo tirar conclusoes gerais acerca dum conjunto finito de
individuos a partir da observacao dum ntmeros restrito desses individuos. Contraria-

mente a uma experiéncia em que certas condicoes sao impostas aos individuos de modo
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a observar a sua resposta, nos estudos por amostragem os individuos sao observados nas
condigoes habituais com o objectivo de determinar alguma ou algumas caracteristicas
particulares da populagao.

O conjunto total dos individuos, ou unidades individuais, sobre o qual quere-
mos obter informacao é denominado populagao. A parte da populacao que é sujeita
a observacao chamamos amostra. Ao numero de individuos da amostra chamamos
dimensao da amostra.

Num estudo deste género, pretendemos normalmente obter informacao sobre cara-
cteristicas numéricas dessa populacao, a que chamamos parametros. Para o efeito
utilizamos as caracteristicas amostrais correspondentes a que chamamos estatisticas.
As estatisticas sdo assim funcoes da amostra ndo dependendo dos parametros popula-

cionais.

Exemplo 4.3.1 A titulo de exemplo, suponhamos que algum tempo antes das elei¢Ges
para a AAC pretendemos conhecer a percentagem p de estudantes que vao votar. A
populacao é aqui constituida por todos os alunos da UC. A percentagem de alunos
que vao votar é aqui o parametro em que estamos interessados. Para o conhecermos
terfamos de inquirir todos os alunos da UC, isto é, teriamos de realizar um censo.
Sendo esta tarefa dificil, ou mesmo impossivel, de ser realizada num periodo curto de
tempo, serfamos conduzidos a inquirir alguns, nao muitos, alunos da UC aos quais
perguntavamos se iriam votar no dia das elei¢oes. Para uma tal amostra é facil calcular

a percentagem de alunos que vao votar. Essa percentagem é uma estatistica.

Um ponto essencial do planeamento dum estudo por amostragem é o da
escolha do método a utilizar para recolher a amostra. A fase da recolha da amos-
tra é de grande importancia pois esta deve ser, na medida do possivel, representa-
tiva da populagdo que se pretende estudar. Quando tal acontece, sera de esperar
que a estatistica calculada seja uma aproximacao razoavel da caracteristica popula-
cional de interesse. Amostras representativas da populacao dizem-se sem viés ou
nao-enviesadas. Caso contrarios dizemos que as amostras sao enviesadas. O caso
das amostras de resposta voluntaria, que ocorrem quando em programas televi-
sivos é lancada uma questao para ser respondida pelo espectadores, sao exemplos de
amostras que apresentam enviesamentos claros favorecendo de forma sistematica um
dos resultados.

Tal como para o caso das experiéncias que aborddmos no pardgrafo anterior, uma
forma simples de evitar o enviesamento da amostra, evitando preferéncias pessoais
na sua escolha ou o problema da resposta voluntaria, é proceder a sua seleccao por

métodos aleatodrios.
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Descrevemos a seguir trés destes métodos, a amostragem aleatdria simples,
a amostragem estratificada e a amostragem em varias etapas, para os quais

indicamos algumas vantagens e desvantagens.

A amostragem aleatdéria simples é um dos métodos mais simples de selecgao de
amostras de tamanho fixo n duma populacao. Uma amostra aleatoria simples obtém-
-se seleccionando ao acaso, e sem reposicao, os elementos da amostra tendo por base a
populacao. Em particular, todas as possiveis amostras com n elementos tém a mesma
possibilidade de ser seleccionadas. Este foi precisamente o método utilizado na aleatori-
zacao dos grupos numa experiéncia. A aleatorizagao na constituicao dos grupos numa
experiéncia nao é mais do que uma amostragem aleatéria simples que tem por base o
conjunto dos individuos intervenientes no estudo. Para obter uma amostra aleatéria
simples, é necessario listar todos os individuos da populacao atribuindo um nimero a
cada um deles. A seguir utilizamos uma tabela de nimeros aleatérios e seleccionamos

a amostra com o tamanho desejado.

A amostragem estratificada realiza-se quando possuimos informagao suplemen-
tar sobre a populagao que permita fazer a sua divisao em subpopulagoes ou estratos.
A ideia da amostragem estratificada é a de seleccionar em cada um desses estratos uma
amostra aleatdria simples, combinando depois essas diferentes amostras para obter in-
formagao sobre a populagao. Como vantagens da estratificagao da populagao podemos
referir o facto dela permitir obter informacao sobre cada um dos estratos, tornar o
processo de amostragem mais simples, e oferecer mais garantia de representatividade a
amostra uma vez que uma amostra aleatéria simples com base na populagao poderia
nao conter qualquer elemento de um dos estratos. Pode provar-se matematicamente que
a amostragem estratificada permite obter resultados mais exactos do que a amostra-
gem aleatodria simples quando a populagdao é muito heterogénea mas as subpopulacoes
que integram os estratos sao razoavelmente homogéneas. Ao pretendermos obter uma
amostra estratificada de dimenséao n, é preciso saber a dimensao das amostras a recolher
em cada estrato. Uma forma de o fazer, conhecida como afectagcao proporcional,
consiste em recolher em cada estrato uma amostra de dimensao proporcional a di-
mensao do estrato. Notemos, no entanto, que a afectacao proporcional nem sempre € a
mais indicada. E razodvel pensar que em estratos homogéneos relativamente a carac-
teristica em estudo, a dimensao da amostra a recolher deverd ser mais pequena do que

em estratos mais heterogéneos.

Os dois métodos de amostragem anteriores, exigem que a populacao, ou melhor,
que as suas unidades individuais estejam listadas. Casos ha, em que apesar de nao
ser possivel listar toda a populagao é possivel identificar grupos de individuos e listar

tais grupos. A amostragem aleatéria em varias etapas, também designada por
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amostragem por grupos, ¢ um método de amostragem aleatéria em que a escolha
aleatoria da amostra é feita em varias fases. Para a sua utilizacao a populagao é
dividida em grupos ditos unidades amostrais. KEsta comega por ser dividida em
unidades primarias, cada um destes grupos pode ser dividido em subgrupos ditos
unidades secundarias, e assim sucessivamente. Cada unidade corresponde a uma
etapa do processo de amostragem, etapas essas que vao sendo percorridas até se chegar
as unidades finais que sao as Unicas a serem inquiridas. Em cada etapa a seleccao das
unidades a considerar pode ser feita por amostragem aleatéria simples ou por outros
métodos de amostragem aleatérios. Como as unidades finais sao as tnicas a serem

inquiridas, apenas estas necessitam de ser listadas.

Exemplo 4.3.1 (cont.) No quadro seguinte indica-se o nimero de alunos por cada
uma das Faculdades da UC (dados do Prospecto da UC de 2003/04):

Faculdade | n® de alunos | n® de licenciaturas
FL 4606 17
FD 3145 2
FM 1512
FCT 7669 23
FF 934 1
FE 2460 4
FPCE 1271 2
FCDEF 475
Total 22072 52

Havendo listas de todos os alunos da UC, qualquer um dos métodos anteriores de amos-
tragem pode ser aplicado. Apenas no sentido de ilustrar a sua aplicacao, admitamos
que pretendiamos recolher uma amostra de tamanho 100 para estimar a percentagem
p de estudantes que neste momento pensam ir votar nas proximas eleicoes da AAC.

Usando a amostragem aleatoria simples, terlamos que numerar todos os alunos,
por exemplo de 00001 a 22072 (FL: 00001 a 04606, FD: 04606 a 07751, FM: 07752 a
09263, FCT: 09264 a 16932, etc), e usar um computador ou uma tabela de niimeros
aleatorios para seleccionar a amostra. Usando a Tabela B e iniciando a leitura na
primeira linha da primeira coluna, os alunos seleccionados sao os numerados por: 15685,
14768, 05374, 15252, 07908,. ...

Usando agora a amostragem estratificada com afectacao proporcional, em que
os estratos sao as diversas Faculdades, é preciso comecar por determinar o nimero de
alunos de cada uma das Faculdades que devemos incluir na amostra. Sendo a afectacao
proporcional, obtemos FL: 21, FD: 14, FM: 7, FCT: 35, FF: 4, FE: 11, FPCE: 6,
FCDEF: 2. Para extrair uma amostra aleatéria simples de dimensao 21 da Faculdade

de Letras, listamos os seus alunos da 0001 a 4606. Iniciando a leitura da Tabela B
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na primeira linha da primeira coluna (por exemplo), os alunos a incluir na amostra
sao o 4156, 4596,1568, 2581,1476,. ... De igual modo procederiamos para as restantes
Faculdades.

Usando agora a amostragem aleatéria a varias etapas, poderiamos conside-
rar as Faculdades as unidades primadrias, e os alunos dessas Faculdades as unidades
secundarias e finais. Neste caso, este tipo de amostragem é também conhecido por
amostragem aleatéria bietdpica. Na primeira etapa escolherfamos algumas Facul-
dades, e na segunda escolheriamos alguns alunos das Faculdades seleccionadas. Em vez
duma amostragem em duas etapas, poderiamos ter também considerado uma amos-
tragem a trés etapas em que as unidades terciarias e finais seriam os alunos de
cada uma das licenciaturas das Faculdades. Assim, enquanto que na primeira etapa
escolhiamos algumas das Faculdades, na segunda etapa, para cada uma das Faculdades
escolhidas na etapa anterior, escolhiamos alguma ou algumas das suas licenciaturas,
e na etapa final seriam seleccionados aleatoriamente alguns alunos das licenciaturas

escolhidas.

Uma segunda classe de métodos para seleccao de amostras é bastante utilizada na
pratica pela sua maior facilidade de implementagao e economia, quando comparados
com os métodos aleatérios. Nestes, a amostra é escolhida de modo que, segundos
determinados critérios mais ou menos subjectivos, se assemelhe a populagdao. Contra-
riamente aos métodos aleatdrios, estes métodos de amostragem, ditos nao-aleatérios
ou deterministicos, nao permitem medir o grau de confianga que podemos ter
nos resultados que com base neles obtemos. Os métodos nao-aleatérios mais utilizados
sao a amostragem de resposta voluntaria, que surgem na forma de questionarios de
rua, questionarios incluidos em revistas, questionarios televisivos, etc, a amostragem
orientada, em que a escolha da amostra é dirigida por peritos que detém grande in-
formacao sobre os elementos da populacao, e a amostragem por quotas, que é usada
com frequéncia nos estudos de mercado, em que para o entrevistador sao definidas

quotas para os diferentes grupos de individuos em que a populacao foi dividida.

Um conveniente planeamento dum estudo de amostragem nao se resume apenas a
escolha dum método apropriado de amostragem, que como vimos deve ser aleatério
para evitar o enviesamento da amostra. Outras fontes de enviesamento da amostra
devem ser acauteladas, como sao o problema da nao-cobertura, que ocorre quando
a populacao que realmente foi alvo do estudo nao coincide com a populacao que se
pretende estudar, e o problema da nao-resposta, que ocorre em populacoes humanas,
quando um individuo seleccionado para integrar a amostra se recusa a participar no
estudo. Em estudos de amostragem que envolvam a resposta a um questionario, o

comportamento do entrevistador e do entrevistado, bem como a clareza das questoes
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que sao formuladas, podem influenciar fortemente a qualidade do estudo.

4.4 Viés, variabilidade e distribuicao amostral

Os métodos aleatérios utilizados nos dois paragrafos anteriores a proposito da cons-
tituicao de grupos de tratamento numa experiéncia ou da seleccao duma amostra num
estudo por amostragem, foram motivadas pelo objectivo comum de evitar o enviesa-
mento dos resultados obtidos nesses estudos.

Com o duplo objectivo de precisar um pouco mais a nogao de enviesamento e
de motivar a nocao de variabilidade, vamos centrar-nos num estudo observacional
por amostragem em que, para uma determinada populacao, pretendemos conhecer a
proporcao p de individuos que possuem determinada caracteristica. KEssa proporcao
é o parametro de interesse. Admitamos que utilizamos o método de amostragem
aleatdria simples para recolher uma amostra. A partir da amostra recolhida podemos
calcular a estatistica p associada ao parametro de interesse que, neste caso, nao é
mais do que a proporgao de individuos nessa amostra que possuem essa ca-
racteristica. A p chamamos proporgao amostral. Nao havendo enviesamento no
que respeita a amostragem, esperamos que esta estatistica nos dé uma boa informacao
sobre o parametro desconhecido p.

Para ir um pouco mais longe nesta interpretacao, admitamos que varias amostras
aleatdrias simples, todas com a mesma dimensao, sao recolhidas, e que para cada uma
delas calculamos p. Serd de esperar que diferentes valores de p sejam obtidos para
as diferentes amostras. Este facto é conhecido como variabilidade amostral. Estes
varios valores obtidos para a estatistica p podem ser interpretados como diferentes
observacoes da estatistica p. Utilizando os métodos do Capitulo 1 serd possivel saber
mais sobre esta estatistica? Qual é o centro e a variabilidade da sua distribuicao? Qual
¢ a sua forma? Uma vez que diferentes valores de p sao obtidos a partir de diferentes
amostras, a distribuicao de p chamamos distribuicao amostral de p. A distribuigao
amostral duma estatistica descreve assim o comportamento da estatistica

em sucessivas repeticoes do processo de amostragem.

Exemplo 4.4.1 Paralancar algumas pistas de resposta a estas questoes, vamos reduzir-
-nos ao exemplo concreto duma populacao de 10000 individuos, que numeramos de 1 a
10000, em que (estranhamente) os individuos numerados de 1 a 5000 possuem a cara-
cteristica em estudo, e os restantes, numerados de 5001 a 10000, nao possuem essa
caracteristica. Neste caso p = 1/2. Para cada uma de 2000 amostras de dimensao 20

recolhidas desta populacao, calculdmos p. Para as 100 primeiras obtivemos os valores:
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45, .75, .55, .60, .40, .45, .50, .30, .65, .55, .50, .50, .50, .40, .65, .35, .50, .50, .35, .65,
.35, .60, .35, .45, .55, .55, .65, .60, .60, .35, .50, .55, .40, .60, .60, .55, .65, .50, .60, .60,
.60, .45, .45, .50, .70, .30, .70, .35, .60, .50, .40, .50, .55, .50, .50, .50, .60, .50, .35, .55,
50, .35, .50, .60, .50, .35, .40, .45, .45, .40, .45, .25, .50, .30, .65, .40, .50, .55, .55, .55,
50, .65, .60, .60, .60, .65, .65, .65, .60, .45, .50, .50, .45, .40, .55, .60, .50, .45, .50, .50

Usando todos os valores obtidos para p, apresentamos a seguir dois resumos graficos
da distribuicdo amostral de p. Comecemos por notar que o centro da distribuicao de
p é aproximadamente igual ao verdadeiro parametro p = 1/2. Dizemos assim que a
estatistica p ndo é enviesada ou que nao tem viés. Esta excelente propriedade
é uma das consequéncias de termos usado um método de amostragem aleatério na
seleccao das amostras. Assim, dizer que os resultados do estudo por amostragem nao
sdo enviesados significa que a estatistica de interesse, neste caso p, possui como centro
da sua distribuicao amostral o verdadeiro parametro p (desconhecido). O centro da
distribuicao duma estatistica enviesada ou com viés nao coincide com o verdadeiro

valor do parametro.
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A variabilidade da estatistica p é naturalmente descrita pela variabilidade da sua
distribuicao amostral. Uma menor variabilidade corresponde naturalmente a resultados
mais precisos. Esta variabilidade depende da dimensao da amostra recolhida. Quanto
maior a dimensao da amostra menor a variabilidade da estatistica p. Este
facto é ilustrado pelos graficos seguinte relativos a distribuicao amostral da estatistica
p obtida a partir de 2000 amostras de dimensao 50. Para facilitar a comparacao, as

escalas usadas nestes e nos graficos anteriores sao iguais.

750
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As conclusoes anteriores, vélidas para a amostragem aleatdria simples e para a
estatistica p, permanecem validas para estatisticas apropriadamente escolhidas quando
as amostras sao seleccionadas por métodos aleatérios, ou quando se procede a aleato-
rizagdo na constituicdo de grupos de tratamento numa experiéncia. Assim sendo, tais
estatisticas nao tém viés e a sua variabilidade pode ser reduzida pelo aumento da
dimensao da amostra ou do tamanho dos grupos experimentais.

H4 no entanto outra enorme vantagem na utilizacao de procedimentos aleatorios que

nao é partilhada pelos métodos nao-aleatérios de seleccao de amostras a que fizemos
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breve referéncia no pardgrafo anterior: a forma da distribuicao da estatistica de
interesse é conhecida, sendo em muitos casos normal.

No caso particular da estatistica p, quando a seleccao da amostra é feita por amos-
tragem aleatéria simples, a forma da distribuicao é simétrica, unimodal, com a forma
dum sino como é ilustrado pelos histogramas apresentados no paragrafo anterior. Uti-
lizando a nocao de probabilidade, veremos mais & frente que a distribuicao de p é
aproximadamente normal independentemente do valor do parametro desconhecido p.
No caso dos valores atrds obtidos para p, este facto é sugerido pelos histogramas e
graficos de extremos-e-quartis anteriores, mas principalmente pelos graficos de quantis

normais seguintes:

valor normal esperado
walar narmal esperado
[4]

walor ohservado walor ohservado

O conhecimento da distribuicao da estatistica de interesse é de primeira importancia
no procedimento inferencial de que temos vindo a falar, e que abordaremos em capitulos
futuros. Como veremos, esse conhecimento permitird, em particular, medir o grau de
confianca que podemos ter nos resultados que obtemos a partir dessa estatistica.

Neste paragrafo, para podermos ter uma ideia sobre a forma da sua distribuicao,
admitimos que possuiamos varias observagoes dessa mesma estatistica, o que sé foi
possivel extraindo outras tantas amostras, todas com a mesma dimensao, da populacao
que pretendemos estudar. Numa situacao pratica, apenas uma amostra é recolhida,
isto é, apenas uma observacao da estatistica de interesse é conhecida. A partir dessa
observacao nada podemos dizer sobre a distribuicao da estatistica.

E por isso fundamental desenvolver métodos matemadticos que nos permitam, a
partir de outra informagao associada as observagoes que realizamos, ter acesso a forma,
mesmo que aproximada, da distribuicao da estatistica de interesse. Tais métodos sao

baseados na noc¢ao de probabilidade que abordaremos no proximo capitulo.
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Capitulo 5

Introducao a probabilidade

FEzperiéncia aleatdria e acontecimentos aleatdorios. Acontecimentos e conjuntos. Prin-
cipios classico e frequencista para atribuicao de probabilidade a um acontecimento
aleatorio. Probabilidade via curvas densidade. Lei dos grandes niumeros. Propriedades

da probabilidade. Independéncia de acontecimentos.

5.1 Experiéncia e acontecimentos aleatorios

O langamento de um dado é um caso particular duma classe mais vasta de ex-
periéncias, a que chamamos experiéncias aleatérias, que gozam das seguintes pro-

priedades:

e podem repetir-se, mesmo que hipoteticamente, nas mesmas condi-

¢oes, ou em condigoes muito semelhantes;

e 0 resultado observado em cada uma dessas repeticoes é um de entre
um conjunto de resultados possiveis conhecidos antes de realizar a

experiéncia;

e esse resultado é consequéncia dum conjunto de factores que nao

podemos, na totalidade, controlar, e que atribuimos ao acaso.

Os exemplos seguintes de experiéncias aleatorias, incluem exemplos ja considerados

em capitulos anteriores:

1. langamento duma moeda de um euro ao ar e observacao da face que fica voltada

para cima;

125
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2. lancamento duma moeda de um euro ao ar 100 vezes consecutivas e registo do
numero de vezes que ocorreu a face europeia;
3. lancamento dum dado e observacao do ntmero de pontos obtidos;
4. extraccao duma carta dum baralho e observagao das suas caracteristicas;

5. registo do nimero de langamentos dum dado necessarios a obtencao, pela pri-

meira vez, da face 6;
6. registo do tempo de duracao duma lampada;

7. tempo que medeia a chegada de dois clientes consecutivos a um caixa de super-

mercado (ver pag. 29);

8. registo do peso de pacotes de agicar empacotados por uma méquina (ver pag.
26);

9. numero de chamadas que por minuto chegam a uma central telefénica (ver pag.
29);

10. proporgao de individuos numa amostra aleatéria simples de tamanho 20 que
possuem determinada caracteristica (neste exemplo o acaso estd presente no

processo de amostragem; ver pag. 119).

A cada uma destas experiéncias aleatérias podemos associar acontecimentos alea-
térios, isto é, acontecimentos que podem, ou nao, ocorrer dependendo do resultado
da experiéncia em causa. Os acontecimentos aleatdrios sao normalmente representa-
dos pelas letras maiusculas: A, B, C, ... Relativamente a cada uma das experiéncias

anteriores, sao exemplos de acontecimentos aleatorios:

1. A=*“ocorréncia da face portuguesa”;

2. A=“mais de 45 e menos de 55 ocorréncias”; B=“95 ou mais ocorréncias”;
3. A=*“saida de 6”; B="“saida de nimero par”;

4. A=“saida de naipe de paus”; B="‘saida de as”;

5. A=“menos de 3 lancamentos”; B=“mais de 5 langamentos”;

6. A=“duracao superior a 200 horas”;

7. A=“menos de 1 minuto”; B=“mais de meio minuto”;
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8. A="“peso superior a 1010 gramas”; B=*“peso superior a 980 gramas e inferior a

1020 gramas”;
9. A=“mais de 5 chamadas”;
10. A=“proporc¢ao superior a 3/8 e inferior a 5/8”.

No caso da experiéncia aleatoria 3., se sai 2 no lancamento do dado o acontecimento
B realiza-se enquanto que o acontecimento A nao se realiza. Na experiéncia 8., se um
pacote tem 1015 gramas realizam-se ambos os acontecimentos A e B.

No estudo que vamos fazer, o nosso objectivo nao é o de prever o resultado parti-
cular duma experiéncia aleatéria. O que pretendemos é quantificar a maior ou menor
possibilidade que cada um dos acontecimentos aleatérios associados a experiéncia tem
de se realizar ou ocorrer. Por outras palavras, pretendemos associar a cada aconte-
cimento um nimero, nimero esse que traduzira essa maior ou menor possibilidade de

realizacao. A esse numero chamaremos probabilidade do acontecimento.

5.2 Acontecimentos e conjuntos

A cada uma das experiéncias aleatéria que descrevemos no pardgrafo anterior, pode-
mos associar um conjunto, que denotaremos por €2, constituido por todos os resultados
possiveis da experiéncia aleatéria. Por outras palavras, cada resultado particular da
experiéncia aleatdria é representado por um e um s6 elemento de €2. A este conjunto
) chamamos espaco dos resultados.

Relativamente aos exemplos anteriores, podemos tomar:

1. Q = {E, P}, onde E representa a saida da face europeia, e P a saida da face
portuguesa; ou entao 2 = {0, 1}, onde 0 representa a saida da face europeia, e

1 a saida da face portuguesa;

2. 2 =140,1,2,...,100}, onde, por exemplo, o nimero 34 significa que nos 100

lancamento da moeda, a face europeia ocorreu 34 vezes;

3. Q=1{1,2,3,4,5,6}, onde, por exemplo, o niimero 2 representa a saida da face

com dois pontos;
4. Q={A),R,,V,,Dp,10,,...,2,, A5, Ro, ... };
5. Q=1{1,2,3,4,... };
6. Q=10,+o0f;

7. Q=10,+o0];
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8. Q=10,+0o0;
9. Q=1{0,1,2,3.4,...};
10. Q = {0,1/20,2/20,...,19/20,1}.

Notemos agora que cada um dos acontecimentos aleatorios considerados no paragrafo
anterior, pode ser representado pelo subconjunto de ) cujos elementos sao favoraveis

a realizagao desse acontecimento:
1. A={FE}; ou A={0}
2. A=1{46,47,..., 54},
3. A={6}; B=1{2,4,6};
4. A={A,, R, Vy,Dp,10,,...,2,};
5. A={1,2}; B=1{6,7,...};
6. A =]200, +o0;
7. A=10,1]; B =]0.5, 4+-00[;
8. A =]1010, 4o0[; B =]980,1020[;
9. A={5,6,...};
10. A ={8/20,...,12/20}.
H4 acontecimentos aos quais damos nomes especiais:

e Os acontecimentos constituidos por um sé elemento dizem-se acontecimentos

elementares. Este é o caso dos acontecimentos A das experiéncias 1. e 3..

e Um acontecimento que se realiza independentemente do resultado da experiéncia
aleatéria diz-se acontecimento certo. No lancamento da moeda, o aconteci-
mento “saida de uma das duas faces”, é um acontecimento certo. O subcon-
junto de £ que devemos associar a um acontecimento certo deve conter todos os
possiveis resultados da experiéncia. Assim, o acontecimento certo é representado

pelo préprio Q.

e Por oposicao ao acontecimento certo, o acontecimento impossivel é um acon-
tecimento que, independentemente do resultado da experiéncia aleatéria, nao se
realiza. No langamento de um dado vulgar, o acontecimento “saida de face com 7

pontos”, é um acontecimento impossivel. Como nenhum resultado da experiéncia
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aleatéria é favoravel ao acontecimento impossivel, o subconjunto de Q que lhe
devemos associar nao deve possuir nenhum elemento. Por outras palavras, ao
acontecimento impossivel associamos o conjunto vazio que representamos pelo

stmbolo 0.

As operagbes usuais entre conjuntos que a seguir recordamos, complementacao,
intersecgao e reuniao, permitem exprimir ou construir acontecimentos a partir de

outros acontecimentos.

Exemplo 5.2.1 Para ilustrar o que acabamos de dizer, consideremos a experiéncia

aleatéria do lancamento dum dado vulgar e tomemos os acontecimentos aleatérios:

A = “saida de nimero par” = {2,4,6},
B = “saida de nimero inferior a 3" = {1, 2},

C' = “saida de nimero par superior a 3 7 = {4,6}.

O acontecimento aleatério
“saida de nimero {mpar” = {1, 3,5},

realiza-se quando o acontecimento A nao se realiza, isto é, o conjunto dos resultados
da experiéncia que lhe sao favordveis, nao sdo favoraveis ao acontecimento A. Este
acontecimento diz-se acontecimento contrario de A. O subconjunto de €2 que lhe
associamos é o conjunto dos elementos de €2 que nao pertencem a A. Um tal conjunto

é denotado por A¢ e diz-se complementar de A:
{1,3,5} ={2,4,6}° = A°.

Reparemos que o acontecimento contrario do acontecimento certo é o aconteci-
mento impossivel, e que o acontecimento contrario do acontecimento impossivel é o
acontecimento certo.

O acontecimento aleatorio
“saida de nimero par inferior a 3" = {2},

realiza-se quando ambos os acontecimentos A e B se realizam. Por outras palavras, os
resultados da experiéncia aleatéria favoraveis ao acontecimento anterior, sao favoraveis
a A e a B simultaneamente. O subconjunto de 2 que lhe associamos é o conjunto dos
elementos que pertencem a A e a B simultaneamente. Um tal conjunto é denotado por

AN B e diz-se intersecgao dos conjuntos A e B:

(2} ={2,4,6} N {1,2} = AN B.
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De forma andloga, o conjunto dos resultados da experiéncia aleatéria favoraveis a

realizacao de B e C é
BnC ={1,2} n{4,6} =0.

Nao havendo resultados da experiéncia aleatoria favoraveis a realizacao simultanea de
B e C, o acontecimento B N C' é impossivel. Os acontecimentos B e C' dizem-se por
isso acontecimentos incompativeis.

Reparemos que um acontecimento e o seu contrario sao sempre acontecimentos
incompativeis.

O acontecimento aleatério
“saida de nimero par ou de niimero inferior a 3" = {1,2, 4,6},

realiza-se quando pelo menos um dos acontecimentos A ou B se realiza. Os resultados
da experiéncia aleatdria favordveis ao acontecimento anterior, sdo favordveis a pelo
menos um dos acontecimentos A ou B. O subconjunto de 2 que lhe associamos é o
conjunto dos elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos A ou B. Um

tal conjunto é denotado por AU B e diz-se reuniao dos conjuntos A e B:
{1,2,4,6} = {2,4,6} U{1,2} = AU B.

Atendendo a correspondéncia que podemos estabelecer entre acontecimentos alea-
térios e subconjuntos do espaco dos resultados, daqui para a frente simplificaremos a
linguagem usando a designacao de acontecimento aleatério quer se trate do aconteci-
mento aleatério em si mesmo, quer se trate do subconjunto do espaco dos resultados
que lhe podemos associar. Neste sentido, falaremos da interseccao de acontecimentos
aleatorios, e nao da interseccao dos subconjuntos que podemos associar a esses acon-
tecimentos aleatérios. Mais exemplos dessa simplificacdo de linguagem sao dados a

seguir:

acontecimento que se realiza
complementar de A — A€

quando A néo se realiza

acontecimento que se
realiza quando A e B se — interseccito de Ae B — ANBRB

realizam simultaneamente

acontecimento que se realiza
quando pelo menos um dos — reunilode AeB — AUB

acontecimentos A e B se realiza
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5.3 Atribuicao de probabilidade

Como referimos no §5.1, o objectivo principal do estudo duma experiéncia aleatoria é
o da atribuicao de probabilidade aos acontecimentos aleatérios que lhe estao associados.
A probabilidade dum acontecimento A, que denotamos por P(A), nao é mais do
que um numero real, que vamos supor pertencer ao intervalo [0, 1], que traduz a maior
ou menor possibilidade do acontecimento A ocorrer.

Neste pardgrafo apresentaremos dois principios fundamentais para atribuir proba-
bilidade aos acontecimentos aleatorios duma experiéncia aleatéria. Tais principios sao
conhecidos por definigao classica de probabilidade e definigao frequencista de
probabilidade. Falaremos também da atribuicao de probabilidade utilizando curvas
densidade.

O exemplo seguinte ilustra as principais caracteristicas de cada um dos principios

anteriores.

Exemplo 5.3.1 Suponhamos que uma moeda portuguesa de um euro é lancada 50 ve-
zes, tendo-se obtido 45 vezes a face europeia e 5 vezes a face portuguesa. Se langarmos
a moeda uma vez mais, qual é a probabilidade de sair a face europeia? Esta
probabilidade pode ser obtida a partir de duas perspectivas distintas. Se estamos con-
vencidos que a moeda é equilibrada, isto é, se julgamos haver igual possibilidade de
ocorrer cada uma das faces, a resposta podera ser 0.5. No entanto, é-nos dito também
que nos 50 langamentos efectuados ocorreu a face europeia em 45 deles. Utilizando
esta informacao podemos pensar em estimar a probabilidade de sair a face europeia
por 45/50 = 0.9.

Como veremos de seguida, a primeira das respostas anteriores utiliza o conceito
classico de probabilidade. Para a sua aplicagao, usdmos apenas o facto da experiéncia
em causa ter dois resultados possiveis que avalidmos como sendo igualmente provaveis.
Os resultados obtidos em anteriores realizagoes da experiéncia aleatéria nao tiveram
qualquer influéncia na resposta dada. Na segunda resposta tivemos apenas em conta
tais resultados, possivelmente por pensarmos que os resultados obtidos nas realizacoes
anteriores da experiéncia sao pouco compativeis com a hipdtese da moeda ser equili-

brada. Usamos por isso o conceito frequencista de probabilidade.

5.3.1 Definicao classica de probabilidade

O primeiro principio para atribuicao de probabilidade de que vamos falar, é co-
nhecido como definigao cldssica de probabilidade ou definigao de probabilidade

de Laplace.



132 Notas de Métodos Quantitativos

A utilizacao desta definicao é limitada ao caso em que o conjunto dos resultados
possiveis da experiéncia aleatéria é finito sendo esses resultados igualmente provaveis
ou equiprovaveis. Com estes pressupostos é natural quantificar a maior ou menor
possibilidade de realizacdo de um acontecimento A através do ntimero de resultados da

experiéncia aleatéria que sao favordveis a A.

Definigao classica de probabilidade:

Numa experiéncia aleatéria com um numero finito de resultados
possiveis e equiprovaveis, a probabilidade de um acontecimento
A é dada pelo quociente entre os resultados favordveis a A e o

numero total de resultados possiveis:

P(A) numero dos resultados favoraveis a A
nimero de resultados possiveis

Vejamos dois exemplos de aplicagao da definigao classica de probabilidade.

Exemplo 5.3.2 No caso da extraccao de uma carta de um baralho de 52 cartas que
supomos bem baralhadas, é natural admitir que cada carta tem igual possibilidade de

ser escolhida. Assim,

1 1
P(“saida de paus”) = P({Ap, Rp, Vp, Dp, 10,,...,2,}) = 5—2 =1= 0.25
e
4 1
P(“saida de ds”) = P({Ay,, Ao Acs A}) = 25 = 7= ~ 0.0769.

Exemplo 5.3.3 Voltemos & experiéncia aleatéria do langamento de um dado (ver
Exemplo 5.2.1). Se tivermos boas razoes para acreditar que o dado em questao é
equilibrado (ou melhor, se nao tivermos motivos para duvidar que ele seja equilibrado),

a definicao classica de probabilidade pode ser utilizada. Nesse caso,

P(“saida da face 17) = P({1}) = = ~ 0.1667,

[N

P(“saida de numero inferior a 3”) = P({1,2}) = = ~ 0.3333

N

3
P(“saida de numero par”) = P({2,4,6}) = i 0.5.
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5.3.2 Frequéncia relativa e probabilidade

Uma das caracteristicas de uma experiéncia aleatéria é, como ja referimos, a possi-
bilidade de ser repetida sempre nas mesmas condigoes. Ao repetirmos um determinado
nimero de vezes uma experiéncia aleatéria, podemos calcular a frequéncia relativa
dum determinado acontecimento A, isto é, é possivel calcular a proporc¢ao de ocorréncias
de A nas varias repeticoes da experiéncia. Por outras palavras, podemos calcular o
quociente entre o niimero de vezes em que A ocorreu, a que chamamos frequéncia

absoluta do acontecimento A, e o numero de repeticoes da experiéncia aleatéria:

numero de ocorréncias de A
nuimero de repeticoes

frequéncia relativa de A =

Exemplo 5.3.4 Simuldmos 10000 lancamentos dum dado equilibrado, tendo obtido as

pontuacoes seguintes nos primeiros 500 lancamentos:

5,4,6,5,4,6,6,2,1,6,4,5,1,3,4,3,2,1,3,1,2,3,2,1,3,2,1,6, 6, 5, 3, 5, 2, 3,
3,6,3,2,1,3,1,5,2,2,1,5,5,2,6,1,3,1,4,4,2,1,5,2,6,5,1, 3,3, 3,5,5,2, 1,
1,3,4,2,2,5,4,2,4,2,4,4,3,1,5,6,5,6,6, 4, 2,6, 3,3,2,5,5,6,4,1, 1, 5, 3, 4,
6,4,3,4,6,1,5,4,4,1,5,2,6,3,1,6,1,3,5,3,5,1,2,3,1,6, 3,1, 4, 6, 4, 4, 3, 6,
1,3,6,5,1,3,6,5,5,5,2,5,5,2,1,4,4,5,4,6,2,4,5,5,5,2,4,2,6,6, 2,1, 3, 2,
5,3,5,5,1,3,3,2,2,2,4,3,5,1,2,2,1,3,6,5,1,5,1,5,1,6,4, 2,6, 1, 4, 5, 3, 3,
3,4,6,6,6,1,2,3,3,6,4,5,2,4,1,2,2,2,6,3,6,6,3,4,2,3,5,6,1,2,2,4, 5,1,
4,5,2,6,1,5,5,4,3,6,2,4,2,4,5,1,6,5,1,2,3,2,4,2,1,5,3,3,3,1,4, 1,5, 5,
6,6,3,5,4,5,5,5,2,6,3,1,1,2,6,1,4,3,2,2,4,3,6,6,6, 3,1, 3,4,6, 1, 3, 5, 4,
2,3,2,6,1,4,5,4,4,5,5,4,6,3,6,2,4,3,5,4,2,4,6,3,1,4,2,1,1, 6, 4, 2, 3, 6,
1,3,3,6,6,1,5,5,4,4,1,3,5,4,6,3,2,1,6,2,3,6,5,5,1,5,5,5,6,1,4,1,4, 1,
6,4,1,4,2,4,1,3,1,6,1,6,2,2,1,2,3,4,1,1,2,2,6,6,6,5,6,4,5,4,5,5,1, 6,
2,2,4,3,5,4,2,5,4,3,1,4,4,3,2,5,4,3,1,3,3,1,2,3,4,1,6, 3,5, 6, 2,6, 2, 5,
3,6,3,5,4,6,2,5,4,6,1,5,4,5,1,4,2,4,5,3,6,3,3,6,5,1,5,6,1,6, 5,4, 6, 1,
2,4,1,3,2,4,2,3,2,6,1,3,4,2,6,2,5,6,4,1,5,2,2, 4

No quadro seguinte damos conta do ntimero de ocorréncias de cada uma das faces

nos primeiros 100 e 1000 langamentos, e nos 10000 langamentos do dado:

Faces \ Repetigoes 100 1000 10000
18 175 1722
19 164 1646
18 178 1661
13 157 1590
18 152 1769
14 174 1612

S U W N =
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Para cada um dos acontecimentos A = {1}, B = {1,2} e C' = {2,4,6} considerados
nos Exemplos 5.2.1 e 5.3.3 (cont., pdg. 129, 132), as suas frequéncias relativas sao dadas

no quadro seguinte:

Acontecimentos \ Repetigoes 100 1000 10000

A 0.18 0.175 0.1722
B 0.37 0.339 0.3368
c 0.46 0.495 0.4848

Para termos uma ideia mais clara sobre a evolugao da frequéncia relativa de cada
um dos acontecimentos anteriores a medida que o nimero de repeticoes da experiéncia
aumenta, apresentamos os graficos seguintes relativos as primeiras 500 observagcoes rea-

lizadas:

24 42

224 394
364

15 pecl pu i e T
' 304
164 | 1 ' "J'\M“ W WN

27 4
244
214
164
154
124
094
0 o

024 034
0,00 0,00

05 4

frequéncia relativa de A
N
frequéncia relativa de B

0 o

04 4

langamentos langamentos

frequéncia relativa de C
e

langamentos

Constatamos que a medida que repetimos a experiéncia mais e mais vezes, a frequén-

cia relativa de cada um dos acontecimentos anteriores aproxima-se da probabilidade
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desse acontecimento.

O facto anterior, que verificimos ocorrer no exemplo anterior para os lancamentos
que simulamos, ocorre também em outra qualquer sucessao de lancamentos. Mais
geralmente, ocorre ainda para uma qualquer experiéncia aleatéria. Com efeito, pode ser
demonstrado matematicamente o seguinte resultado, conhecido por lei dos grandes

numeros:

Lei dos grandes numeros:

Para uma qualquer experiéncia aleatéria, quando o niimero de re-
peticoes desta é muito elevado, a frequéncia relativa dum aconte-
cimento aleatdrio aproxima-se, tanto quanto queiramos, da proba-

bilidade desse acontecimento.

Exemplo 5.3.5 No lancamento de trés dados equilibrados, 9 e 10 pontos podem ser

obtidos de seis maneiras diferentes:

126 135 144 225 234 333
136 145 226 235 244 334

Por outro lado, as frequéncias absolutas desses acontecimentos indicam que a soma

9 ocorre menos vezes que a soma 10:

soma \ langamentos 100 1000 10000 20000
9 12109 1150 2296
10 10 147 1247 2529

A luz da lei dos grandes niimeros, como podem ser compativeis os factos anteriores?
Reparemos que a contagem dos casos favoraveis a cada uma das somas nao esta correcta
pois os casos apresentados nao tém todos a mesma possibilidade de ocorrerem. Por
exemplo, a ocorréncia de 333 tem seis vezes menos possibilidade de ocorrer que 126, uma
vez que devemos ter em conta o dado em que esses niimeros ocorrem. Assim, escondido
sob a designacao 126 estao 6 casos igualmente provaveis, o mesmo acontecendo em
todas as situagoes anteriores com trés numeros diferentes. Nos casos em que em dois

dados ocorre o mesmo numero e no dado restante ocorre um ntmero diferente, temos
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3 casos igualmente provaveis:

soma 9 casos igual.prov. | soma 10 casos igual.prov.
126 6 136 6
135 6 145 6
144 3 226 3
225 3 235 6
234 6 244 3
333 1 334 3
total 25| total 27

Usando a definicao classica podemos entao calcular a probabilidade da ocorréncia

de “soma 9”7 e de “soma 10”:

25
P(“soma 97) = 216~ 0.1157

2
P(“soma 10”) = % = 0.125.

5.3.3 Definicao frequencista de probabilidade

A lei dos grandes nimeros estd na base da chamada definicao frequencista de
probabilidade que apresentamos neste paragrafo. Esta definicao é especialmente til
quando pouco conhecemos a priori sobre a experiéncia em causa, mas conhecemos 0s
resultados obtidos na repeticao da experiéncia aleatdria, sempre nas mesmas condicoes,

um grande nimero de vezes.

Definicao frequencista de probabilidade:

A probabilidade de um acontecimento aleatério A, pode ser aproxi-
mada pela sua frequéncia relativa obtida pela repeticao, um grande
numero de vezes, da experiéncia aleatéria:

P(A) = frequéncia relativa de A.

nxxoo

Apesar da frequéncia relativa ser tomada, para todos os efeitos, como probabilidade
exacta do acontecimento em causa, nao nos devemos esquecer que ela nao é mais do que

uma aproximacao para a verdadeira probabilidade (desconhecida) do acontecimento.
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Exemplo 5.3.6 Suponhamos que em sucessivos lancamentos de um dado obtemos as

seguintes frequéncias relativas para cada uma das faces:

Faces \ Repetigoes 100 1000 10000

1 0.10 0.118 0.1268
0.08 0.116 0.1228
0.08 0.125 0.1231
0.18 0.125 0.1278
0.11 0.132 0.1247
0.45 0.384 0.3748

S Ot = W N

Atendendo as frequéncias relativas anteriores, que representamos no grafico seguinte
para 10000 repeticbes da experiéncia, fica claro que a utilizacdo da definicao classica
de probabilidade terd aqui pouco sentido. E neste caso mais apropriado utilizar a
definicao frequencista de probabilidade. Tomando para probabilidade de cada face a

sua frequéncia relativa em 10000 lancamentos do dado, obtemos:

P({1}) = 0.1268, P({2})=0.1228, P({3}) = 0.1231,
P({4}) = 0.1278, P({5}) =0.1247, P({6}) = 0.3748.

frequéncia relativa

0

numero de pontos

Para cada um dos acontecimentos considerados nos paragrafos anteriores, as suas
probabilidades sao dadas por
P({1}) = 0.1268,

P({1,2}) = 0.1268 + 0.1228 = 0.2496

P({2,4,6}) = 0.1228 + 0.1278 + 0.3748 = 0.6254.
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No céalculo destas probabilidades usamos novamente a definicao frequencista de
probabilidade e o facto da frequéncia relativa dos acontecimentos {1,2} e {2,4,6},
ser a soma das frequéncias relativas dos acontecimentos {1} e {2}, e {2}, {4} e {6},

respectivamente.

Exemplo 5.3.5 (cont. pag. 135) No caso do langamento dos trés dados, havendo razoes
para admitir que algum dos dados era viciado, seria mais apropriado usar a definicao
frequencista para obter aproximacoes para as probabilidades da ocorréncia da “soma

9” e da “soma 10”. Usando os resultados obtidos em 20000 lancamentos dos trés dados

obteriamos
" oy 2296
P(“soma 9”) = 50000 =0.1148
e
“ sy 2529
P(“soma 10”) = 50000 — 0.12645.

Sendo estes valores muito proximos dos que calculamos pela definicao classica, é razoavel

pensar que os dados sao efectivamente equilibrados.

Exemplo 5.3.7 Retomemos um exemplo anterior, relativo ao niimero de chamadas
telefénicas por minuto que chegam a uma central telefénica dum determinado servigo

publico, cuja distribuicao é descrita pelo histograma seguinte

405

324

243 4

162 4

frequéncia relativa

&1 4

0,000 |
v
4

T ¥ ] T
0 1 2 3

L T L] L)
a 5 7

numero de chamadas

As frequéncias relativas observadas sdo dadas na tabela de frequéncias seguinte:
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Felative
Fregquency Percent Frequency
1] 132 21,36 2136
1 213 3447 2447
2 1458 2557 2847
3 a2 13,27 327
4 26 4.2 0421
] 3 44 o048
] 3 44 o048
7 1 A6 016
Total F18 100,0 100,0

Tomando para probabilidade dum acontecimento a sua frequéncia relativa calculada
a partir do numero de chamadas verificadas nos 618 minutos observados, a probabili-
dade de, na central teleféonica observada, ocorrerem mais que 5 chamadas num minuto

é assim igual a

P({6,7,8,...}) = 0.0049 + 0.0016 + 0.0000 + ... = 0.0065

5.3.4 Probabilidade via curvas densidade

No Capitulo 2 vimos que uma curva densidade podia ser usada para descrever a
distribuicao de frequéncias dum conjunto de observagoes x1,...,x,. Com efeito, cons-
tatdmos que a frequéncia relativa dum qualquer intervalo que marquemos no eixo dos
xx era aproximadamente igual a area da regiao compreendida entre a curva densidade
e o eixo dos xx que tem por base esse intervalo. Sempre que as observacgoes realizadas
possam ser interpretadas como resultados da repeticao, sempre nas mesmas condicoes,
duma experiéncia aleatéria, da definicdo frequencista de probabilidade podemos con-
cluir que, quando o niimero de observacoes é grande, uma tal area é aproximadamente
igual a probabilidade de obter observagoes no intervalo considerado.

Duma forma geral, podemos dizer que a probabilidade dum acontecimento
A, é aproximadamente igual a area da regiao compreendida entre a curva
densidade e o eixo dos zx que tem por base o conjunto de valores de X que
conduzem a realizacao de A.

A luz da definicao frequencista de probabilidade, vemos agora que quando no
Capitulo 2 calculdvamos frequéncias relativas de determinados acontecimentos a partir
da curva densidade normal, o que estavamos a fazer nao era mais do que calcular aproxi-
magoes para a probabilidade de ocorréncia desses acontecimentos. No Exemplo 2.5.3,
podemos também dizer que a probabilidade do teodolito cometer um erro de medicao
inferior a —3 ou superior a 3 milimetros é de aproximadamente 0.0026. No caso do
Exemplo 2.5.4, podemos dizer que a probabilidade dum aluno obter uma classificacao

inferior a 8 valores é aproximadamente igual a 0.4168.
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Exemplo 5.3.8 Tendo em conta a distribuicao de frequéncias dos tempos de inter-
chegada de clientes a uma caixa dum hipermercado dada pelo histograma do Exemplo

1.2.7, é razoavel descrever uma tal distribuicao pela curva densidade seguinte:

0,0

A probabilidade de cada um dos acontecimentos

A = “tempo de interchegada inferior a 1 minuto”

B = “tempo de interchegada superior a meio minuto”,

é igual, respectivamente, a area de cada uma das regides representadas nas figuras

seguintes:
g =]
64 5
44 A4
24 2
00 | : - i 00 , ; ;

No exemplo anterior levanta-se o problema de saber como calcular cada uma das
areas que associamos aos acontecimentos aleatorios de interesse. Como ja dissemos,
um tal cdlculo nem sempre é simples. No caso particular em que a curva densidade é
uma curva normal, sabemos bem como calcular tais areas. Vejamos mais um exemplo

de calculo de probabilidades a partir duma curva densidade normal.
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Exemplo 5.3.9 Tendo em conta a Figura 2.1.1 é razoavel descrever a distribuicao dos
pesos dos pacotes de agicar depois da calibragem da maquina pela curva densidade

normal seguinte de média 1000 gramas e com desvio-padrao de 10 gramas:

05

044

034

024

1 4

0,00

v ¥ ¥ v v ¥
ars 985 995 005 10135 1023

A probabilidade de cada um dos acontecimentos

A = “peso superior a 1010 gramas”

B = “peso superior a 980 gramas e inferior a 1020 gramas”,

é igual a area das regioes seguintes:

05 05

044 D44

034 034

024 02+

014 014

0,00 0,00
' . . ' ' . . v v . ' y
975 935 985 1005 1015 1025 975 935 985 1005 1015 1025

Sabemos que o calculo das areas anteriores pode ser feito recorrendo a tabela da
distribuicao normal standard. Representando por Y o peso, em gramas, de pacotes
de acucar empacotados pela maquina, e denotando por Z a variavel normal standard,

temos entao:

P(4) = P(Y > 1010)
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10 10
= P(Z>1)=1-P(Z<1)

= 1—-0.8413 = 0.1587

(Y — 1000 1010 — 1000>
= P <

P(B) = P(980 <Y < 1020)
<980 —1000 Y —1000 _ 1020 — 1000>
= P < <

10 10 10
= P(-2<7Z<2)=P(Z<2)-P(Z<-2)

= 0.9772 — 0.0228 = 0.9544.

5.4 Propriedades da probabilidade

Nos paragrafos anteriores estudamos trés maneiras de atribuir probabilidade aos
acontecimentos de uma experiéncia aleatoria. Dito de outro modo, estudamos diferentes
formas de modelar matematicamente uma experiéncia aleatoria. Dizemos entao que
obtivemos um modelo probabilistico para a experiéncia aleatéria em estudo. Como
vimos, esse modelo é constituido pelo espaco dos resultados €2, pela familia de todos
0s acontecimentos aleatérios associados a experiéncia aleatéria, e pela probabilidade P
que a cada acontecimento A associa a sua probabilidade P(A).

Para qualquer uma das formas que estudamos de atribuir probabilidade aos aconte-
cimentos duma experiéncia aleatéria, a probabilidade P satisfaz algumas propriedades

das quais realcamos as seguintes:

P.1) A probabilidade de qualquer acontecimento A € um nimero real maior

ou igual a zero e menor ou igual a 1
0<P(A) <1
P.2) A probabilidade do acontecimento certo € igual a 1:
P(Q) =1.

P.3) A probabilidade do acontecimento contrdrio do acontecimento A € dada
por:
P(A%) =1—-P(A).
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P.4) A probabilidade do acontecimento impossivel € igual a zero:

P(0) = 0.

P.5) A probabilidade da reunido de dois acontecimentos incompativeis A e

B, € igual a soma das suas probabilidade:

P(AUB) = P(A) + P(B), se ANB = 0.

As duas primeiras propriedades nao levantam qualquer problema. S&o trivialmente
verificadas por ambas as definicGes de probabilidade, bem como pela probabilidade
atribuida a partir duma curva densidade. Recordemos apenas que neste iltimo caso
P.1 e P.2 sao consequéncia do facto da area total sob uma curva densidade ser igual a
1. Relativamente & terceira propriedade, pensemos, por exemplo, no caso da definicao
classica. Se a experiéncia tem n resultados possiveis sendo m deles favoraveis a A, entao

os restantes n — m resultados sao contrarios a A, isto é, sao favoraveis a A°. Assim

P(A) =T 1T —1_p(a).

n n

A propriedade P.4 é verificada por ambas as definicdes. Reparemos, no entanto,
que se trata duma propriedade que nao é independente das trés primeiras ja enuncia-
das. Qualquer forma de atribuir probabilidade aos acontecimentos duma experiéncia
aleatoria que satisfaca as trés primeiras propriedades, satisfaz necessariamente esta
quarta propriedade. Para justificar esta afirmacao, basta ter em conta P.1 e P.2 e o

facto do acontecimento impossivel ser contrario ao acontecimento certo. Com efeito,
P0)=P(Q)=1-PQ)=1-1=0.

Relativamente a propriedade P.5, vejamos o que se passa com a definicdo frequen-
cista. Suponhamos que a experiéncia aleatdria é repetida n vezes, tendo ocorrido A em
p repeticoes e B em ¢ repeticoes. Como A e B sao incompativeis, A e B nao podem
ocorrer simultaneamente numa mesma repeticao da experiéncia, e assim AU B ocorreu

em p + ¢ das n repeticoes da experiéncia. Pela definicao frequencista temos entao

_Ppta _

P(AUB) =T _%Jr = P(A) + P(B).

3=

Poderiamos sem grande esfor¢o enunciar outras propriedades comuns as probabi-

lidades definidas no §5.3 e que sao verificadas por toda e qualquer forma de atribuir
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probabilidade a acontecimentos de uma experiéncia aleatéria que satisfaca as proprie-
dades anteriores. O facto de realcarmos estas poe em relevo a sua importancia.
Estuddamos até aqui trés maneiras de atribuir probabilidade aos acontecimentos
duma experiéncia aleatéria. Terminamos este pardgrafo notando que as propriedades
da probabilidade, conjuntamente com a observacao da experiéncia aleatéria, podem
também ser usadas para atingirmos esse objectivo. Este facto é ilustrado no exemplo

seguinte.

Exemplo 5.4.1 Atendendo as frequéncias relativas obtidas para cada uma das faces
do dado Exemplo 5.3.6 (pag. 137), é perfeitamente razodvel conjecturar que as faces
1, 2, 3, 4 e 5, tém igual probabilidade de ocorrer, e que a face 6 tem trés vezes mais

probabilidade de ocorrer que cada uma das outras:

P({1}) =P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5})

P({6}) = 3P({1}).
Tendo em conta P.2 e P.5, sabemos também que
P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}) =1 (porqué?).

Concluimos entao que
5P({1}) +3P({1}) =1,

ou seja,
P({1}) = ¢
Assim 1
P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({3}) = 5

3
P({6)) = .
Tal como fizemos atrés, calculemos agora a probabilidade dos acontecimentos {1},

{1,2} e {2,4,6}. Usando a propriedade P.5 relativa & probabilidade da reunido de

acontecimentos incompativeis obtemos:

P({1}) = % —0.125,

P({1,2}) = P({1}) + P({2}) = % + é — % = =02
P({2,4,6)) = P({2)) + P({4}) + P({6}) = 5 + 5 + 2 = © = 0.625

Qo
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Apesar da modelacao da experiéncia aleatdria que agora fizemos ter sido distinta

da do paragrafo anterior, o que se reflecte nas diferentes probabilidades encontradas
bl

para os acontecimentos anteriores, notemos que tais probabilidades sao proximas das

entao obtidas. Este facto reforga a conjectura em que basedmos a presente modelacao.

5.5 Independéncia de acontecimentos

A propriedade P.5 anterior, dd-nos uma regra para calcular a probabilidade da
reuniao de dois acontecimentos exclusivamente a partir da probabilidade de cada um
deles. Para aplicarmos essa regra € essencial que os acontecimentos em causa sejam
incompativeis.

Como vamos ver a seguir, ha também uma regra que permite calcular a probabili-
dade da interseccao de dois acontecimentos A e B, a partir exclusivamente da probabi-
lidade de cada um deles. Para a podermos aplicar é necessario que a ocorréncia, ou
nao ocorréncia, de qualquer um dos acontecimentos nao afecte a probabili-
dade de realizacao do outro. Quando isto acontece, dizemos que os acontecimentos
A e B sao independentes.

Atendendo & propriedade P.3, se a ocorréncia, ou nao ocorréncia, do acontecimento
A nao afecta a probabilidade de realizacdo do acontecimento B, também néo afecta a
probabilidade de realizacao do acontecimento contrario B€. Quer isto dizer, que se A
e B sao acontecimentos independentes, também A e B¢, A e B, e A¢ e B¢, sao pares
de acontecimentos independentes.

O exemplo seguinte motiva a propriedade de que goza a probabilidade da interseccao

de acontecimentos independentes que enunciaremos mais a frente.

Exemplo 5.5.1 Numa esfera de extracgao de niimeros da lotaria foram colocadas 20
bolas idénticas (excepto na cor) numeradas de 1 a 20, sendo as 10 primeiras vermelhas
e as restantes 10 azuis. Considere a experiéncia aleatdria que consiste na extraccao de

uma bola da esfera e anotacao do seu numero, e os acontecimentos aleatérios:

A = “saida de bola vermelha”
B = “saida de bola com multiplo de 4”

C = “saida de bola com ntimero par”.

O espaco dos resultados da experiéncia aleatéria é
Q=1{1,2,...,20},
e os acontecimentos A, B e C' sao dados por

A=1{1,2,...,10},
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B = {4,8,12,16,20}

C=1{24,...,18,20}.

Tendo todas as bolas igual possibilidade de serem extraidas, usamos a definicao
classica de probabilidade para obter a probabilidade de ocorréncia de cada um dos

acontecimentos A, B e C:

P(A) = =7,

20 2

) 1

PBI=5%=1

¢ 10 1
P(C) = — = ~.

©) 20 2

Admitamos agora que ocorreu o acontecimento C, isto é, a bola que saiu tem um
nimero par. Serd que este facto altera a probabilidade de ocorréncia de algum dos
acontecimentos A ou B? Dos dez resultados agora possiveis, cinco deles sao favoraveis
a A e também cinco deles sao favordveis a B. Quer isto dizer que A é tao provavel
como antes, enquanto que B é agora mais provavel que antes. Por isso, A e C sao
acontecimento independentes, enquanto que B e C nao sao acontecimentos
independentes.

Reparemos que apenas no primeiro dos casos anteriores, a probabilidade da inter-

seccao dos acontecimentos em causa, é igual ao produto das probabilidades respectivas.

Com efeito,
ANC ={2,4,6,8,10}
¢ 5 1 11

enquanto que,
BnC ={4,8,12,16,20}

Pwmcpi%:i i%:ﬂBW@)

Suponhamos agora que ocorreu o acontecimento A, isto é, a bola que saiu é ver-
melha, mas que nao conseguimos ver o seu numero. Como dos dez resultados agora
possiveis, apenas dois sao favoraveis a B, o acontecimento B é agora menos provavel
que antes. A e B nao sao, por isso, acontecimentos independentes. Mais uma
vez, reparemos que a probabilidade da interseccao nao é igual ao produto das probabi-
lidades. Com efeito,

ANB=1{4,8}
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2 1 1

A nocgao de independéncia esté intimamente relacionada com a primeira das propri-
edades que enunciamos das experiéncias aleatérias. Ao dizermos que uma experiéncia
aleatéria pode repetir-se nas mesmas condicoes, estamos implicitamente a dizer que o
resultado de uma qualquer das repeticoes nao influencia o resultado de qualquer outra.
Os acontecimentos aleatérios associados a cada uma das repeticoes da experiéncia sao,

por isso, independentes. Esta situagao ¢ ilustrada no exemplo seguinte.

Exemplo 5.5.2 Uma moeda equilibrada é lancada duas vezes ao ar e é registada a

face que fica voltada para cima. Consideremos os acontecimentos:

A = “saida de face portuguesa no 12 lancamento”

B = “saida de face portuguesa no 22 langamento”

Atendendo a que a ocorréncia de A nao afecta a probabilidade de ocorréncia de B, nem
a ocorréncia de B afecta a probabilidade de ocorréncia de A, estes acontecimentos sao
independentes. Reparemos uma vez mais que neste caso a probabilidade da interseccao

AN B éigual ao produto das probabilidades de A e de B. Com efeito, neste caso

Q= {PP,PE,EP,EE},

A ={PP,PE},
B ={PP,EP},
AN B = {PP},

e, da definicao classica de probabilidade, vale a igualdade
1 11
P(ANB)=-=--=P(A)P(B).
(ANB) =1 = 55 = P(AP(B)

Estamos agora em condigoes de enunciar a regra ja anunciada para o calculo da

probabilidade da interseccao de acontecimentos aleatérios.

P.6) A probabilidade da intersec¢io de dois acontecimentos independentes

A e B, € igual ao produto das suas probabilidade:

P(AN B) = P(A)P(B).
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Como ficou implicito dos exemplos anteriores, mais do que uma propriedade dos
acontecimentos que sao entre si independentes, a igualdade anterior é verdadeira apenas
para acontecimentos aleatorios que sao entre si independentes.

Terminamos este pardgrafo com um exemplo que reforca a importancia da nocao
de independéncia, para o cdlculo da probabilidade de acontecimentos associados a uma

experiéncia aleatéria.

Exemplo 5.5.3 Quando uma mdquina estd a funcionar adequadamente, apenas 0.1%
das pecas que produz apresentam defeito por razoes varias que nao podem na totalidade
ser controladas. Admitamos que em dois momentos, razoavelmente afastados no tempo,
decidimos observar duas pecas que acabaram de ser produzidas pela maquina, e que
pretendemos saber qual é a probabilidade de nenhuma das pegas ser defeituosa.

Neste caso, o conjunto dos resultados da experiéncia é
Q ={00,01,10,11},

onde, por exemplo, 01 significa que a primeira pega observada nao é defeituosa mas

que a segunda o é. Estamos interessado na probabilidade do acontecimento
A ={00}.

Como os resultados da experiéncia nao sao igualmente provaveis nao podemos re-
correr a definicao cldssica para calcular a probabilidade de A. Também nao temos
informacao suficiente para usar a definicdo frequencista. No entanto, tendo em conta
que

A=A N A,

onde

A1 = “peca defeituosa na primeira observacao”,
Ay = “peca defeituosa na segunda observacao”,

e que é razoavel admitir que A; e Ay sao acontecimentos independentes, uma vez que

as duas observagoes foram realizadas em momentos afastados no tempo, entao

P(A) = P(A; N Ay) = P(A])P(A3) = 0.999 x 0.999 = 0.99801.
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Capitulo 6

Variaveis aleatorias

Nocao de variavel aleatoria. Varidveis discretas e continuas. Distribuicao de probabili-
dade. Histograma de probabilidade. Densidade de probabilidade. Média e variancia
duma varidvel aleatoria. Propriedades da média e da variancia. Lei dos grandes

numeros.

6.1 Nocao de variavel aleatoéria

Em cada uma das experiéncias aleatérias descritas nos paragrafos anteriores, esti-
vemos interessados na observacao duma variavel que, tendo em conta a distincao que
fizemos no Capitulo 1, podemos classificar de qualitativa ou de quantitativa. Quer num,
quer no outro caso, quando uma variavel associa um valor numérico a cada resultado
duma experiéncia aleatéria, vamos chamar-lhe variavel aleatdria.

Nos paragrafos 1.2 e 1.3 estuddmos métodos gréaficos e numéricos para descrever a
distribuicdo duma varidvel a partir de observacoes efectuadas dessa variavel. A nocao
de distribuicao duma variavel como sendo o conjunto de valores que a variavel toma
e também a frequéncia com que os toma, esta intimamente relacionada com as ob-
servagoes realizadas. Dois conjuntos de dados conduzem normalmente a frequéncias
diferentes para um mesmo valor assumido pela varidavel. Apesar disso, serd de esperar
que esses dois conjuntos de dados, porque relativos a uma mesma variavel, comportem
informacao semelhante no que respeita ao centro, a dispersao e a forma da distribuicao
dessa variavel.

Lancando mao da nocao de probabilidade que estuddmos no capitulo anterior, va-
mos precisar um pouco mais a nogao de distribuicao duma variavel aleatédria,
tornando-a, em particular, independente do conjunto de observagoes realizadas. Va-
mos chamar-lhe por isso, distribuicao de probabilidade da varidvel. Como veremos,

a distribuicao de probabilidade pode ser interpretada como uma versao idealizada da

151
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distribuicao de frequéncias dessa varidvel.

6.2 Distribuicao de probabilidade

A distribuicao de probabilidade duma varidavel dé-nos conta dos valores que a
varidavel toma e da probabilidade com que os toma. Para uma varidvel aleatéria X
que toma os valores x1, x9,..., 2 com probabilidades p1, ps, ..., pk, respectivamente, a

sua distribuicao de probabilidade pode ser apresentada numa tabela do tipo seguinte:

valores de X ‘3:1 To ... Tk

probabilidade ‘ pPL P2 ... PR

Como a probabilidade de ocorréncia de cada um dos valores z; é aproximada pela
sua frequéncia relativa obtida a partir dum grande nimero de observagoes da variavel,
hé uma relacao 6bvia entre a tabela anterior e uma tabela de frequéncias relativas da
variavel. Neste sentido, é por vezes 1util interpretar a distribuicao de probabilidade como
sendo a verdadeira distribuicao da varidvel ou uma descricao idealizada da distribuicao
de frequéncias relativas da varidvel, sendo esta tultima distribuicao, a que podemos

aceder através da observacao da variavel, uma aproximacao da verdadeira distribuicao.

Exemplo 6.2.1 Consideremos o caso do lancamento duma moeda equilibrada de um
euro, em que X representa a face que ocorre em cada lancamento. Representando por
0 a ocorréncia da face europeia e por 1 a ocorréncia da face portuguesa, a distribuicao
de probabilidade de X é dada por:

valores de X ‘ 0 1
probabilidade ‘ 1/2 1/2

Esta distribuigao pode também ser representada graficamente na forma de histo-

grama, a que chamamos histograma de probabilidade:

&

probabilidade
Lo

00

faces
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Sendo a probabilidade de ocorréncia de cada uma das faces aproximada pela sua
frequéncia relativa obtida ao longo dum grande nimero de lancamentos da moeda
(lei dos grandes nimeros), o histograma de probabilidade anterior estd naturalmente
relacionado com os histogramas de frequéncias relativas obtidos a partir de vérios
langamentos da moeda.

Os histogramas seguintes descrevem a distribuicao de frequéncias de X a partir de
10, 50, 100 e 200 lancamentos da moeda. Cada uma destas representagoes descreve
uma realidade particular. No entanto, quando o niimero de observagoes aumenta, os
histogramas (ou seja, as respectivas frequéncias relativas) estabilizam aproximando-se

do histograma de probabilidade da variavel X (ou seja, das respectivas probabilidades).

10 10

frequéncia relativa
frequéncia relativa

00 00
v v

frequéncia relativa
frequéncia relativa

00 on
¥ T

n=100 n=200

Exemplo 6.2.2 No caso do lancamento dum dado equilibrado, representando por Y o
numero de pontos obtidos em cada lancamento do dado, a distribuicao de probabilidade
de Y é dada por

valores de Y ‘ 1 2 3 4 5 6
probabilidade | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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A partir de 50, 100, 200 e 400 lancamento do dado, obtemos os histogramas de

frequéncias relativas seguintes:
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Tal como no caso da moeda, a medida que o niimero de observacoes aumenta, o
histograma de frequéncias relativas aproxima-se do histograma de probabilidade, que

neste caso é dado por
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Exemplo 6.2.3 No lancamento de dois dados equilibrados usuais, observaram-se as
seguintes frequéncias relativas para o numero total de pontos obtidos nos dois dados

em 50, 100, 500 e 1000 lancamentos dos mesmos:
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Pela lei dos grandes ntimeros, estes histogramas aproximar-se-ao do histograma de
probabilidade
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correspondente & variavel aleatéria S que nos dé a soma dos pontos obtidos am ambos

os dados, cuja distribuicao de probabilidade é

valores de S \ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
:1: 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
probabilidade ‘ % %5 % % 3 % % 3% k36

A probabilidade de obter 10 ou mais pontos no lancamento de dois dados equilibra-

dos ¢ igual a

P(Szlo):P(S:10)+P(S:11)+P(S:12):3%+%+%:3_66:%,

Notemos que tal probabilidade nao é mais do que a area da regiao marcada a seguir
no histograma de probabilidade:

5 4

probahilidade

06 4

034

0,00

— ¥y ¥ T —
2 3 4 5 6 7T 8 9 10 1 12

numero de pontos

Os exemplos anteriores, apesar de importantes para motivar a nocao de distribuicao
de probabilidade a partir da nocao de distribuicao de frequéncias, sao pouco interes-
santes dum ponto de vista da inferéncia estatistica. Com efeito, nos casos anteriores
sabemos tudo sobre a experiéncia aleatdéria em causa, isto €, conseguimos, a partir da
informacao dada a priori sobre a experiéncia, explicitar a distribuicao de probabilidade

das varidveis X, Y e S. No exemplo seguinte isso nao acontece.

Exemplo 6.2.4 Os gréficos seguintes resumem os resultados obtidos no langamento
duma moeda de um euro, para 10, 50, 100 e 200 lancamentos da moeda, onde por 0

representamos a ocorréncia da face europeia e por 1 a ocorréncia da face portuguesa.
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frequéncia relativa
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Achando que os resultados anteriores revelam fortes indicios de que a moeda nao
¢é equilibrada, uma vez que os histogramas anteriores nao parecem aproximar-se do
histograma de probabilidade relativo a uma moeda equilibrada, nao podemos explicitar
a distribuigao de probabilidade da varidvel Z que representa a face que ocorre em cada
lancamento. No entanto, se representarmos por p a probabilidade de ocorréncia da face

portuguesa, podemos dizer que a distribuicao de probabilidade de Z é da forma

valores de Z ‘ 1 0
probabilidade ‘ p 1—0p

Usando a linguagem dos estudos observacionais por amostragem, p pode ser in-
terpretado como uma caracteristica numérica desconhecida da populacao em estudo,
isto é, p é um parametro. A inferéncia sobre o verdadeiro valor do pardmetro p é um
problema do interesse da estatistica inferencial. Em particular, podemos querer saber

se a moeda é equilibrada, isto é, se p = 1/2.

A estabilizacdo do histograma de frequéncias relativas a medida que o numero

de observacoes da varidavel em estudo aumenta, ocorre nao sé no caso das variaveis
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que tomam um numero finito de valores distintos, a que chamamos discretas, como
para aquelas que tomam todos os valores dum determinado intervalo, a que chamamos

continuas. Este facto é ilustrado nos dois exemplos seguintes.

Exemplo 6.2.5 Representemos por X o tempo que medeia a chegada de dois clientes

consecutivos a uma caixa de supermercado.

00 00 —
v v v v v v

o0 oo

Os histogramas normalizados anteriores (ver também pédg. 24) descrevem a dis-
tribuicao de X a partir de amostras de tamanho 100, 200, 500 e 1000. Tal como
nos exemplos anteriores, os histogramas tendem a estabilizar quando o nimero de
observacoes é grande. Pode ainda ser demonstrado que a medida que o numero de
observagoes aumenta e o tamanho das classes diminui nao muito violentamente, a sua
forma aproxima-se duma curva regular. No caso presente, uma tal curva é representada

no grafico seguinte.



6 Variaveis aleatorias

oo

1

9

Exemplo 6.2.6 Seja agora Y o peso, em gramas, de pacotes de agicar empacotados

por uma maquina. Os histogramas normalizados seguintes descrevem a distribuicao de
Y para de amostras de tamanho 50, 100, 500 e 1000:

64 s

056 <

045 o 04 —

040 < ||

0324 03 4

24 «

016+ 0

005 o

0,000 0,00
— v 14 1 d i v \
963 973 988 993 1008 1018 1028 a7 932 994 1006 1018 1030
n=50 n=100
s 05
04 4 —
- 04 4 1

034 m | —
034

03 -

024
024

01 d
01«

014

000 1 — = 000] o —m =
v 4 4 i v ¥ ¥ v v i v v ¥
969 a5 993 1005 1017 1029 965 977 959 1001 1013 1025 1037
n=500 n=1000



160 Notas de Métodos Quantitativos

Com o aumento do ntimeros de observagoes e a diminui¢ao da amplitude das classes,

os histogramas aproximam-se da curva seguinte

05

044

034

024

01 4

0,00

T 1] v T T ¥
ars 935 a5 1005 1045 1025

Sendo os histogramas anteriores normalizados, serd de esperar que as curvas ante-
riores estejam sempre acima do eixo dos xx e a area compreendida entre ela e esse eixo
seja igual a 1. Além disso, e ainda pelas propriedades dos histogramas normalizados,
a frequéncia relativa de qualquer intervalo marcado que marquemos no eixo dos zx
¢é aproximadamente igual & drea da regiao compreendida entre cada uma das curvas
anteriores e o eixo dos xx que tem por base esse intervalo. Por outras palavras, as
curvas anteriores sao curvas densidade.

Contrariamente ao que fizemos no Capitulo 2, onde este tipo de curvas foi utilizado
para descrever o padrao geral da distribuicao de frequéncias duma variavel, as cur-
vas densidade surgem-nos agora associadas a distribuigao de probabilidade duma
variavel continua, sendo por isso chamadas de densidade de probabilidade.

Interpretando a distribuicao de probabilidade como a verdadeira distribuicao da
varidvel em estudo, uma vez que esta é obtida a partir dum conjunto idealmente in-
finito de observactes da varidavel, podemos dizer que conhecendo a densidade de pro-
babilidade duma variavel X, somos capazes de calcular a verdadeira probabilidade de
acontecimentos aleatorios que lhe estao associados. De forma andloga ao que fizemos
atras, a probabilidade dum acontecimento A, é igual a area da regiao compreendida
entre a curva densidade de probabilidade e o eixo dos xzx que tem por base o conjunto
de valores de X que conduzem a realizagao de A (ver §5.3.4).

Sempre que a densidade de probabilidade de X seja uma curva densidade normal,
com média p e desvio-padrao o, dizemos que X possui uma distribuicao normal,
e indicamos X ~ N(u,0). Por simplicidade de linguagem, dizemos também que X
é uma varidvel aleatéria normal . Tal como no Exemplo 6.2.4, © e o sdo por

vezes quantidades desconhecidas, caso em que nao podemos especificar completamente
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a distribuicao de probabilidade da variavel X mas tdo somente conhecer a forma da

sua distribuigao.

6.3 Meédia e variancia duma variavel aleatoria

No §1.3 vimos como calcular a média # e a varidncia s2 dum conjunto de n ob-
servacoes duma variavel X. Se x1,xo, ...,z sao os valores distintos que ocorrem nessas
observacoes, € ni,no,...,n; 0 numero de vezes que cada um deles ocorre, as férmulas

para o calculo da média e da variancia sao, respectivamente,

> on n;
r=—= E — X;
n n

S

o yoni(w — @) -y M (g — 7)2
T n—1 N 1 ’
onde n;/n é a frequéncia relativa do valor x; assumido pela varidvel X.

A média e a variancia assim calculadas, dependem duma distribuicao de frequéncias
particular de X. Outro conjunto de observagoes conduziria a outra distribuicdo de
frequéncias e, consequentemente, a outros valores para 7 e s2. Para reforcar o facto de

T e s2 variarem de amostra para amostra, T e s2

sao também ditas média amostral
e variancia amostral.

Utilizando a nocao de distribuicao de probabilidade de X, é facil introduzir uma
nocao de média e de variadncia da variavel aleatéria X que nao dependa de
qualquer conjunto de observagoes de X. Para as distinguir das média e variancia
amostrais, vamos denota-las por ux e ag(, ou, simplesmente, por u e o2 A raiz
quadrada da variancia, ox, chamamos desvio-padrao da variavel aleatéria X.

Para uma variavel aleatoria discreta X com distribuicao de probabilidade dada

por

valores de X ‘xl To ... Tk

probabilidade | p1 p2 ... p

a média, ux, e a variancia, ag(, sao definidas, respectivamente, por

nx ZZPM@'

ok = sz' (s — px).
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Como podemos constatar, estas férmulas sao semelhantes as férmulas de cdlculo das
média e variancia amostrais. Em vez de utilizarmos uma distribuicao de frequéncias de
X, utilizamos a distribuicao de probabilidade de X.

Tal como para as caracteristicas amostrais respectivas, a média px é uma medida
do centro da distribuicao de probabilidade de X, enquanto que a variancia a§<, ou o
desvio-padrao oy, sao medidas de dispersao da distribuicao de probabilidade de X
em torno da média py. Varidveis aleatérias com distribuicoes concentradas em torno
da média tém pequenos desvios-padrao, contrariamente a varidveis mais dispersas em
torno da média.

A interpretagdo geométrica que apresentdmos anteriormente para T como sendo
o ponto do eixo horizontal que “equilibra” o histograma de frequéncias relativas da
varidavel X, mantém-se para px, mas relativamente ao seu histograma de probabilidade.

Tal como ja acontecia com o célculo da variancia amostral, a férmula anterior nao é

a mais apropriada para o calculo de ag(. Para esse efeito é preferivel utilizar a férmula

Calculo da variancia de X:

2 2 _ 2
0x = E biy — Hx-

Exemplo 6.3.1 Ilustremos a aplicacao das férmulas anteriores, efectuando o célculo
da média e da variancia das varidveis aleatérias X e Y definidas nos Exemplos 6.2.1 e

6.2.2, respectivamente. Para a variavel X temos,

1
px=g5x0+gx1=5=05¢
1
a§<:§x02+ x 12 = 0.5% = 0.25
e para Y obtemos
—1><1+1><2—|—1><3+1><4—|—1><5+1><6—35
=5 6 6 6 6 6 VT
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2
=_-x1 - %2 - %3 — x4 E) — X 6° — 3.5 = 2.9167.
R O R e

Tendo em conta a interpretacao geométrica da média, reparemos que dos histogra-
mas de probabilidade das varidveis X e Y (ver pag. 152 e 154) poderiamos ter concluido

imediatamente, e sem efectuar qualquer calculo, que

ux =05 e puy =3.5.
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Reparemos na interpretagao simples das médias anteriores como nimero médio, ou
esperado, de faces portuguesas, em cada lancamento da moeda, ou de pontos, em cada
lancamento do dado. Com efeito, no caso do lancamento da moeda, sendo ela equi-
librada, esperamos, em média, obter uma face portuguesa em cada dois lancamentos,
isto é, esperamos obter um ponto em cada dois lancamentos, ou seja, 0.5 pontos por
lancamento. No caso do lancamento do dado esperamos, em média, obter cada uma das
faces em cada seis lancamentos, isto é, esperamos obter em média (1+2+3+4+45+6)/6 =

3.5 pontos por langamento.

Exemplo 6.3.2 Suponhamos agora que um dado equilibrado tem marcados os ntimeros
1, em trés das faces, 2, em duas das faces, e o nimero 3 na face restante. Se Z re-
presentar o numero de pontos obtidos num lancamento do dado, a distribuicao de
probabilidade de Z é dada por

valores de Z ‘ 1 2 3
probabilidade ‘ 1/2 1/3 1/6

A média e a variancia de Z sdo dadas por

1 1 1 )
/,LZ:§X1+§X2+6X3:§,G
1 1 1 5\ 5
J%:§X12+§X22+6X33—<§> :§

No caso da varidvel X ser continua, a sua distribuicdo de probabilidade é
caracterizada pela densidade de probabilidade de X. Neste caso, a média, ux, e a
variancia, ag(, da variavel continua X sao definidas como sendo a média e
a variancia da densidade de probabilidade de X, isto é, ux e ag( sao a média
e a variancia duma curva densidade. Como referimos no §2.2, atendendo & complexi-
dade das técnicas analiticas envolvidas, o cdlculo da média e da variancia duma curva
densidade ultrapassa em muito os objectivos desta disciplina. Por isso, nada mais
avancaremos sobre este topico para além do que ja dissemos no Capitulo 2.

De acordo com o que vimos no §2.3, no caso particular das varidveis normais, temos:

Média e variancia duma variavel normal:
Se
X ~ N(up,0)

entao




164 Notas de Métodos Quantitativos

6.4 Propriedades da média e da variancia

Por razdes analogas as expostas no §1.4, a média, y, e a variancia, 0%, duma variavel
aleatoria, gozam das propriedades da média e variancia amostrais. Mais precisamente,

se duas variaveis aleatorias X e Y, estao relacionadas através duma relagao do tipo
Y =aX+0b,

para determinados valores reais a e b, o que acontece quando ocorre alteracao da unidade

de medida, entao valem as relacoes seguintes entre as médias e variancias de X e Y:

Efeito da transformacgao linear Y = a X + b:
® média:

py = apx + b;
® variancia e desvio-padrao:

oy =a*o%, oy =aox.

Conhecidas a média e a variancia de duas variaveis aleatérias X e Y, é por vezes
importante saber como calcular a média e a variancia da varidavel soma X + Y, & custa
das médias e variancias de cada uma das varidveis X e Y (nos casos em que tal seja

possivel). Vejamos um exemplo duma tal situacao.

Exemplo 6.4.1 O Abel joga com um adversario o seguinte jogo: cada um deles lanca
uma moeda portuguesa de um euro; por cada face portuguesa que ocorra nas duas
moedas o Abel paga ao adversario 5 euros; por cada face europeia que ocorra nas
duas moedas o Abel recebe do adversario 5 euros. Representemos por X o ganho (ou
perda) do Abel com a sua moeda em cada langamento da mesma, e por Y o ganho (ou
perda) do Abel devido & moeda do seu adversario. Reparemos que X e Y tém a mesma

distribuicao de probabilidade que é dada por

valores de X () ‘ -5 5
probabilidade ‘ 1/2 1/2

As médias e variancias de X e Y, que nos dao o ganho médio por partida do Abel
com a sua moeda e com a moeda do seu adversario, respectivamente, coincidem, sendo

dadas por:

1

px = py = X(—5)+§X5=07 e

DO | =
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1 1
a%:a%:a><(—5)2+§><52—02:25.

O ganho total do Abel em cada repeticao do jogo é dado pela variavel Z = X + Y.
Como fazer para calcular a média e a variancia de Z7 Seguindo o procedimento anterior,

precisamos de determinar a distribuicao de probabilidade de Z:

valores de Z ‘ -10 0 10
probabilidade ‘ 1/4 1/2 1/4

Assim
—1><(10)+1><0—|—1><10—0
HZ=1 2 17T
1 1 1
J%:Zx(—10)2+§x02+1><102—02:50.

No exemplo anterior, valem as igualdades

Ux+y = px + py

2 _ 2 9
Ox+y = 0x + 0y

Serao estas relagoes validas em geral? No caso da média, tal é com efeito verdade:

Média da soma X +Y:

Para quaisquer duas variaveis aleatorias X e Y, a média

da soma X + Y é igual a soma das médias respectivas:

BX+Y = pXx + py.

Reparemos que esta propriedade é partilhada pela média amostral. Com efeito, se
T1y..., Ty € Y1,...,Yn s20 08 valores observados para duas varidaveis X e Y, onde os
valores x; e y; sao observagoes relativas a um mesmo individuo, a média amostral z

relativa a variavel Z = X + Y, é dada por

- >z 2 (@it y)

° n n
Tt ATty T+ Yn
n
B :1:1+a:2+...+:1:n+y1+y2+...+yn
n n

= T+7.
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Notemos, no entanto, que a variancia amostral da soma de duas varidveis nao
¢é necessariamente igual a soma das variancias amostrais de cada uma das variaveis.
Com efeito, efectuando mais alguns calculos chegariamos a conclusao que a variancia

amostral s? de Z era dada por

Sz = s§+s§—|—2rsx3y,

onde 7 é 0 ja nosso conhecido coeficiente de correlagao linear entre as varidveis X e
Y. Assim, para obter a varidncia da soma precisamos, da varidncia de cada uma das
varidveis X e Y, e também do respectivo coeficiente de correlacao linear.

Da igualdade anterior, concluimos ainda que se associagao linear entre X e Y for
positiva, a variancia da soma é maior do que a soma das variancias de X e Y, enquanto
que se associacao linear entre X e Y for negativa, a variancia da soma é menor do
que a soma das variancias de X e Y. Finalmente, sendo igual a zero o coeficiente
de correlacao linear entre X e Y, a variancia amostral da soma é igual a soma das
variancias amostrais de X e Y.

Esta ultima propriedade da variancia amostral, permanece vélida para a variancia
duma soma de variaveis aleatérias, sendo, em particular, verdadeira quando as varidveis
X e Y sao independentes, isto é, quando a ocorréncia de qualquer um dos
valores de uma das varidveis nao afecta a probabilidade de ocorréncia de

qualquer um dos valores da outra variavel:

Variancia da soma X +Y:

Se X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes, a
variancia da soma X + Y ¢é igual a soma das variancias
respectivas:

2 9 2
Ox4y = 0x + 0y

Exemplo 6.4.1 (cont.) Tendo em conta as duas propriedades anteriores, e a inde-
pendéncia entre as varidveis X e Y (uma vez que o resultado obtido numa moeda nao
influencia, nem é influenciado, pelo resultado obtido na outra), concluimos que o célculo
da média e da variancia da variavel X + Y, que nos da o ganho total obtido pelo Abel
em cada repeticao do jogo, pode ser feito sem ser necessario obter a distribuicao de
probabilidade de X + Y. Basta conhecermos as média e variancia de cada uma das

varidveis X e Y. Assim

fx+y =px +py =0+0=0 e 0%,y =0x + 0y =25+ 25 = 50.
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Exemplo 6.4.2 Relativamente ao Exemplo 6.2.3 (pag. 155), se representarmos por Sp
e S5 os pontos que saem no primeiro e no segundo dado, respectivamente, a soma, S,
dos pontos obtidos nos dois dados é dada por S = S7 + 59, onde as varidveis S e S

sao independentes. Como pg, = ps, = 3.5 € 0?91 = 0%2 ~ 2.9167, obtemos

s = ps, + s, =3.5+35=7, e

0% = 0% + 0%, ~ 2.9167 + 2.9167 = 5.8334.

Em lancamentos sucessivos de dois dados equilibrados obtemos assim em média 7 pontos

por lancamento.

Para reforcar a importancia da condicao de independéncia, ou mais precisamente,
de auséncia de associacao linear, para a validade da regra anterior para o calculo da

variancia da soma de duas variaveis aleatérias, atentemos no exemplo seguinte.

Exemplo 6.4.3 Para um adulto do sexo masculino medimos o comprimento de ambos
os bracos. Admitamos que a varidavel X representa o comprimento do braco esquerdo,
enquanto que o simétrico do comprimento do brago direito é representado pela variavel
Y. Por exemplo, para um adulto com um brago esquerdo com 750 mm e um brago
direito com 755 mm, X vale 750 e Y vale —755. Como todos temos os bracos esquerdo
e direito com aproximadamente o mesmo tamanho, serd de esperar que a variavel
X +Y possua uma variabilidade pequena, e por conseguinte uma pequena variancia.
No entanto, hé adultos com bracos pequenos, adultos com bracos médios e adultos com
bragos grandes. A variabilidade de cada uma das variaveis X e Y serd, por isso, grande.
Neste caso, a variancia da soma X + Y serd seguramente inferior a soma das variancias
de X e de Y. Pelo que vimos atras, este facto pode ser explicado pela forte associagao

negativa existente entre X e Y.

6.5 Lei dos grandes niimeros

Que relacao existird entre a média duma variavel X e a média amostral z calculada
a partir de observagoes da variavel X7 No caso particular de X representar os pontos
obtidos em cada lancamento dum dado equilibrado, o graficos seguintes sugerem que,
com a medida que o numero de lancamento aumenta, a média amostral se aproxima

da média de X, que com vimos atras é igual a u = 3.5.
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Se recordarmos a lei dos grandes numeros enunciada no §5.3.2, sabemos que a
medida que o nimero de observacoes aumenta, e se essas observagoes sao realizadas
aproximadamente nas mesmas condicoes, isto é, se as varias observacgoes da variavel X
sao independentes, a probabilidade p;, de ocorrer qualquer um dos valores z;, pode ser
aproximada pela frequéncia relativa n;/n desse valor, quando n é grande:

n;

— = Di-
n

Consequentemente,
_ n;
x——g —ximg Di T = X,

isto é, a média amostral aproxima-se da média da variavel X.

Esta igualdade explica o observado nos graficos anteriores. A média p = 3.5 pode
ser assim interpretada como o ntimero médio de pontos obtidos por lancamento, quando
o nimero de lancamentos é grande.

Este facto é também conhecido como lei dos grandes niimeros:

Lei dos grandes niimeros:

Se as vérias observagoes duma varidvel X com média p sao inde-
pendentes, a média amostral  aproxima-se, tanto quanto queira-

mos, de p, a medida que o nimero de observacoes aumenta.

Exemplo 6.5.1 Para cada uma das varidveis X e Z definidas nos Exemplos 6.3.1 e

6.3.2 (pag. 162), respectivamente, relativas aos resultados observados no langamento
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duma moeda equilibrada, e dum dado equilibrado que tem marcados os ntimeros 1,

em trés das faces, 2, em duas das faces, e o nimero 3 na face restante, a lei dos

grandes nimeros ¢ ilustrada nos graficos seguintes que dao conta da evolucao das médias

amostrais com o aumento das observagoes, para dois conjuntos de observacoes de cada

uma das varidveis. Notemos que no caso da varidavel X,  nao é mais do que a proporcao

de faces portuguesas nos n primeiros lancamentos da moeda.
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Vejamos mais um exemplo que reforga a interpretacao da média px duma varidvel

X, como o valor do qual se aproxima a média amostral, quando o nimero de observacoes

aumenta.

Exemplo 6.5.2 No jogo da roleta, a roda da roleta estd dividida em 37 partes iguais

numeradas de 0 a 36, e um jogador, que a partida aposta num dos nimeros de 1 a 36,
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recebe em caso de vitéria 36 vezes mais do que aquilo que apostou. Admitindo que a
aposta do jogador é sempre de 10 euros, ele recebe os 10 euros que apostou mais 350
euros pagos pelo casino se sair o nimero em que apostou. Caso contrario, perde o que
apostou. Representando por X o ganho liquido do jogador em cada partida, X tem

como distribuicao de probabilidade

valores de X \ ~10 350
probabilidade | 36/37 1/37

O ganho médio por partida é dado por

36 1 10
x (—10) + == x 350 = —— = —0.27,

Hx = 37 37

ET

isto é, em cada partida, por cada 10 euros apostados, o jogador perde 27 céntimos.
Atendendo & lei dos grandes ntumeros, quer isto dizer que, independentemente do di-
nheiro que o jogador leva para o casino, ao fim dum grande numero de partidas ficara
sem dinheiro nenhum. Notemos, no entanto, que atendendo a grande variabilidade da
variavel X que é traduzida pela sua grande variancia
, 36 , 1 , (102
ox =37 x (=10)" + 37 x 350 — <§> ~ 3408.035,

a média amostral aproxima-se lentamente de —0.27. Para ilustrar os factos referidos,
apresentamos nos graficos seguintes, nao s6 duas possiveis evolugoes da média amostral,
ou seja, do ganho médio por partida para um jogador com uma grande fortuna inicial,
mas também as correspondentes evolugdes da fortuna (até ficar sem dinheiro) de um

jogador que entra para o casino com 1000 euros para jogar na roleta.
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6.6 Lei dos grandes numeros e inferéncia estatistica

Contrariamente aos exemplos anteriores em que a populagdo de onde recolhemos
a amostra pode ser considerada infinita, uma vez que a experiéncia aleatéria pode ser
repetida tantas vezes quantas quisermos, num estudo observacional por amostragem
a populagao é finita, sendo a amostra recolhida por métodos aleatérios, por exemplo,
por amostragem aleatdria simples. Apesar deste método de recolha de amostras nao
produzir observagoes independentes (basta pensar que se um individuo é observado,
nao volta a sé-lo), se o tamanho da populacao é grande relativamente & dimensao
da amostra, as observacoes podem ser consideradas aproximadamente independentes,
valendo ainda nesse caso a lei dos grandes nimeros. Tendo em conta a linguagem
introduzida quando falamos de estudos por amostragem, a lei dos grandes niimeros
permite-nos concluir que quando o parametro de interesse é uma média pu,
este pode ser aproximado pela estatistica z quando a dimensao da amostra
for grande.

Num estudo observacional por amostragem em que, para uma determinada popu-
lacao de grande dimensao, pretendemos conhecer a proporcao p de individuos que
possuem determinada caracteristica, vimos ja que a partir da amostra recolhida pode-
mos calcular a estatistica p associada ao parametro de interesse p que, neste caso, nao
¢ mais do que a proporcao de individuos nessa amostra que possuem a caracteristica
em estudo. Reparemos que p nao é mais do que a média amostral associada a varidvel
aleatéria X que toma o valor 1 se o individuo observado tem a caracteristica em estudo,
e 0 se isso nao acontece. Como X ¢ (aproximadamente) uma varidvel aleatéria com

distribuicao de probabilidade
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valores de X ‘ 1 0
probabilidade ‘ p 1—0p

a sua média é precisamente o parametro p:

pux =px1+(1—p)x0=np.

A lei dos grandes nimeros permite concluir que, quando a amostra é
grande, p é uma boa aproximacao de p. Desta forma justificamos uma afirmacéao
anteriormente feita de que, nao havendo enviesamento no que respeita a amostragem,
esperdvamos que a estatistica p nos desse uma boa informacao sobre o parametro des-
conhecido p (ver §4.4).

Os factos anteriores tém grande importancia na inferéncia estatistica pois nos asse-
guram que na inferéncia sobre a média populacional i (ou sobre uma proporcao p), a
estatistica T que calculamos a partir das observacoes realizadas é, quando o tamanho
da amostra é grande, uma aproximacao para p. No entanto, a lei dos grandes niimeros
nao nos permite, por si s4, quantificar a confianga que podemos depositar na estimativa
Z de p. Para tal é fundamental que tenhamos informacao sobre a distribuigao amostral
de = (ver §4.4), isto é, informacao sobre os valores que a estatistica & toma para as
diferentes amostras bem como a probabilidade com que toma esses valores. Este sera

o assunto que abordaremos no préximo capitulo.

6.7 Bibliografia

Blume, J.D., Royall, R.M. (2003). Illustrating the law of large numbers, The American
Statistician, 57, 51-55.

Moore, D.S. (1985). Statistics: Concepts and Controversies, W.H. Freeman and Com-
pany.

Moore, D.S., McCabe, G.P. (2003). Introduction to the Practice of Statistics, W.H.

Freeman and Company.



Capitulo 7

Distribuicoes amostrais para

proporcoes e médias

Distribuicdo amostral duma estatistica. Fxperiéncia aleatoria binomial. Varidvel alea-
toria binomial: distribuicdo de probabilidade, média e variancia. Distribuicao amostral
de p. Média e desvio-padrao de p. Aprorimacao normal para a distribuicdo de D.

Distribuicao amostral de . Média e desvio-padrao de . Teorema do limite central.

7.1 Distribuicao amostral duma estatistica

Quando na realizacao dum estudo observacional por amostragem pretendemos co-
nhecer a proporcao, p, de individuos da populacao em estudo que possuem determinada
propriedade (proporcao de votantes num determinado partido politico, proporcao de
familias com baixos rendimentos, etc.), ou a média, u, de determinada caracteristica
numérica associada a populacao (peso médio, altura média, rendimento mensal médio,
etc.), a inferéncia sobre esses parametros desconhecidos é baseada numa amostra reco-
lhida dessa populacao.

Para essa amostra, e com o objectivo de inferir sobre o parametro desconhecido
de interesse, calculamos normalmente a estatistica associada a esse parametro: se o
parametro é uma proporc¢ao, calculamos a proporcao, p, de individuos na amostra que
possuem a propriedade em estudo; se o parametro é uma média, calculamos a média,
T, dos valores da amostra.

Como ja referimos no §4.4, diferentes amostras conduzem a diferentes valores para
as estatisticas p e 7, facto este a que chamédmos variabilidade amostral. Estas
estatisticas funcionam assim como varidveis aleatérias: a cada amostra aleatéria, que

aqui toma o papel de resultado da experiéncia aleatéria, associam um valor numérico.

173
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Assim sendo, faz sentido falar na distribuicao de probabilidade de tais estatisticas a
que chamamos distribuicao amostral da estatistica em causa. Uma tal distribuicao
da-nos os valores que a estatistica toma para as diferentes amostras bem como a pro-
babilidade com que os toma.

Neste capitulo estudaremos a distribuicao amostral das estatisticas p e T que, como
veremos, surgem em muitos problemas de inferéncia estatistica. Nos capitulos seguin-
tes, ilustraremos a sua aplicacao a dois problemas muito importantes do ambito da
estatistica inferencial como sao os casos dos intervalos de confianga e dos testes de

hipéteses.

7.2 Distribuicao amostral de p

Suponhamos que langamos n vezes consecutivas um dado que suspeitamos nao ser
equilibrado, e que estamos interessados na proporcao p de faces 6 que obtemos nos
lancamentos realizados. Se representarmos por X o numero de faces 6 obtidas nos n

lancamentos, p é dada por

X
p=—
n

que, pela lei dos grandes numeros, sabemos ser uma aproximacao da probabilidade de
ocorréncia da face 6, quando n é grande.

A varidvel aleatéria X toma os valores
0,1,2,...,n—1,n,
enquanto que p toma os valores
0,1/n,2/n,...,(n—1)/n,1.

Atendendo & igualdade anterior, é claro que a distribuicao amostral de p esta
intimamente relacionada com a distribuicao amostral de X. Quando a varidvel X toma
o valor k, para algum k =0,1,2,...,n — 1,n, a varidvel p toma o valor k/n. Assim, a
probabilidade com que p toma o valor k/n é igual a probabilidade com que X toma o

valor k:

P (ﬁ: 5) =P(X = k).

n

A distribuicao amostral de p pode assim ser obtida a partir da distribuicdo amostral
da varidvel X que determinaremos a seguir no contexto daquilo a que chamaremos

experiéncia aleatoria binomial.
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7.2.1 Variavel aleatdria binomial

A situacao descrita do lancamento dum dado um nimero n de vezes, possui carac-

teristicas que sao comuns a muitas outras experiéncias aleatorias:

Experiéncia aleatéria binomial:

1. Sao realizadas n observagoes.
2. As n observactes sao independentes.

3. Cada observagao pode tomar dois valores possiveis, ditos su-
cesso e insucesso, que denotamos por 1 e por 0, respectivamente,
que ocorrem sempre que o individuo observado possui, ou nao,

respectivamente, a caracteristica em estudo.

4. A probabilidade p dum sucesso é a mesma para cada observacao.

Quando se verificam as condigoes anteriores dizemos que estamos na presenca duma
experiéncia aleatéria binomial. Numa experiéncia aleatéria binomial estamos in-
teressados na variavel aleatoria X que nos da o niimero total de sucessos ocorridos nas

n observagcoes.

Sao experiéncias aleatérias binomiais:

1. O langamento duma moeda equilibrada de euro 10 vezes consecutivas e a ob-
servacao do nimero de vezes em que ocorre a face portuguesa. Neste cason = 10
ep=1/2.

2. A observacao do nimero de vezes que ocorre a face 6 em 20 lancamentos de um

dado equilibrado. Neste caso n =20 e p = 1/6.

3. A extraccao sucessiva com reposicao de 5 cartas escolhidas ao acaso dum
baralho vulgar de 52 cartas em que estamos interessados no niimero de cartas do
naipe de paus que ocorrem nessas b cartas. Neste cason =5e p =13/52 = 1/4.
Reparemos que se a extraccao das 5 cartas é feita por amostragem aleatoria
simples, a experiéncia deixa de ser binomial. Perde-se a independéncia entre
as sucessivas observagoes e a probabilidade de ocorrer paus em cada observacao

nao é sempre a mesma.
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4. Para estimar a percentagem de alunos da UC que concordam com o pagamento
de propinas, a partir duma listagem dos alunos da UC escolhe-se ao acaso um
aluno e regista-se a sua opinidao, “sim” ou “nao”, sobre o pagamento de pro-
pinas. Se o processo anterior for repetido 120 vezes tendo por base a mesma
listagem permitindo assim que um aluno seja seleccionado mais do que uma vez,
isto é, se a amostragem for realizada com reposicao, a experiéncia aleatoria
é uma experiéncia binomial com n = 120 e p é a proporcao de alunos da UC
que concorda com o pagamento de propinas. Tal como no exemplo anterior, se
a amostra for uma amostra aleatéria simples a experiéncia s6 aproximadamente
pode ser considerada binomial uma vez que nem as varias observacoes sao in-

dependentes, nem a probabilidade de sucesso é sempre igual a p.

Como veremos a seguir, numa experiéncia aleatéria binomial a distribuicao de pro-
babilidade da variavel aleatéoria X depende apenas do ntmero, n, de observacoes e da
probabilidade, p, de obter um sucesso. Chamar-lhe-emos distribuicao binomial de

parametros n e p, e indicamos
X ~ B(n,p)

quando queremos dizer que X tem, ou possui, uma distribuicao binomial de
parametros n e p.

Quando n é pequeno, é facil efectuar o calculo da distribuicao de probabilidade de
X, isto é, é facil calcular as probabilidades P(X = k), para k = 0,1,2,...,n. Vejamos

0 (ue se passa nos casos em que n=2en = 3.

e No caso n = 2 o espago dos resultados é
Q = {00,01,10,11},

onde, pela independéncia (reparemos que nao podemos usar a defini¢ao classica pois

os acontecimentos elementares nao sao, com excepcao do caso p = 0.5, igualmente

provaveis):
P({00}) = (1 =p)(1 —p) = (1 —p)?,
P({01}) = (1 - p)p,
P({10}) = p(1 —p)
P({11} = pp = p*.
Assim,
P(X =0) = P({00}) = (1 - p)?,
P(X =1) =P({01,10}) = P({01})+P({10}) = 2p(1—p), (7.2.1)
P(X =2) =P({11}) = p°.
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e No caso n = 3 o espaco dos resultados é

Q = {000,001, 010, 100,011,101, 110, 111},

e, pela independéncia,

Assim,

P({000}) = (1 —p)°,

P({001}) = P({010}) = P({100}) = p(1 — p)?,
(
(

P({001}) = P({101}) = P({110}) = p*(1 — p),
P({111} = p3.

P(X =0) = P({000} = (1 —p)?,

P(X =1) = P({001,010,100}) = 3p(1 — p)?,
P(X = 2) = P({001, 101,110} = 3p?*(1 — p),
P(X =3) =P({111} = p3.
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(7.2.2)

Reparemos que os coeficientes 1,2,1 e 1,3,3,1 que surgem nas férmulas (7.2.1) e

(7.2.2), nao sao mais do que o nimero de vezes em que como resultado duma experiéncia

binomial nao ocorre nenhum sucesso, ocorre 1 sucesso, ocorrem 2 sucessos, € assim

sucessivamente, até ao ultimo caso em que ocorrem n sucessos. Estes coeficientes sao

chamados coeficientes binomiais, e no caso geral dum qualquer valor de n podemos

concluir que o nimero de vezes em que ocorrem k sucessos, para k =0,1,2,...,n, nos

2" resultados possiveis duma experiéncia binomial, é dado pelo coeficiente binomial

O} definido por

n!

Gk = Kl(n— k)’

onde n! é o factorial de n definido por

nl=nxn—-1)x(n—-2)x...x3x2x1

o' =1.

Conhecido o coeficiente binomial C}!, que para alguns valores de n é dado na Tabela

C, é agora facil calcular a probabilidade de obter k sucessos numa experiéncia binomial:

basta multiplicar o nimero de vezes em que ocorrem k sucessos nos resultados da

experiéncia binomial, C7', pela probabilidade, pF(1 — p)*~ %, dum qualquer resultado

elementar da experiéncia em que ocorrem k sucessos.
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Distribuicao de probabilidade duma variavel

binomial:

Se X ~ B(n,p), entao
P(X =k)=Cyp" (1-p)"F

para k=0,1,...,n.

Nos graficos seguintes apresentam-se histogramas de probabilidade duma varidavel
binomial para alguns valores de n e p (nao estdo representados todos os valores da
varidavel binomial). Reparemos na assimetria positiva (resp. negativa) que ocorre para
valores pequenos de p (resp. grandes). A medida que p se aproxima de 0.5, a assimetria

da distribuicao diminui, obtendo-se uma distribuicao perfeitamente simétrica quando
p = 0.5.
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Exemplo 7.2.3 Utilizemos a distribuicao de probabilidade duma varidvel binomial
para calcular a probabilidade de no lancamento duma moeda equilibrada de euro 10
vezes consecutivas, observarmos apenas 1 face portuguesa. Neste caso X ~ B(10,0.5),

e a probabilidade pedida é dada por
P(X =1)=C10.5'0.57 = 10 x 0.5 x 0.5 ~ 0.009766.
A probabilidade de obter mais do que 2 faces portuguesas é dada por
PX>2) = 1-P(X<2)
= 1-PX=0)-PX=1)-PX=2)
= 1-3°0.5°0.5" — 019051 0.57 — C1°0.5%0.5°
= 1-1x0.5"%x05"'0—-10x0.5" x 0.5 — 45 x 0.5* x 0.5°
~ 1—0.0009766 — 0.009766 — 0.043945
= 0.9453.

Como j4 referimos, da mesma forma se procede se pretendemos calcular a probabi-

lidade de acontecimentos associados a p.

Exemplo 7.2.4 No lancamento de um dado equilibrado 20 vezes consecutivas, calcu-
lemos a probabilidade de obter mais que 4% de faces 6, isto é, calculemos P(p > 0.04),
onde p = X/20 com X ~ B(20,1/6). Assim,

P(p>0.04) = P(X/20 > 0.04)
= P(X >0.8)
= P(X>1)
= 1-P(X=0)
= 1-C3°(1/6)°(1 - 1/6)*
= 0.9739

Como j4 referimos atrés, quando a populagao é finita e a amostra é recolhida por
amostragem aleatéria simples, as diversas observacoes nao satisfazem as caracteristicas
2. e 4. duma experiéncia binomial. No entanto, quando o tamanho da populacao
¢é grande relativamente a dimensao n da amostra recolhida, podemos ignorar a de-
pendéncia fraca que existe entre as observacoes e a pequena alteracao da probabilidade
de ocorréncia de sucesso de observacao para observacido. Assim, quando o tamanho
da populagao é de pelo menos 10 vezes a dimensao da amostra, e a amostra
é uma amostra aleatéria simples de tamanho n, a distribuicao da varidavel X pode ser
considerada aproximadamente binomial B(n,p), onde p é a propor¢ao de sucessos na

populacao.
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7.2.2 Meédia e desvio-padrao de p

Conhecida a distribuicao de probabilidade duma varidvel aleatdria, é possivel cal-
cular a sua média e a sua variancia. No caso duma variavel binomial, devido a forma
nao muito simples da sua distribuicao de probabilidade, é preferivel efectuar o calculo
da média px e da variancia o3 utilizando um método alternativo.

Uma variavel binomial dd-nos o ntimero de sucessos que ocorrem numa experiéncia
aleatéria binomial. Se representarmos por S; a varidvel que toma o valor 1 se ocorre
sucesso na observacao ¢ e 0 se ndo ocorre sucesso nessa observacao, entao o numero X

de sucessos na experiéncia é dado por

Como a probabilidade de sucesso numa experiéncia binomial é p, a distribuicao de
probabilidade de cada uma das variaveis S; é dada por
1 0
probabilidade ‘ p 1—p

valores de S;

e a sua média e variancia podem ser facilmente calculadas:
s, =1xp+0x(l—p)=p
a?gi =12 xp+02x (1 —p)?—p*=p1—p).

Usando agora a igualdade (7.2.5) e as propriedades ja estudadas da média, con-

cluimos que

L G N e R
= ptp+...+p
= np,
e, pela independéncia das varidveis S,.59, ..., S,
ai = U§1+U§2+"'+U§n
= p(l=p)+pd—-p)+...+p(1—p)
= np(l—p).

Média e desvio-padrao duma varidvel binomial:

Se X ~ B(n,p), entao
Hx = np,

ox = /np(l —p).
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Tendo agora em conta que p = X/n, podemos facilmente calcular a média e

variancia da proporcao p numa experiéncia binomial:

Média e desvio-padrao da proporgao p:

Numa experiéncia binomial temos

Hp =D,

op = /p(1—p)/n.

Recordemos que no §4.4 constatamos empiricamente que o centro da distribuicao
de p era aproximadamente p, e que a variabilidade de p diminuia com o aumento de di-

mensao da amostra. Os resultados agora obtidos vém confirmar essa anélise empirica.

7.2.3 Aproximacao normal para a distribuicao de p

Utilizando os métodos graficos estudados no Capitulo 1, vimos no §4.4 que numa po-
pulagao de 10000 individuos, em que metade deles possuia determinada caracteristica,
isto é, p = 0.5, a distribuicao de frequéncias da proporcao p era, para n = 20 e
50, aproximadamente normal. A seguir, exploramos um pouco mais a distribuicdo de

frequéncias da proporcao amostral p para outros valores de p e de n.

Exemplo 7.2.6 Suponhamos que numa dada populagdo, apenas uma proporgao p =
0.2 dos individuos que a constituem possui determinada caracteristica. Os histogramas
seguintes relativos aos valores n = 5, 10, 20 e 40, descrevem a distribuicao de frequéncias

de p obtida a partir de 2000 amostras de dimensao n recolhidas da populagao referida.
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Para pequenos valores de n a distribuicao p revela uma assimetria positiva, que ja

tinhamos identificado na distribuicao binomial para valores pequenos de p. Para valores

grandes de n, a distribuicdo de frequéncias de p torna-se cada vez menos assimétrica,

sendo a sua normalidade aproximada confirmada pelos graficos de quantis normais

seguintes.
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Exemplo 7.2.7 Suponhamos agora que na populacdo em estudo uma proporcao p =
0.4 dos seus membros possui determinada caracteristica. Tal como no exemplo ante-
rior, os histogramas seguintes relativos aos valores n = 5,10,20 e 40, descrevem a
distribuicdo de frequéncias de p obtida a partir de 2000 amostras de dimensao n reco-

lhidas da populacao referida.
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Como a propor¢ao p é proxima de 0.5, caso em que a distribuigdo binomial é
simétrica, a distribuicao de frequéncias de p revela, para valores pequenos de n, uma
maior simetria que no exemplo anterior. A normalidade aproximada da distribuicao de
P para valores pequenos e grandes de n é confirmada pelos graficos de quantis normais

seguintes.

Como ja esperavamos, nos dois exemplos anteriores o centro das diversas distri-
buigées de frequéncias de p é aproximadamente igual a p, e a variabilidade respectiva
decresce a medida que n aumenta. A normalidade da distribuicao amostral de p é mais

evidente no caso p = 0.4 do que no caso p = 0.2, o que pode ser atribuido a maior
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assimetria da distribui¢do binomial B(n,0.2) quando comparada com B(n,0.4). Por
outro lado, o aumento de n conduz a uma melhor aproximacao da distribuicao amostral
de p pela distribuicao normal.

Utilizando as expressoes obtidas para as distribui¢oes de probabilidade da variavel
binomial X e da proporcao amostral p, que apresentdmos no pardgrafo anterior, é
possivel mostrar que tais distribuicoes sao aproximadas por curvas normais. No caso da
varidvel X, uma tal curva normal tem média np e desvio-padrao y/np(1 — p), enquanto
que no caso de p a sua média é p e o seu desvio-padrao é m

Estas aproximacoes sao ilustradas nas figuras seguintes onde, para alguns valores
de n e p, com np = 5,10 e 15, se apresentam os histogramas de probabilidade de X e
a curva normal respectiva.

Como ja referimos, a qualidade da aproximagao normal nao é a mesma em todos
os casos anteriores. Moore e McCabe, 2003, consideram que a aproximacao normal
para as distribui¢oes de X e p é boa se np > 10 e se n(l — p) > 10. J& Anderson

et al. , 2002, consideram que a aproximacao normal é boa desde que se verifiquem as
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18

5

condigoes menos restritivas np > 5 e n(1 — p) > 5. Condigoes diferentes das anteriores

sao apresentadas, por exemplo, em McPherson, 1990.
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Aproximagao normal para a distribui¢ao de X e de p:

Se X ~ B(n,p), entao
X~N (np, np(1 —p))

p=X/n~N (p, p(1 —p)/n)

A aproximacao normal para as distribuigoes de X e de p permitem simplificar alguns

calculos que seriam complicados de fazer sem o auxilio dum computador.

Exemplo 7.2.8 Suponhamos que pretendemos calcular a probabilidade de no lanca-
mento duma moeda equilibrada de euro 10 vezes consecutivas, observarmos mais do
que quatro faces portuguesas. Neste caso X ~ B(10,0.5), e a maneira mais simples de
calcular P(X > 4) passa por:
P(X > 4)
= 1-P(X=0-PX=1)-PX=2)—P(X=3)—-P(X =4)
= 1-0805%0.5% — ¢f00.510.5° — €220.5%0.5% — €39 0.50.5" — €} 0.5 0.5
~ 1—0.0009766 — 0.0097656 — 0.0439453 — 0.1171875 — 0.2050781
= 0.6230469,

valor este que nao é mais do que o valor da area representada na figura seguinte:

267

2384

208 4

76«

1494

1184

probahilidade

0834

0584

S50«

0,000

L B B B B
o 1 2 3 4 5 & 7

n=10, p=0.5

Utilizando a aproximagao normal, sabemos que X ~ N (5,+/2.5). Assim, denotando

por Z a varidvel normal standard, temos
X-5 4-5
P(X >4) = P( >

V25 Vas
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~ P(Z>-0.63)

= 1-P(Z <-0.63)

= 1-0.2643 = 0.7357.
A mé qualidade da aproximagao pode ser imputada ao facto da condicao np > 10 nao
ser satisfeita, mas também a forma como utilizimos a varidavel normal para efectuar

a aproximagao. Em particular, como P(X > 4) = P(X > 5) seria também legitimo

efectuar a aproximagao

P(X >4) = P(X >5)

__P<X—5>5—?
V2.5 V2.5
~ P(Z>0)

— 05,

obtendo-se agora uma aproximacao por defeito, igualmente fraca, para a probabilidade

pretendida.
267 267
2364 235
2084 2054
1784 1784
18] o
=] =
2 148 g 1404
T I
Z a4 FERRLT:R
= 2
o o
534 083
D534 0534
o304 0304
0000 0,000
; i R [
g 1 2 1 8 1 2 & 4 5 5 7 8 s 10
n=10, p=0.5 n=10, p=0.5

Quando efectuamos uma aproximacao pela normal duma varidvel binomial, é pre-
ferivel utilizar nao os valores 4 ou 5, mas sim o seu ponto médio, isto é, o valor 4.5.
Deste modo obtemos uma aproximacao de muito melhor qualidade do que qualquer das

aproximagoes anteriores:

P(X >4) = P(X >4.5)
X—-5_ 45-5

B P<m>m>
~ P(Z>—-0.32)

= 1-P(Z<032)
— 1-0.3745 = 0.6255.
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Esta regra, conhecida como correccao de continuidade, vale para quaisquer ou-
tros valores, e, mais geralmente, sempre que uma variavel discreta, que neste exemplo

¢é a variavel binomial, seja aproximada por uma varidvel continua, que no caso anterior

¢é a variavel normal.

7.3 Distribuicao amostral de =

No pardgrafo anterior, verificAmos que a distribuicao amostral da proporcao p asso-
ciada a uma experiéncia binomial, pode, sob certas condicoes, ser aproximada por uma
distribui¢ao normal. Como j& referimos na parte final do §6.5, a propor¢ao amostral
p é um caso particular duma média amostral associada a varidvel aleatdria que a cada
sucesso numa experiéncia binomial associa 1 e a cada insucesso associa 0. Com efeito,
como as observacoes xi,Ts,...,T, Sa0 ou iguais a 1 ou a 0, a proporcao de sucessos €
precisamente a média dessas observacées p = Z. Neste paragrafo, verificaremos que a
aproximacao normal de que goza a proporcao p nao é exclusiva desta estatistica. Trata-
-se duma propriedade geral que é partilhada por qualquer média amostral associada a

observacoes independentes duma variavel aleatéria.

7.3.1 Distribuicao de frequéncia de z: dois exemplos

Tal como fizemos atras, para analisar a distribui¢ao de frequéncias da média amos-
tral, z, de duas populagoes com caracteristicas distintas vamos extrair varias amostras
com dimensoes iguais, calculando para cada uma delas a média respectiva. Estes varios
valores sao observagoes da média amostral Z que, utilizando os métodos graficos estu-

dados no Capitulo 1, nos permitem analisar a sua distribuicao de frequéncias, para
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cada uma das populagoes consideradas. Uma tal distribuicao de frequéncias dar-nos-a

indicagoes importantes sobre a distribuicao de probabilidade da média amostral.

Exemplo 7.3.1 Comecemos por estudar a distribuicao de frequéncias da média amos-
tral T relativa a varidvel aleatéria X que da o tempo que medeia a chegada de dois
clientes consecutivos a uma caixa de supermercado (ver Exemplo 6.2.5, pag. 158). Os
histogramas seguintes relativos aos valores n = 5,10, 20 e 40, descrevem a distribuicao
de frequéncias de x obtida a partir de 2000 amostras de dimensao n recolhidas dum

conjunto vasto de observacoes da varidavel X.

2,004 2,004
1,604 1,604
1,204 1,204
04 0
404 404
Std. Dew = 57 Std. Dev = 40
Mean = 1,27 Mean =126
0,00 M= 2000 0,00 N = 2000
VR A I B S B R i v v v 4 v T v
A E 1E g 231 281 33 S1oE 13 18 23 281 33
n=5 n=10
2,004 2,004 -
1,604 1,604
1,204 ] 1,204 W
A0 0
404 404
Std. Dev = 28 Std. Dev = 20
Mean = 1,26 Mean=1,25
0,00 M= 2000 0,00 N = 2000
v v 4 4 T v v v v v ¥ v ¥ v
AoE 1# 1E 231 281 33 S1oE 13 18 23 281 33
n=20 n=40

Dos gréficos anteriores constatamos que o centro das diversas distribuicoes amostrais
¢é aproximadamente o ponto 1.2, que podemos interpretar como sendo o tempo médio
de interchegada, e que a variabilidade de  diminui com a aumento da dimensao n das
amostras recolhidas. Reparemos que quando n é pequeno a distribuicao de frequéncias
de Z revela uma assimetria positiva que é consequéncia da assimetria positiva marcada

da distribuigao de probabilidade da varidvel X (ver Exemplo 6.2.5, pag. 158). Para
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valores moderados e grandes de n a distribuicao de frequéncia de T é aproximadamente
simétrica, revelando o histograma de frequéncias uma forma de sino, propria das distri-
buicGes normais. A normalidade aproximada da distribuicao de & para valores grandes

de n é confirmada pelos gréaficos de quantis normais seguintes.

Exemplo 7.3.2
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Vejamos agora o que se passa com a distribui¢do de frequéncias da

média amostral da variavel aleatéria Y relativa ao peso, em gramas, de pacotes de
aglicar empacotados por uma maquina (ver Exemplo 6.2.6, pg. 159). Seguindo o
procedimento do exemplo anterior, os histogramas seguintes descrevem a distribuicao
de frequéncias da média amostral § obtida a partir de 2000 amostras de dimensoes

n = 5,10, 20 e 40, recolhidas dum conjunto vasto de observacoes da variavel Y.
Tal como no exemplo anterior, para todos os valores considerados de n, o centro da

distribuicao de y é aproximadamente 1000, que é aproximadamente a média da varidvel

Y, e a sua variabilidade diminui com o aumento de n.
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Dos graficos anteriores e dos graficos de quantis normais seguintes constatamos que,

mesmo para pequenos valores de n, a distribuicao amostral de y é aproximadamente

normal. Como veremos, tal acontece pelo facto da variavel Y ser ela propria aproxi-

madamente normal.
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Em jeito de conclusao, podemos referir trés caracteristicas comuns as duas situacoes
anteriores: 1) o centro da distribui¢do da média amostral parece ser independente de
n e é aproximadamente igual & média da varidvel observada; 2) a variabilidade da
distribuicao da média amostral diminui com a aumento da dimensao da amostra; e,
finalmente, 3) para valores moderados e grandes de n, a distribuicao da média amos-
tral é aproximadamente normal. Como caracteristica divergente, podemos referir as

distribuigoes das duas médias amostrais para pequenos valores de n.

7.3.2 Meédia e desvio-padrao de &

As duas caracteristicas comuns que observamos, nos dois exemplos considerados,
sobre o centro e a variabilidade da distribuicdo de frequéncias da média amostral,
nao sao particularidades das varidveis ai consideradas. Sao caracteristicas gerais da
média amostral de um qualquer conjunto de observacoes independentes duma variavel
aleatéria.

Para justificar esta afirmacao, vamos calcular a média e a variancia da média amos-
tral

I = %(X1+X2+...+Xn),

onde X1, Xo, ..., X, representam as varias observacoes independentes da variavel aleatéria

X com média p e variancia o2. Pelas propriedades da média, sabemos que

pr = —(pux, +px, +o+px,)

—

ppt .+ )

SII—3 |
=

I
?3‘
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Por outro lado, usando a independéncia entre as vérias observagoes, podemos escrever

8

2
1
o = <ﬁ> (0%, + 0%, +-.-+0%,)

1
= ﬁ(02+02+...+02)

Média e desvio-padrao de Z:

Se X, Xo,...,X, s@o observagbes independentes da

variavel aleatéria X com média p e desvio-padrao o, entao

Constatamos assim que a média de T nao é mais do que a média da variavel aleatoria
observada, e que o desvio-padrao de Z é igual a o/y/n, isto é, decresce proporcional-
mente a raiz quadrada do tamanho da amostra. Estas propriedades da média amostral

explicam as caracteristicas observadas no pardgrafo anterior.

7.3.3 O teorema do limite central

Outra caracteristica interessante que constatamos sobre a distribuicao da média
amostral tem a ver com a sua normalidade, que observamos ocorrer, no caso da variavel
Y para todos os valores de n, e no caso da varidavel X para valores moderados e grandes
de n.

A normalidade da média amostral da varidvel X para pequenos e grandes valores
de n é uma consequéncia do facto da variavel X observada ser ela propria aproxima-

damente normal. Com efeito, pode ser demonstrado matematicamente que:

Se U e V sao variaveis aleatérias normais e independentes,
entao a variavel aU + bV, onde a e b sao nimeros reais

quaisquer, € ela propria normal.
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Atendendo as propriedades ja estudadas da média e da variancia, sabemos que, nas

condigoes anteriores,
HaU+bV = apiu + buy

2 2 2 2 2
Oau by = a°0f + 00y

No caso da média amostral, esta pode ser escrita na forma

Xn,

S

1 1
r=—X1+—Xo+...+
n n

o que, atendendo a propriedade anterior sobre varidveis normais e independentes, per-

mite concluir que:

Distribuicao de ¥ para observagoes normais e independentes:

Se T é calculada a partir de n observacoes normais e independentes com

média u e desvio-padrao o, entao

i'NN(,U/,O'/\/ﬁ)

para todos os valores de n.

Exemplo 7.3.3 Vimos no Exemplo 2.4.3, como podemos controlar a qualidade dum
processo de fabrico através da construcao duma carta de controlo. No exemplo que
focamos sobre o controlo do peso de pacotes de acucar empacotados por uma maquina,
que em condigoes ideais de funcionamento produz pacotes cuja distribuicao dos pesos
possui uma distribuicao normal com média 1000 gramas e com desvio-padrao 10 gramas,
cada um dos pontos marcado na carta de controlo resultava duma tinica observagao o
que introduz no processo de controlo uma variabilidade indesejada. Mais natural é que
cada ponto marcado resulte da observacao de mais do que um pacote. Admitamos
assim que para controlar o processo de empacotamento, de hora a hora é recolhida
uma amostra de 5 pacotes, que acabaram de sair da maquina, e é registado o seu peso
médio. Como esta média é uma média de observacoes normais que vamos admitir

independentes, o resultados anterior permite concluir que
Z ~ N(1000,10/v/5).

Em particular, e atendendo a regra 68-95-99.7, podemos dizer que 99.7% dos pesos
médios assim registados pertence ao intervalo [1000 — 3 x 10/4/5,1000 — 3 x 10/+/5] =
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[986.6,1013.4]. Se alguma das médias registadas nao pertence a este intervalo, isso
pode ser uma indicacao de que a maquina esta a funcionar mal, necessitando por isso

de ser calibrada.

No caso da varidavel observada nao ser ela propria normal, podemos também garantir
que a distribuicao de Z nao é normal para qualquer valor de n. No entanto, se a di-
mensao da amostra for grande, hda um teorema matematico, conhecido como teorema
central do limite ou teorema do limite central, que assegura que, nesse caso, a
distribuicdo da média amostral é aproximadamente normal. A palavra “central” deve-
-se a importancia que este resultado teve na investigagdo matematica em Probabilida-

des, nas primeiras décadas do século passado.

Teorema do limite central:

Se T é calculada a partir de n observagoes independentes com média

1 e desvio-padrao o, entao

para n grande.

Reparemos que a aproximacao normal obtida anteriormente para a distribuicao
amostral da proporcao p, é um caso particular do teorema do limite central. Com

efeito, usando (7.2.5), p é a média das varidveis S1,S9, ..., Sp,
1
p= ;(Sl—l-Sg—{—...—l-Sn),

que como vimos tém média u = p e desvio-padrao o = /p(1 — p). Pelo teorema do

limite central concluimos que

p~N (p, V(1 —p)/\/ﬁ) ,

ou seja,
p=~N (p, V(1 —p)/n) ;

que foi precisamente a aproximacao normal dada anteriormente para a distribuicao
amostral de p.

O comportamento da distribuicao da média amostral descrito no teorema do limite
central, ocorre também em situagoes mais gerais do que aquelas que enuncidmos. Por

exemplo, a aproximacao normal para a média amostral é ainda valida em casos em
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que ha dependéncia entre as diversas observacoes, ou em casos em que as varias ob-
servacoes nao podem ser consideradas realizagoes de varidveis aleatérias com a mesma
distribuicao. Em particular, se a amostra é recolhida por amostragem aleatoéria simples
duma populagao finita, o teorema do limite central é ainda valido.

A qualidade da aproximagao da distribuicao da média amostral pela distribuicao
normal, depende muito da forma da distribuicao de probabilidade subjacente a variavel
observada. Se uma tal distribuicao for préxima da distribuicao normal, sera de esperar
que a aproximacao normal para a distribuicao da média amostral ocorra para valores
de n mais pequenos do que no caso em que a distribui¢do da varidvel observada for
muito diferente da distribuicao normal.

Vejamos dois exemplos simples de utilizagao do teorema do limite central, no calculo
de probabilidades associadas a uma variavel aleatdria que se exprime como soma de

varidveis aleatérias independentes.

Exemplo 7.3.4 Suponhamos que decidimos lancar um dado equilibrado 100 vezes
consecutivas, e que apostamos com um amigo A que vamos obter pelo menos 350 pontos
na soma dos pontos obtidos nos varios lancamentos, e com outro amigo B que vamos
obter mais do que 400 pontos. Qual é a probabilidade de ganharmos a aposta com cada
um dos nossos dois amigos? Se representarmos por X1, Xo, ..., X199 0s pontos obtidos
em cada um dos 100 langamentos e por S a sua soma, isto é, S = X1+ Xo+...4+ Xi00,
as probabilidades pedidas sao dadas por P(S > 350) e P(S > 400), respectivamente.
Como vimos no Exemplo 6.3.1, cada uma das varidaveis X; tem média 3.5 e desvio-
-padrao v/2.9167. Atendendo ao teorema do limite central, a média amostral

T = (Xl +X2+...—|—X100)/100 = 5/100,

é aproximadamente normal com média 3.5 e desvio-padrao v/2.9167/1/100 ~ 0.1708.
Para obter resultados mais fidedignos, vamos usar a correccao de continuidade no
calculo das duas probabilidades anteriores. Assim, denotando por Z a varidvel nor-

mal standard, temos
P(S >350) = P(S > 349.5)
= P(z > 3.495)
z—35 _ 3495 —-3.5
= P >
0.1708 — 0.1708
~ P(Z>-0.029)
= 1-0.4884 =0.5116

P(S >400) = P(S > 400.5)
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— P(z > 4.005)

B <a: ~35 _ 4.005 - 3.5>
0.1708 0.1708

~ P(Z>2.957)

= 1-0.9984 = 0.0016.

Exemplo 7.3.5 Suponhamos que no jogo da roleta descrito no Exemplo 6.5.2 (pag.
169), o jogador decide jogar 100 partidas numa das suas idas ao casino. Calculemos
uma aproximacao para a probabilidade dele ganhar mais do que aquilo que perde.
Representando por X; o ganho (ou perda) liquido do jogador na i-ésima partida, o
ganho liquido do jogador no fim das 100 partidas é dado por G = X1+ Xo+... 4+ Xigo.
Estas variaveis ja foram por nés estudadas no Exemplo 6.5.2, onde vimos que possuiam
média —0.27 euros e desvio-padrao V/3408.035 ~ 58.3784 euros. Usando o teorema
do limite central, sabemos que a média amostral Z = G/100, pode ser aproximada
pela distribuigdo normal de média —0.27 e desvio-padrao 58.3784/ V100 = 5.83784.
Assim, denotando por Z a varidvel normal standard, temos (para efectuar a correcc¢ao

de continuidade, devemos ter em conta que G toma valores de 10 em 10)

P(G>0) = P(G>5)

= P(z > 0.05)

b <3‘: —(-027) _ 005~ (—0.27))
5.83784 5.83784

~ P(Z > 0.055)

= 1-0.5219 = 0.4781.

Vejamos agora o que acontece a probabilidade anterior, se o jogador decide jogar
1000 partidas em vez de 100. Neste caso, G = X7 + Xo + ... + X000 € a média
amostral, z = G /1000, pode ser aproximada pela distribui¢cao normal de média —0.27
e desvio-padrao 58.3784/1/1000 ~ 1.8461, e portanto

P(G>0) = P(G>5)
= P(z > 0.005)

_p T — (—0.27) - 0.005 — (—0.27)
- 1.8461 1.8461
~ P(Z > 0.149)

= 1—0.5592 = 0.4408.

Vemos assim, que quantas mais partidas o jogador joga, mais probabilidade tem
de sair do casino com menos dinheiro do que quando entrou. Esta conclusao estd de

acordo com as conclusoes a que chegamos através da lei dos grandes niimeros.
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Capitulo 8

Intervalos de confianca para

proporcoes e médias

Inferéncia estatistica. Nocao de intervalo de confianca. Margem de erro e nivel de con-
fianca. Intervalos de confianca para proporcoes. Intervalos de confianca para médias.
O caso das populacdes normais. A distribuicdo de Student. Como escolher o tamanho

da amostra.

8.1 Inferéncia estatistica

Tao ou mais interessantes do que as aplicagoes do teorema do limite central com que
termindmos o capitulo anterior, sdo as suas aplicagoes a inferéncia estatistica que va-
mos abordar em detalhe neste e no préximo capitulo. O conhecimento das distribuicces
amostrais das estatisticas Z e p, ou da respectiva aproximacao normal, é de importancia
fundamental na implementacao de dois procedimentos de inferéncia estatistica, conhe-
cidos como intervalos de confianca e testes de hipéteses, cujo objectivo comum é
inferir sobre um parametro desconhecido da populacao que estudamos, e que no caso
particular das estatisticas T e p, ou é uma média, u, ou uma proporgao, p, respectiva-

mente.

Exemplo 8.1.1 Para ilustrar o que acabamos de dizer, recordemos o Exemplo 5.3.1
em que uma moeda portuguesa de um euro foi lancada 50 vezes tendo-se obtido 45
vezes a face europeia e 5 vezes a face portuguesa. A questdo que colocamos na altura
era a de saber qual era a probabilidade de sair a face europeia. Vimos que a res-
posta a esta questao poderia depender do nosso conhecimento sobre a experiéncia em
causa, em particular sobre o facto de termos, ou nao, razées para admitir que a moeda

é equilibrada. Representando por p a probabilidade de ocorréncia da face europeia

201
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no lancamento desta moeda, sabemos ja que estamos na presenca duma experiéncia
aleatoria binomial de parametros n = 50 e p, onde p é um parametro desconhecido
sobre o qual pretendemos inferir. Atendendo & lei dos grandes niimeros sabemos que
a proporcao de faces europeias observadas, p = 45/50 = 0.9, é uma aproximagao da
probabilidade p de ocorréncia da face europeia no lancamento desta moeda.

Se além da estimativa 0.9 (dita estimativa pontual), pretendemos dar indicacao
sobre a precisao da mesma, que serd naturalmente dada sob a forma dum intervalo
cuja amplitude indicard a precisao da estimativa, estamos caidos num problema de
estimacao por intervalos de confianca.

Em vez de pretendermos uma aproximagao para p, poderemos querer saber se a mo-
eda é, ou nao, equilibrada. Por outras palavras, poderemos querer saber se a proporcao
observada, 0.9, é, ou nao, compativel com a hipdtese p = 0.5 da moeda ser equilibrada.

Temos neste caso um problema de testes de hipditeses.

Podemos assim dizer, que no caso dos intervalos de confianga, pretende-se esti-
mar o parametro de interesse dando indicacao da precisao da estimativa apresentada,
enquanto que no caso dos testes de hipoteses pretende-se avaliar a adequacao das
observacoes realizadas com uma hipotese formulada, a priori, sobre o parametro de
interesse. Em ambos os casos, e é essa caracteristica que distingue a estatistica in-
ferencial da estatistica descritiva, pretende-se quantificar a confianca que temos
nas conclusoes que apresentamos, ou de forma equivalente, quantificar o erro que pode-
mos estar a cometer. Como veremos a seguir, o conhecimento da distribuigao amostral
da estatistica de interesse, seja ela a média amostral T ou a proporcao amostral p, é

essencial para atingirmos estes objectivos.

8.2 [Estimacao por intervalos de confiancga

A estimagao por intervalos de confianga é uma técnica do ambito da estatistica infe-
rencial cujo objectivo é o da estimagao dum parametro (desconhecido) duma populagao
que estudamos. A particularidade desta técnica que a torna diferente da denominada
estimacgao pontual, é que para além da estimativa para o parametro que se obtém a
partir das observacoes realizadas, propria da estimacao pontual, sao também indicadas
a precisao e a confiancga que temos na estimativa produzida. A precisao da estima-
tiva é definida pela chamada margem de erro, que conjuntamente com a estimativa

calculada definem um intervalo do tipo
estimativa pontual + margem de erro

dito intervalo de confianca para o parametro de interesse. A confianca que temos
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na estimativa produzida, serd avaliada em termos da probabilidade dos intervalos assim
construidos, que sao diferentes de amostra para amostra, conterem o verdadeiro valor
do parametro. Um exemplo, bem nosso conhecido, em que esta técnica estatistica é
usada, é o das sondagens eleitorais a que fizemos ja referéncia no capitulo introdutério

e a que voltaremos mais a frente.

Exemplo 8.2.1 Para ilustrar a constru¢ao dum intervalo de confianca, retomemos o
Exemplo 8.1.1 (pag. 201) do langamento duma moeda de um euro em que observamos
a face europeia em 45 dos 50 lancamentos que efectudmos, e em que pretendemos es-
timar a probabilidade p de ocorréncia da face europeia num lancamento da moeda.
Para esta amostra, a proporcao de faces europeias ocorridas foi de p = 0.9. Se re-
petissemos a experiéncia aleatoria efectuando mais e mais sucessoes de 50 lancamentos
da mesma moeda, sabemos que a proporcao p possui uma distribuicao de probabilidade

aproximadamente normal com média

e com desvio-padrao

o=+/p(1 —p)/50 ~ 0.14+/p(1 — p).

Dito de outra maneira, a variavel aleatoria

p—p
0.14/p(1 —p)
¢é aproximadamente normal com média 0 e desvio-padrao 1. Utilizando a regra 68-95-
99.7, sabemos que a probabilidade da varidvel anterior pertencer ao intervalo [—2,2]
é aproximadamente igual 0.95. Atendendo & interpretacao frequencista da nocao de
probabilidade, isto quer dizer que se repetirmos a experiéncia aleatéria efectuando

mais e mais sucessoes de 50 lancamentos da moeda, em 95% dessas repeticoes ter-se-&

-2

p—p
< ——F—— <2,
0.141/p(1 — p)

ou seja, em 95% dessas repeticoes p pertencerd ao intervalo

[p —0.28v/p(1 — p).p+0.28/p(1 — p) } :

Dizer que a proporcao p pertence ao intervalo anterior em 95% das repetigoes da

experiéncia, é a mesma coisa que dizer que o intervalo

[ﬁ— 0.28v/p(1 — p), P+ 0.28/p(1 — p) }
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conteréd a verdadeira probabilidade p em 95% das repeticoes da experiéncia.

Este intervalo é ainda de pouca utilidade pois nao pode ser calculado exclusivamente
a partir das observagoes realizadas. Ele depende do parametro p cujo verdadeiro valor
desconhecemos. No entanto, pela lei dos grande ntimeros, sabemos que, para valores

grandes de n, D estd préximo de p, o que nos permite afirmar que o intervalo

[ﬁ— 0.28v/5(1 — D), p +0.28/5(1 — D) }

contém p em aproximadamente 95% das vezes que repetirmos a experiéncia.

O intervalo anterior diz-se intervalo de confianca para p com um nivel de con-
fianca de 0.95. O nivel de confianga é também designado por grau de confianca,
ou ainda, pelas razoes anteriores, por probabilidade de cobertura do intervalo de
confianca. E também frequente usar a percentagem para exprimir o nivel de confianca
do intervalo. Neste caso diremos que o intervalo anterior é um intervalo de confianga
para p com um nivel de confianca de 95%.

Atendendo a que para os lancamento realizados observamos p = 0.9, dizemos

também que o intervalo
{0.9 —0.281/0.9(1 — 0.9),0.9 4+ 0.28,/0.9(1 — 0.9)} =[0.816,0.984 |

é um intervalo de confianca para p com um nivel de confianga de 0.95. Apesar
do elevado grau de confianca, notemos que nada nos garante que amostra observada
nao seja uma daquelas 5% em que os intervalos a partir delas obtidos nao contém o
verdadeiro valor de p.

Reparemos que, de forma andloga, podemos utilizar a regra 68-95-99.7 para cons-
truir intervalos de confianca com niveis de confianca de 68% e de 99.7%. Atendendo as

observacgoes realizadas, concluimos que

[0.9 —0.14,/0.9(1 — 0.9),0.9 4 0.14,/0.9(1 — 0.9)} — [0.858,0.942]

¢ um intervalo de confianca para p com um nivel de confianca de 68%, enquanto que

[0.9 —0.420/0.9(1 = 0.9), 0.9 + 0.42,/0.9(1 — 0.9)} = [0.774,1.026]

¢ um intervalo de confianca para p com um nivel de confianca de 99.7%. Como podemos
constatar, o aumento do nivel de confianga tem como contrapartida o aumento

da margem de erro, ou seja, a diminuicao da precisao da estimativa.

Como podemos concluir deste exemplo, a quantificacdo da confianca na estimativa
apresentada tem a ver, nao com o intervalo de confianca que calculamos a partir das

observagoes, pois este, ou contém, ou nao contém o verdadeiro valor de p, mas sim com
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0 que se passaria se o processo fosse repetido um grande nimero de vezes. Por outras
palavras, a quantificagao da confianga tem a ver com o método utilizado para
construir o intervalo de confiancga.

Os intervalos de confianca para proporcoes e médias que estudaremos neste capitulo,
serao apresentados admitindo que as observagoes sao realizacoes independentes de de-
terminada variavel aleatéria. Como ja referimos a propédsito das distribuigoes amostrais,
estes intervalos sao ainda validos sob condigoes mais gerais. Tal acontece, em parti-
cular, quando a amostra é recolhida por amostragem aleatéria simples. Tal ja nao
acontece se usarmos outro dos métodos aleatérios de recolha de amostras a que fizemos

referéncia no Capitulo 4.

8.3 Intervalos de confianga para uma proporcao

Analisemos agora o caso geral duma qualquer experiéncia aleatéria binomial de
parametros n e p, onde n representa o numero de observacgoes realizadas, e em que
pretendemos obter um intervalo de confianca para o parametro desconhecido p, com
um nivel de confianga C, fixo & partida. Como queremos intervalos com um nivel de
confianca elevado, C' é habitualmente um nimero inferior mas préximo de 1.

Seguindo o método descrito no paragrafo anterior, podemos, sem dificuldades de
maior, obter um método geral que permita, a partir da distribuicdo amostral de p =
X/n, onde X é o ntimero de sucessos observados, que sabemos ser aproximadamente

normal com média
n=p,

e com desvio-padrao
0= p(l _p)/nv

construir intervalos, com base nas observacoes realizadas, que com probabilidade C
contenham o verdadeiro valor de p.

Se pretendemos um intervalo com nivel de confianca C, devemos comecar por con-
sultar a tabela da distribui¢ao normal para determinar o intervalo da forma [ —z*, 2% ],
ao qual pertence uma varidvel normal standard com uma probabilidade C' (ver a figura
seguinte).

Nos casos habituais escolhemos para C um dos valores 0.9, 0.95 ou 0.99. Para cada

um destes valores de C, obtemos para z* os valores dados na tabela seguinte:

C | 090 | 095 | 0.99
* | 1.645 | 1.960 | 2.576

z




206 Notas de Métodos Quantitativos

area = C

7 11— 7 11—
area = 5 area = -

Q
Q

Reparemos que existem varios intervalos nao centrados na origem que tém a propri-
edade de terem entre as suas extremidades uma area igual a C. No entanto, pode ser
demonstrado que sao os intervalos centrados na origem que tém uma menor amplitude,
conduzindo, por isso, a intervalos de confianca com uma menor margem de erro.

Determinado o valor de z*, e atendendo a que a varidvel aleatoéria

p—p
Vol —p)/n

¢é aproximadamente normal com média 0 e desvio-padrao 1, podemos dizer que com

(8.3.1)

probabilidade aproximadamente igual a C, vale a dupla desigualdade

_Z*< p <Z*

TV =p)/n T

(8.3.2)

ou ainda, que o intervalo
== VR —p)/n. b+ VEL—p)/n |

contém p com probabilidade aproximadamente igual a C. Este intervalo é habitual-
mente designado como intervalo de confianga de Wald para p com nivel de confianga
C.

O nivel de confianca do intervalo de Wald é, devido & aproximacao normal para a
distribuicao amostral de p que utilizdmos na sua construcao, apenas aproximadamente
igual a C'. O mesmo acontece com outros intervalos de confianca que sejam construidos

a partir duma aproximacao para a distribuicdo amostral de p.
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Intervalo de confianca de Wald para uma proporgao:

Numa experiéncia aleatéria binomial de pardmetros n e p, um inter-
valo de confianca para p, com nivel de confianga aproximadamente

igual a C, tem por extremidades
p+2"Vp(l —p)/n,

onde z* é tal que
P(-z"<Z<z)=C

e Z tem uma distribuicdo normal N(0,1).

No caso particular do intervalo de Wald, se p é préximo de 0 ou de 1, e n é pe-
queno, como a aproximacao normal nao é de grande qualidade o nivel de confianga
do intervalo de Wald pode ser muito diferente de C. Além disso, como nestes casos a
probabilidade de obter p = 0 ou p = 1 é grande, quando p estiver préximo de 1 ou de
0, respectivamente, obtemos nestes casos os intervalos [0, 0] ou [1, 1] que sdo manifesta-
mente desapropriados como intervalos de confianca para p. Mais grave do que isto é o
facto de que mesmo para valores grandes de n e para p nem muito pequeno nem muito
grande, o intervalo de Wald pode ter um nivel de confianca efectivo muito diferente do
que desejamos (cf. Brown et al., 2001).

Como vamos ver a seguir, é possivel construir intervalos de confianga para uma
proporc¢ao que nao sofram dos problemas que apontdamos. Para tal, retomemos nova-
mente a dupla desigualdade (8.3.2) e em vez de substituirmos p por p no denominador
da varidvel (8.3.1), o que deu origem ao intervalo de confianca de Wald, vamos desen-

volver a dupla desigualdade. Depois de alguns calculos, chegamos a conclusao que o

intervalo
[ﬁ— 2 s -p+ EL 5 2 g -+ B2 ] ,
onde
p=X/n,
X =X +(29)?%/2
e

n=n+ (z*)2,

contém p com probabilidade aproximadamente igual a C'. Este intervalo é dito inter-

valo de confianca de Wilson para uma proporcao, e é preferivel ao intervalo de

Wald (ver por exemplo Brown et al., 2001).
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A tnica desvantagem do intervalo de confianca de Wilson estda na complexidade
dos calculos que envolve. Uma forma simples de rodear este inconveniente, obtendo
ao mesmo tempo um intervalo de confianca com boas propriedades e que para valores
grandes de n (n > 40) é muito préximo do intervalo de Wilson, é considerar um intervalo
de confianca cuja forma é a do intervalo de Wald mas que seja baseado, nao na proporcao
amostral p mas no ponto médio p do intervalo de confianca de Wilson que podemos
considerar como uma proporcao amostral corrigida uma vez que X=X+ (z)2/2 e
n = n + (2*)?, podem ser interpretadas como correccoes para o nimero de sucessos

observados e para o nimero de observagoes realizadas, respectivamente.

Intervalo de confianca de Agresti-Coull para uma proporcgao:

Numa experiéncia aleatéria binomial de pardmetros n e p, um inter-
valo de confianca para p, com nivel de confianga aproximadamente

igual a C, tem por extremidades

onde z* é tal que
P(-z"<Z<z)=C

e Z tem uma distribuicdo normal N(0,1).

Apesar do intervalo de Wilson possuir melhores propriedades que o intervalo de
Agresti-Coull para amostras de dimensao n < 40 (cf. Brown et al., 2001), vamos, pela
sua simplicidade de calculo, utilizar o intervalo de Agresti-Coull independentemente da
dimensao da amostra. Em particular, o intervalo de Agresti-Coull é sempre preferivel

ao intervalo de confianca de Wald.

Exemplo 8.3.3 A sondagem eleitoral publicada pelo semandrio Fzpresso, em 16 de
Setembro de 1995, a que fizemos referéncia no Exemplo 0.3.1 (pdg. 5), foi baseada
nos resultados seguintes obtidos para os 1006 individuos inquiridos, depois de se dis-
tribuirem os resultados dos indecisos pelos diversos partidos.

Admitindo que a amostragem realizada foi a amostragem aleatéria simples (o que
nao aconteceu, como podemos constatar pela informagdo dada na ficha técnica), e
excluindo os resultados dos eleitores indecisos, uma vez que nao temos acesso as pre-
feréncias destes eleitores, determinemos intervalos de confianca de nivel 0.95 para as
intengoes de voto em cada um dos partidos anteriores (em termos de proporcao). Ape-
sar destas simplificagoes, os resultados seguintes sdo proximos dos apresentados pelo

FExpresso.
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Partido | Efectivo
CDU 72
PS 342
PSD 276
CDS/PP 75
Outros 53
Indecisos 188
Total 1006

209

Vamos limitar-nos ao cdlculo dos intervalos de confianca de Wald e de Agresti-Coull.

Intervalos de confiangca de Wald

Atendendo a que n = 818, temos

2
Dedu = — ~ 0. 2
Pecdu ]18 0.0880 )
342
Dps = — ~ 0.41
Pos = g7g 7~ 041809,
276
Dpsd = —— =~ 0.33741
Ppsd 318 0.337 s
D, 7 ~ 0.09169.

Peds/pp = 318

0 que permite obter

CDhU — 0.08802 £ 0.01942
PS — 0.41809 £ 0.03380
PSD - 0.33741 £ 0.03240
CDS/PP - 0.09169 £ 0.01978

ou, em termos percentuais:

CDU -  880+1.94%
PS - 41.81+3.38%
PSD -~ 33.74 +3.24%
CDS/PP  —  9.17+1.99%

Intervalos de confianga de Agresti-Coull

Tendo em conta as definicoes de n e de p temos entao
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n = 818 4+ 1.96 = 821.8416,

_ T241.96%/2
Pedu = 318 1 1.962
_ 34241.96%/2
Prs = 7318+ 1.962

276+ 1.96%/2

~ 0.08995,

~ 0.41848,

Pred = g1z 1962 - AT
~ 75 + 1.962 /2
pcds/pp = m ~ 0.09360.
0 que permite obter
CDhU — 0.08995 4+ 0.01956
PS — 0.41848 +0.03373
PSD — 0.33817 £ 0.03234

CDS/PP - 0.09360 £ 0.01991

ou, em termos percentuais:

CDU - 9.00 £ 1.96%
PS - 41.85 +3.37%
PSD —  33.82+3.23%
CDS/PP -  9.36 +1.99%

Reparemos que para cada um dos partidos temos margens de erro diferentes, en-
quanto que na ficha técnica da sondagem apenas a margem de erro maxima era referida
(ver pag. 5). Como podemos concluir da forma geral dum intervalo de con-
fianca para uma proporgao, a margem de erro dum intervalo depende da
estatistica p (resp. p). Mais precisamente, para uma mesma dimensao da amostra,
a margem de erro é maxima quando p = 0.5 (resp. p = 0.5), tornando-se cada vez mais

pequena a medida que p (resp. p) se afasta, por excesso ou por defeito, de 0.5.

8.4 Intervalos de confianca para uma média

O método que desenvolvemos para a construcao de intervalos de confianga para uma
propor¢ao, pode ser adaptado, sem alteragoes significativas, a construgao de intervalos
de confianga para uma média, u, a partir de n observacoes independentes z1, o, ..., Ty,
que vamos interpretar como sendo realizacoes duma variavel aleatoria X com média p
e desvio-padrao o.

Estando agora interessados na estimacao duma média, é natural basearmos a cons-

trucao dos intervalos de confianca na estatistica T que, pelo teorema do limite central,
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sabemos ter uma distribuicao de probabilidade aproximadamente normal com média pu
e com desvio-padrao o/y/n, onde o é o desvio-padrao de varidvel X. Um intervalo de

confianga para g serd assim construido com base na variavel

7 —

~o/vn

que é, para n grande, aproximadamente normal com média 0 e desvio-padrao 1.

; (8.4.1)

Procedendo como no paragrafo anterior, para um dado nivel de confianca C, de-
vemos comegar por determinar um intervalo da forma [—z*, 2*] ao qual pertence uma
varidvel normal standard com probabilidade C. Podemos entao dizer que a dupla
desigualdade ~

< ﬂ < 2*

T o/vn

ocorrera com probabilidade aproximadamente igual a C', ou ainda, que o intervalo
(&= 2"0/Vn.a+5"0/vn|

conterd p com probabilidade aproximadamente igual a C'; para n grande. Admitindo
que o desvio-padrao ¢ é conhecido, o intervalo anterior pode ser calculado exclusi-
vamente a partir das observacoes, sendo assim um intervalo de confianca para pu, com
nivel de confianga aproximadamente igual a C'.

O facto do intervalo de confianga apresentado ter nivel de confianga apenas aproxi-
madamente igual a C' para n grande, deve-se a aproximagao normal que estamos a usar
para a distribuicao de probabilidade da média amostral. Dizemos neste caso que se trata
dum intervalo de confianga aproximado. Como ja referimos, a qualidade desta
aproximacao depende fortemente da distribuicao subjacente as observagoes realizadas
e da dimensao da amostra. Se esta distribuicdo é préxima da normal, o nivel de
confianga efectivo é mais préoximo do nivel anunciado do que se essa distribuicao for,
por exemplo, fortemente assimétrica. Enquanto que no primeiro caso podemos usar
amostras de tamanho pequeno, no segundo caso somos obrigados a usar amostras de
dimensoes mais elevadas sob pena de obtermos um intervalo de confianca com um nivel
efectivo muito diferente do nivel desejado. Neste caso, véarios autores aconselham o uso
de amostras de dimensao superior ou igual a 30 (cf. Anderson et al., 2002, pég. 267).

No caso limite em que a distribuigao da variavel observada é normal e o seu
desvio-padrao o é conhecido, sabemos que a distribuicao amostral de z é também
normal, o que implica que o intervalo de confianca anterior tem nivel de confianga
exactamente igual a C'. Dizemos neste caso que se trata dum intervalo de confianca

exacto.
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Intervalo de confianga para uma média com ¢ conhecido:

Se T é calculada a partir de n observacoes independentes com média
1 e desvio-padrao o conhecido, entao um intervalo de confianca de

nivel C para p tem por extremidades:

Txz20/\/n
onde z* é tal que

P(-z"<Z<z)=C

e Z tem uma distribuigado normal N(0,1). Este intervalo de confianga
¢é exacto quando as observacoes sao normais, e é aproximado nos

outros casos, quando é n grande.

No caso em que o é desconhecido, que é a situagdo mais comum na pratica, é
natural basear a constru¢ao dum intervalo de confianga na varidvel (8.4.1), em que o
valor desconhecido o é substituido pelo desvio-padrao amostral s. No entanto, a nova

variavel
p= Tk
NG

nao goza das mesmas propriedades que a varidvel (8.4.1). Mesmo no caso em que

(8.4.2)

as observacoes sao normais, esta varidvel nao é normal. No entanto, para
observagoes normais a distribuicao de probabilidade da variavel anterior é conhecida.
Trata-se duma distribuicao, a que chamamos distribuicao de Student, que depende

dum parametro designado por grau de liberdade.

Distribuicao t de Student:

Se T e s sao calculados a partir de n observagoes normais e indepen-

dentes com média i e desvio-padrao o, entao a varidvel

_i—p
NG

tem uma distribuicao ¢ de Student com n — 1 graus de liberdade.

A distribuigao de Student com k graus de liberdade é uma distribuigao préxima
da normal standard para valores moderados e grandes de k. A densidade de probabi-

lidade da distribuicao de Student tem, tal como a normal, uma forma de sino, sendo
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simétrica relativamente a origem. Na figura seguinte, para alguns valores de k, apresen-
tamos as densidades de probabilidade da distribuicao de Student que denotamos por

(k).

0,0

= N

Tal como para a distribuicao normal, o calculo de areas sob uma curva densidade de
Student pode ser feito utilizando a Tabela D onde estao tabeladas algumas dessas areas
para varios graus de liberdade. Reparemos que a tltima linha da tabela é precisamente
a correspondente a da distribui¢ao normal standard.

Voltemos a questao da construcao de intervalos de confianca para a média p
duma populagao normal, quando o desvio-padrao ¢ é desconhecido. Fixado
um nivel de confian¢a C, comegamos por determinar um intervalo da forma [—t*,¢*]
ao qual pertence, com probabilidade C, uma variavel de Student com n — 1 grau de
liberdade, onde n é a dimensdo da amostra. Atendendo & simetria da distribuicao
de Student, a determinacao de t* é andloga a determinagao de z* para a distribuicao
normal, mas contrariamente ao caso da distribuicao normal, o valor t* depende de n.

Podemos entao dizer que a dupla desigualdade

< T e
YN

ocorrera com probabilidade (exactamente) igual a C', ou ainda, que o intervalo
(&= ts/v/m, @+ t"s/ V]

conterd p com probabilidade igual a C, para todo o valor de n.

No caso em que o é desconhecido mas as observagoes nao sao normais, a
varidvel (8.4.2) nao possui uma distribuicdo de Student, mas é, para n grande, apro-

ximadamente normal com média 0 e desvio-padrao 1. Como a distribuigao t(n — 1)
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de Student é também aproximadamente normal standard quando n é grande, pode-
mos concluir que o intervalo de confianca anterior é ainda um intervalo de confianca,
de nivel aproximadamente igual a C', para a média duma populagdo nao normal com

desvio-padrao desconhecido.

Intervalo de confianga para uma média com ¢ desconhecido:

Se T é calculada a partir de n observagoes independentes com média
1 e desvio-padrao o desconhecido, entao um intervalo de confiancga de

nivel C' para p tem por extremidades:

T+t's/\/n
onde t* é tal que

P(—t*<T <t*)=C

e T tem uma distribuigdo de Student ¢(n — 1). Este intervalo de
confianga é exacto quando as observagoes sao normais, e é aproximado

nos outros casos, quando é n grande.

Sendo os intervalos de confianca anteriores baseados em medidas de localizacao e
dispersao, que vimos serem pouco robustas contra a presenca de observacoes discordan-
tes, é essencial usar os métodos que ja estudamos para identificar e, se possivel, eliminar
tais observacoes. Atendendo ao teorema do limite central, os intervalos de confianca
anteriores sao robustos contra a nao verificagao da hipétese de normalidade
quando o tamanho da amostra satisfaz n > 30. Quer isto dizer que verificando-se esta
condicao sobre a dimensao da amostra, os niveis de confianca efectivos dos intervalos
apresentados sao muito préximos dos anunciados. Para amostras com 15 <n < 30, os
intervalos podem ser usados a nao ser que haja observacoes discordantes ou a distri-
buigao das observagoes seja fortemente assimétrica. Para amostras de dimensao n < 15
os intervalos de confianca devem ser usados apenas quando os dados sao aproximada-

mente normais e nao haja observacoes discordantes.

Vejamos trés exemplos da determinacgao de intervalos de confianca para conjuntos

de dados considerados noutros capitulos.

Exemplo 8.4.3 Consideremos as observacoes descritas no Exemplo 1.2.7 (pag. 29) que
a seguir reproduzimos, relativas ao tempo (em minutos) que medeia a chegada de dois

clientes consecutivos a uma caixa dum hipermercado.
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B5—

494

324

Stel. Dev =127
Mean = 1,263

0,00 M=E18
v

termnpo (minutos)

Determinemos um intervalo de confianca, de nivel 0.99, para o tempo médio de
interchegada de clientes. O intervalo de confianga que vamos calcular é apenas aproxi-
mado uma vez a distribuicao subjacente as observagoes é fortemente assimétrica, nao
sendo, por isso, normal. No entanto, atendendo a elevada dimensao da amostra, sera

se esperar que o intervalo seja praticamente exacto.

Como para a amostra observada = 1.263 e s = 1.27 (desvio-padrao populacional
desconhecido), da tabela da distribuicao ¢(617) de Student obtemos o seguinte intervalo

de confianca

1.263 £+ 2.584 x 1.27/v/618 — [1.131,1.395].

Usando o SPSS podemos também obter intervalos de confianca para a média apenas

no caso em que o desvio-padrao é desconhecido. No caso presente obtemos:

Statistic

Mean 1,263

99% Confidence Lowwver Bound 1131
Interyal for Mean

pper Bound 1,395

Exemplo 8.4.4 Consideremos agora os dois conjuntos de dados descritos pelos histo-
gramas do Exemplo 1.2.4 (pag. 26), que a seguir reproduzimos, relativos aos pesos (em
gramas) de pacotes de acicar empacotados por uma maquina antes e depois de ter sido

calibrada.
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Determinemos intervalos de confianca, de nivel 0.95, para os pesos médios dos pa-
cotes de agucar empacotados pela maquina antes e depois de ter sido calibrada. Da

tabela da distribuicao de Student obtemos os seguintes intervalos de confianca

1010.06 + 1.962 x 19.99/v/1130 —> [1008.89, 1011.23]

1000.24 + 1.962 x 9.57/v/1130 —» [999.68,1000.80].

Usando o SPSS, obtemos os intervalos

Statistic

antes Mean 1010,06

95% Confidence Lower Bound 1008,30
Interval for Mean

pper Bound 101123

depois  Mean 1000,24

95% Confidence Lower Bound 9489 58
Interval for Mean

Ipper Bound 1000.79

As diferencgas entre os intervalos por nés calculados e os que constam do quadro anterior

devem-se unicamente a erros de arredondamento.

Exemplo 8.4.5 A partir das 64 medi¢oes nao discordantes efectuadas por Newcomb
sobre a velocidade da luz (ver Exemplo 1.2.5, pag. 27), e que vimos poderem ser des-
critos por uma distribuicdo normal (ver o tltimo dos gréficos de quantis normais da
pagina 72), podemos obter o intervalo de confianca seguinte, de nivel de confianga 0.95,

para a velocidade da luz:
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Statistic
hean 2774
95% Confidence Lower Bound 26,48
Interval for Mean 1 Bound
pper Boun 20,02

Trata-se do intervalo centrado no ponto 27.75 com margem de erro de 1.27.

8.5 Como escolher o tamanho da amostra

Vimos nos paragrafos anteriores que a margem de erro dum intervalo de confianga
para uma proporcao, p, ou para uma média, u, diminui a medida que o niimero de obser-
vagoes aumenta. Neste paragrafo discutimos a questao da determinagao do tamanho da
amostra necessario para obter uma margem de erro inferior ou igual a um valor fixado
a partida. No caso da estimacao duma proporcao, limitamo-nos ao caso dos intervalos
de Wald e de Agresti-Coull.

8.5.1 Caso da estimagao duma proporgao
Intervalo de confianca de Wald

No caso da estimacao duma proporcao, sendo p aproximadamente igual a p, para n

grande, a margem de erro do intervalo de Wald é aproximadamente igual a
margem de erro = z*/p(1 — p)/n.

Aumentando o tamanho da amostra podemos reduzir a margem de erro tanto quanto
queiramos. Assim, se pretendemos um intervalo de confianga com uma margem de erro

inferior ou igual a um valor F fixado a partida,
margem de erro < F,

devemos escolher n de modo que

A
&=

N
*
=] IR
— =
AR
SIS
IA
t
H

!
=
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&
N
S

IN
S

ou seja:
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Tamanho da amostra na estimagao duma

proporc¢ao (Wald):

* 1-—
n> (2 )QP(EQP)

Sendo p desconhecido, a férmula anterior s6 pode ser usada se tivermos uma ideia
aproximada sobre o verdadeiro valor de p. Esse valor aproximado pode, por exemplo, ser
obtido se tivermos uma estimativa de p obtida num estudo anteriormente realizado, ou
se desenvolvermos um estudo preliminar baseado numa amostra de pequena dimensao.

Outra forma de resolver o problema ¢é tomar na féormula anterior p = 0.5, uma vez
que o produto p(1 — p) é maximo para este valor de p. Neste caso, somos conduzidos

a seguinte regra de escolha de n:

Tamanho da amostra na estimagao duma proporgao,

na auséncia de qualquer informagao sobre p (Wald):

Z*)2
4 B2

—~

n =

Ao usarmos esta regra, a dimensdo da amostra é por vezes superior ao que seria
necessario se conhecessemos uma aproximacao, mesmo que grosseira, de p. Por exemplo,
se pretendemos um intervalo de nivel de confianca 0.95 e soubermos que o verdadeiro
valor de p nao é superior a 0.2, bastarda uma amostra de tamanho 246 para obtermos

uma margem de erro inferior ou igual a 0.05. Com efeito,

,0.2(1-0.2)

n > (1.96) 0,057

= 245.86
Usando a férmula anterior, somos levados a recolher uma amostra com dimensao
igual ou superior a 385, pois
(1.96)2
n>——= =384.16
~ 4(0.05)?
Quando as observacoes custam dinheiro, a diferenca entre os valores anteriores pode

ser importante.
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Intervalo de confianca de Agresti-Coull

No caso da estimacao duma proporcao, sendo p aproximadamente igual a p, para n

grande, a margem de erro é aproximadamente igual a
margem de erro = z*/p(1 — p)/n.

Se pretendemos um intervalo de confianga com uma margem de erro inferior ou igual

a um valor F fixado a partida, devemos escolher n de modo que

IN
&

N
*
3
S I
HAH
BN
SIS
IA
&
S
_l_
~
*
B

ZPp(l—p) < E*(n+(2%)?)
o 2 _
(Z*)2p(1 _p) _ (Z*)2 S n

ou seja:

Tamanho da amostra na estimacao duma

proporgao (Agresti-Coull):

n > (2*)? (1% - 1)

Tal como para o intervalo de confianca de Wald, sendo p desconhecido, a férmula
anterior s6 pode ser usada se tivermos uma ideia aproximada sobre o verdadeiro valor
de p. Nao tendo informacao a priori sobre p somos conduzidos a seguinte regra de

escolha de n:

Tamanho da amostra na estimagao duma proporgao,

na auséncia de qualquer informacao sobre p (Agresti-

Coull):
1
> (%) =
nz () <4E2 1)
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Voltando ao exemplo anterior, se pretendemos um intervalo de nivel de confianga
0.95 e soubermos que o verdadeiro valor de p nao é superior a 0.2, bastara uma amostra

de tamanho 242 para obtermos uma margem de erro inferior ou igual a 0.05. Com efeito,

0.2(1 —0.2)

n > (1.96)? ( 0BE 1> = 242.02

Nao tendo informagcao sobre p, somos levados a recolher uma amostra com dimensao

igual ou superior a 381, pois

2 1

8.5.2 Caso da estimacao duma média

No caso da estimagao duma média p, a margem de erro, para n grande, é aproxi-

madamente igual a

margem de erro = 20 /v/n.

Tal como atras, se pretendemos um intervalo de confianca com uma margem de erro

inferior ou igual a um valor E fixado a partida, devemos escolher n de modo que

Z*o/vn < E

ou seja:

Tamanho da amostra na estimagao duma média:

Sendo ¢ conhecido, a férmula anterior pode ser directamente utilizada. Sendo o
desconhecido, a férmula anterior sé6 pode ser usada ser tivermos uma ideia aproximada
sobre o verdadeiro valor de o. Esse valor aproximado pode, por exemplo, ser obtido
se tivermos uma estimativa de o obtida num estudo anteriormente realizado, ou num
estudo preliminar baseado numa amostra de pequena dimensao. Em alternativa, po-
demos também ter uma ideia do valor maximo que o pode assumir na populagao em
causa. Neste caso, a utilizacao da formula anterior conduz a um valor de n superior ao

que seria necessario para obter a margem de erro desejada.
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Capitulo 9

Testes de hipoteses para

proporcoes e médias

Nocao de teste de hipdteses. Hipdtese nula e hipotese alternativa. Estatistica de teste.
p—uwalor. Nivel de significancia. Testes de hipoteses para proporcoes e médias. Com-
paracao de duas propor¢oes e de duas médias. Comparagao de duas médias em amostras

emparelhas.

9.1 Generalidades sobre testes de hipoteses

Neste capitulo estudamos outro dos procedimentos do ambito da estatistica in-
ferencial, que, conjuntamente com a estimagao intervalar, é dos procedimentos mais
usados por todos aqueles que utilizam a Estatistica. Estamos a referir-nos aos testes
de hipdteses, cujo objectivo principal é analisar a compatibilidade das observacoes
realizadas com uma hipotese formulada a priori sobre a populacao. Tal como fizemos
no capitulo anterior, vamos centrar a nossa atencao nos casos em que essa hipdtese,
que é traduzida por uma hipdétese sobre um parametro associado a populagao, é uma
hipdtese sobre uma proporcao, p, ou sobre uma média, pu.

Vejamos um exemplo tipico dum problema de testes de hipdteses.

Exemplo 9.1.1 Suponhamos que ao observarmos alguns langamentos dum dado apa-
rentemente vulgar, suspeitamos que o dado é viciado, mais precisamente, que a pro-
babilidade de ocorréncia da face 6 é superior & dum dado equilibrado. Pretendendo
averiguar se ha boas razoes para acreditar que a probabilidade p de ocorréncia da face
6 é efectivamente superior a 1/6, calculdmos a proporcao p de faces 6 obtidas em 100
lancamentos do dado. Observamos 20 vezes a face 6, isto é, a proporcao de faces 6

observada foi de p = 20/100 = 0.2. A questao que agora se coloca é a de saber se

223
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aquilo que observamos é natural ocorrer num dado nao viciado, ou, pelo contrario, é
pouco usual.

Uma das formas de respondermos a esta questao é calcularmos a probabilidade de
num dado nao viciado, isto é, num dado em que p = 1/6, ocorrer um resultado que,
favorecendo a suspeita que temos, seja igual ou mais extremo do que aquele que foi

observado, isto é, calculemos a probabilidade
P(p>0.2),

na hipétese do verdadeiro valor de p ser 1/6.

Se esta probabilidade for pequena, concluimos que o que observamos tem pequena
probabilidade de ocorrer num dado nao viciado, e, nesse caso, as suspeitas que tinhamos
de que o dado era viciado sao fundadas. Se a probabilidade nao for pequena, concluimos
que o observado nao pode ser considerado invulgar ou extraordinario, e, nesse caso, as
observagoes realizadas sao compativeis com a hipdétese do dado ser nao viciado.

Como sabemos, a probabilidade anterior pode ser calculada a partir da distribuicao
binomial ou, para valores grandes de n, a partir da sua aproximacao normal. Como
para p = 1/6 e n = 100, sao validas as condig¢oes np > 10 e n(1 — p) > 10, podemos
usar a aproximacao normal que permite concluir que, sendo o dado nao viciado, p é

aproximadamente normal com média

~ 0.1667

=2

M:

e desvio-padrao

1 1
o= \/6 (1 — 6) /100 ~ \/0.1667(1 —0.1667)/100 = 0.03727,
ou ainda,
p—0.1667
——— ~ N(0,1
0.03727 (0,1)

Assim, tendo em conta que p = X /100, com X uma varidvel binomial, e sendo Z

uma varidavel normal standard, temos

P(5>02) = P(X >20)
= P(X >19.5)

= P(p>0.195) (correccao de continuidade, ver pag. 188)
_ p (ﬁ— 0.1667 _ 0.195 — 0.1667>

0.03727 — 0.03727
~ P(Z > 0.759)

= 1-0.7761 = 0.2239.
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Concluimos assim que num dado nao viciado, um resultado que favoreca a suspeita
que temos e que seja igual ou mais extremo do que aquele que foi observado pode
ocorrer em 22.39% das vezes em que efectuarmos 100 lancamentos do dado. Nao sendo
este valor muito pequeno, concluimos que as observacoes realizadas sao compativeis
com a hipétese do dado ser nao viciado.

Suponhamos agora que nos 100 lancamentos efectuados tinhamos observado 26 vezes
a face 6, isto é, p = 0.26. Qual seria a nossa conclusao neste caso? Mais uma vez
calculemos a probabilidade de ocorrer um resultado que favoreca a suspeita que temos

e que seja igual ou mais extremo do que aquele que foi observado:

P(p>026) = P(p>0.255)
- p—0.1667 . 0.255 — 0.1667
N 0.03727 ~ 0.03727

~ P(Z > 2.369)
— 1-0.9911 = 0.0089.

Concluimos assim que num dado nao viciado, um resultado que favoreca a suspeita
que temos e que seja igual ou mais extremo do que aquele que foi observado sé ocorre
em 0.89% das vezes que langamos o dado 100 vezes consecutivas. Sendo este valor
muito pequeno, somos levados a concluir que é muito pouco provavel que o dado seja

nao viciado.

No exemplo anterior estao todos os ingredientes que podemos encontrar num qual-

quer problema de testes de hipdteses:

1) Em primeiro lugar, é formulada sobre a populagdo uma hipétese que pretende-
mos ver testada pois esperamos, ou suspeitamos, que nao seja verdadeira. Esta hipdtese
traduz normalmente uma afirmacao de “auséncia de efeito” ou “auséncia de diferenga”.
Por oposigao a esta hipdtese, é formulada uma outra hipotese que suspeitamos ser ver-
dadeira. A primeira hipétese damos o nome de hipétese nula, e denota-mo-la por
Hyp, enquanto que a segunda chamamos hipdétese alternativa ou hipétese experi-
mental, e denota-mo-la por H,. Ambas as hipéteses sao formuladas em termos dum
parametro populacional.

No exemplo anterior elas sao dadas por
Hy: p=1/6 e H,: p>1/6,

onde p representa a probabilidade de ocorréncia da face 6 no lancamento do dado.
Um teste de hipdteses surge assim como um procedimento estatistico que nos
permite medir, em termos de probabilidade, a evidéncia que os dados com-

portam contra a hipétese nula. A hipdtese alternativa indica-nos quais os valores
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do parametro que devemos considerar contra a hipdtese nula. Quer uma, quer ou-
tra das hipoteses em confronto, deve ser formulada antes de recolhermos os

dados que vamos utilizar para efectuar o teste.

2) Em segundo lugar, para medir a evidéncia que os dados comportam contra a
hipotese nula, langamos mao da denominada estatistica de teste, que no exemplo

anterior é dada por
p—0.1667

0.03727

Esta estatistica mede a compatibilidade entre a hipdétese nula e as ob-
servagoes realizadas. A sua distribuicao de probabilidade, ou uma sua aproximacao,
é usada para calcular a probabilidade da estatistica de teste tomar um valor
que favoreca H, e que seja igual, ou mais extremo, do que aquele que foi
efectivamente observado. A esta probabilidade chamamos p—valor do teste asso-
ciado a observagao realizada. Quanto mais pequeno for o p—valor mais forte é
a evidéncia fornecida pelos dados contra a hipétese nula. O p—valor pode ser
assim visto como uma quantificacdo da credibilidade da hipd6tese nula tendo em
conta as observagoes realizadas.

No exemplo anterior, para cada um dos dois conjuntos de observacoes considera-
dos, obtivemos os p—valores 0.2239 e 0.0089, respectivamente, sendo este tltimo valor

revelador de forte evidéncia contra a hipdtese do dado ser nao viciado.

3) Finalmente, além de calcularmos o p—valor associado a um conjunto de ob-
servagoes, que, como dissemos ja, quantifica a credibilidade da hipdtese nula a luz das
observacoes realizadas, num teste de hipdteses poderemos pretender decidir por uma
das duas hipdteses em confronto: Hy ou H,.

Como vimos no exemplo anterior, a decisao em favor de Hy acontece quando o
p—valor nao é muito pequeno, enquanto que a decisao em favor de H, ocorre quando
o p—valor é pequeno. Para transformar esta ideia num verdadeiro procedimento de
decisao, é necessario estabelecer a partida um “valor de corte” para o p—valor. Esse
valor de corte é habitualmente denotado pela letra grega a a que chamamos nivel
de significincia do teste. Assim, se p—valor < «, decidimos em favor de H,, e se
p—valor > «, decidimos em favor de Hy. Um conjunto de observagoes ou resultado que
conduza a aceitacao da hipdtese H,, é dito significativo ao nivel «.

Ao escolhermos um teste de nivel de significancia «, estamos a dizer que aceitamos
a hipotese H, se o resultado efectivamente observado, ou outro mais extremo, ocorrer
nao mais do que em 100a% das vezes que repetirmos o processo de amostragem, no
caso da hipdétese H(y ser verdadeira. O valor a pode ser assim interpretado como

a probabilidade de incorrectamente rejeitarmos a hipétese nula quando ela é
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efectivamente verdadeira. Por exemplo, para a = 0.01, aceitamos H,, se o resultado
observado, ou outro mais extremo, ocorrer em nao mais do que 1% das vezes que
repetirmos o processo de amostragem. Quanto mais pequeno for o nivel de significancia,
mais exigentes estamos a ser na evidéncia que as observagoes tém que apresentar em
favor de H,, ou equivalentemente, contra H.

Se no exemplo anterior tomarmos « = 0.01, isto quer dizer que o p—valor 0.2239
conduz a aceitacao de Hy enquanto que o p—valor 0.0089 conduz & aceitacao de H,.
Decisoes analogas tomariamos para o = 0.05. No entanto, para a = 0.005, ambos os
resultados conduziam a aceitagao da hipotese Hy.

Tal como fizemos para os intervalos de confianga, os testes de hipdteses para pro-
porcoes e médias que estudaremos neste capitulo serao apresentados para observacoes
independentes de determinada variavel aleatoria. Questoes relacionadas com observagoes
que nao satisfacam de forma estrita estas condigoes, ou com a robustez das estatisticas
em que basearemos tais testes, foram por nos ja abordadas no final do §8.2 e mantém-se

validas no contexto presente.

9.2 Testes de hipdteses para proporcoes

Generalizemos o que fizemos no paragrafo anterior ao caso duma qualquer ex-

periéncia binomial em que efectuamos n observagoes e pretendemos testar as hipdteses
Hy: p=py contra H,: p> pg (9.2.1)

onde p é a probabilidade de sucesso e pg é um valor conhecido e fixo & partida.

Tal como atrés, o teste deverd ser baseado na proporcao amostral p, cuja distribuicao
de probabilidade é, sendo a hipdtese nula verdadeira, aproximadamente normal com
média

K= DPo

e desvio-padrao
o= +/po(1—pg)/n.

Obtemos assim a estatistica de teste
P —Dpo
po(1 —po)/n
cuja distribuicao de probabilidade é aproximadamente normal standard desde que sejam
verificadas as condicoes npy > 10 e n(1 — po) > 10.

Sendo z o valor da estatistica de teste para a proporcao efectivamente observada,

podemos usar a variavel normal standard Z para efectuar o calculo do p—valor associado
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a observacao feita, que, como vimos, é dado por
P(Z > z).
De forma andloga se procede para testar as hipdteses
Hy:p=py contra H,:p<pgy (9.2.2)

ou

Hy:p=py contra H,:p# po. (9.2.3)

A tnica diferenca relativamente ao caso anterior, estd no calculo do p—valor uma vez
que, para as hipéteses anteriores, os valores do parametro p que sao favordveis a H,

sao, no caso (9.2.2), os inferiores a pg, sendo o p—valor dado por
P(Z < z),
e no caso (9.2.3), os inferiores ou superiores a pg, sendo o p—valor dado por
P(Z < —|2]) +P(Z > |2]) = 2P(Z > |2]).

Nos testes anteriores a hipdtese nula p = pg diz-se simples pois diz respeito apenas a
um valor do parametro. Por oposicao, cada uma das hipdteses alternativas consideradas
é composta. Além disso, as hipdteses alternativas H, : p > pg e H, : p < pg dizem-
se hipoteses alternativas unilaterais, enquanto que a hipdtese H, : p # pg diz-se
hipo6tese alternativa bilateral.

H& também situagoes em que interessa considerar testes de hipétese nula com-
posta unilateral que poderao ter uma das formas Hy : p < pgou Hy : p > pg, tomando
as hipoteses alternativas a forma H, : p > po ou H, : p < po, respectivamente. Nestes
casos procedemos de forma andloga ao que fizemos para os testes das hipéteses (9.2.1)
e (9.2.2), respectivamente.

As férmulas dadas para o cdlculo do p—valor do teste usam a aproximacao normal
para a distribuicao de probabilidade da estatistica de teste, sendo, por isso, aproxi-
magoes do verdadeiro p—valor do teste. Neste sentido, para que tais aproximacoes
sejam crediveis é essencial que a dimensao da amostra recolhida verifique as condi¢oes
npo > 10 e n(1 — po) > 10.
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Testes de hipteses para uma proporgao:

Numa experiéncia aleatéria binomial de parametros n e p, para testar
a hipétese Hy : p = pg (resp. Hy : p < po, Hp : p > pp), use as obser-
vagoes para calcular

P — Do

Vpo(l = po)/n’

e, de acordo com a hipdtese alternativa H, em causa, calcule a apro-

ximagao para o p—valor respectivo dado por uma das férmulas se-

guintes, onde Z tem uma distribui¢do normal N(0,1):
oH,:p>py, P(Z>2z)
oH,:p<po, P(Z<z)

o Hq:p#po, 2P(Zz|z]).

Exemplo 9.2.4 No Exemplo 8.1.1 (pég. 201) colocdmos a questao de saber se a moeda
na qual observamos 45 vezes a faces europeia em 50 lancamentos da mesma, era ou nao

equilibrada. Esta questao pode ser formalizada através do teste das hipdteses
Hy:p=0.5 contra H,:p=#0.5

onde p denota a probabilidade de ocorréncia da face europeia na moeda. (Apesar de
podermos assumir que os resultados obtidos indiciam que a face europeia ocorre mais
vezes do que seria de esperar numa moeda equilibrada, tal nao é tido em conta nas
hipéteses formuladas.)

Como referimos atras, os dados que nos levaram a formular as hipdteses a testar nao
podem ser usados para efectuar o teste. Neste sentido, suponhamos que efectuamos
mais 50 lancamentos da moeda e que desta vez observamos 40 vezes a face europeia.

Seguindo o procedimento descrito atrds, e tendo em conta que p = 40/50 = 0.8,

comecamos por calcular

2= 0.8 05 ~ 4.243

V0.5(1—0.5)/50

sendo o p—valor associado & observacao feita dado aproximadamente por (como npy =

50 x 0.5 > 10, é de esperar que esta aproximagcao seja boa)

p—valor = 2P(Z > |4.243))
= 92P(Z > 4.243)
= 9P(Z < —4.243).
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Usando a Tabela A, concluimos que
p—valor < 2 x 0.0002 = 0.0004,

o que revela fortissimos indicios de que a moeda nao é equilibrada. Usando uma
aplicacao estatistica ou uma calculadora adequada, podemos mesmo verificar que o
p—valor anterior é igual a 0.0000221 o que significa que mesmo para um nivel de signi-
ficancia tao pequeno como « = 0.00005, seriamos levados a rejeitar a hipdtese nula.
Reparemos que se tivessemos observado apenas 10 vezes a face europeia, o resultado

do teste seria exactamente o mesmo pois neste caso p = 0.2 e

= 0.2-05 ~ —4.243,

V0.5(1—0.5)/50

sendo o p—valor igual ao que calculamos acima:

p—valor = 2P(Z > | — 4.243]) = 2P(Z < —4.243).

Exemplo 9.2.5 Um supermercado compra laranjas a uma cooperativa que afirma que
nos frutos que fornece a percentagem de frutos impréprios para consumo nao excede
6%. Tendo em conta os ultimos lotes de laranjas fornecidos pela cooperativa, o gerente
do supermercado suspeita que a percentagem de frutos impréprios para consumo excede

6%, e deseja testar as hipdteses
Hy: p<0.06 contra H,: p>0.06

onde p representa a verdadeira proporgao de frutos improéprios para consumo que a
cooperativa fornece, a partir do lote de laranjas que acabou de receber. Escolhe ainda
para nivel de significancia do teste o = 0.05. Se o teste conduzir a aceitacdo de Hg, o
gerente reclamara junto da cooperativa.

Sabendo que é importante que a condi¢ao npg = n x 0.06 > 10 seja verificada,
recolheu-se, por um método aleatério, uma amostra de tamanho 200 do lote em causa.
Verificou-se que 15 laranjas estavam impréprias para consumo, ou seja, p = 15/200 =

0.075. Assim, como
0.075 — 0.06

z = ~
/0.06(1 — 0.06)/200

o p—valor associado a observacao feita é dado aproximadamente por (como npy > 10,

893,

¢ de esperar que esta aproximacao seja boa)
P(Z > 0.893) = P(Z < —0.893) = 0.1859 > ar = 0.05.

Significa isto que valores tao ou mais extremos do que os que observamos ocorrem

em mais de 5% das possiveis repeticoes do processo de amostragem no caso de Hy ser
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verdadeira. A proporg¢ao observada de laranjas improprias para consumo nao pode, por
isso, ser considerada significativa ao nivel o = 0.05. A este nivel de significAncia nao ha

assim evidéncia de que as suspeitas do gerente do supermercado tenham fundamento.

Para terminar reparemos os p—valores anteriores, nao nos dao apenas a possibilidade
de decidir por uma das duas hip6teses em confronto. Além disso, e principalmente, eles
permitem-nos obter uma quantificacao da evidéncia que as observagoes realizadas nos
dao contra a hipdtese nula. Esta situacao é particularmente clara no primeiro dos
exemplos anteriores. Atendendo ao p—valor calculado, sabemos que, se a hipdtese
nula fosse verdadeira, valores tdo ou mais extremos do que os observados ocorreriam
em menos de 0.000001% das vezes em que efectudssemos 50 lancamentos da moeda.

Temos assim uma fortissima evidéncia contra a hipdtese da moeda ser equilibrada.

9.3 Testes de hipdteses para médias

O método apresentado nos pardgrafos anteriores para testar uma hipdtese sobre
uma proporcao, pode ser adaptado a construcao de testes para a hipotese Hy : u = o
(resp. Hy : p < po, Ho : 0 > po) a partir de n observagoes independentes x1, xa, . . ., T,
que vamos interpretar como sendo realizacoes duma variavel aleatoria X com média p
e desvio-padrao o. Tal como fizemos para os intervalos de confianca, vamos distinguir
as situagoes em que conhecemos, ou nao, o desvio-padrao o da populagao.

No caso em que o desvio-padrao o é conhecido, é natural basear o teste da

hipotese Hg : u = pp na estatistica

L T — o

o/vn
que, sob a hipétese nula, sabemos ter uma distribuicao normal standard quando as
observagoes sao normais, e ser aproximadamente normal se as observagoes nao sao
normais e n é grande.

Por analogia com o que fizemos no pardgrafo anterior, somos conduzidos ao proce-
dimento descrito no quadro seguinte para testar uma hipdtese sobre uma média duma
populacao no caso do desvio-padrao populacional ser conhecido.

Quando o desvio-padrao ¢ é desconhecido, é natural basear o teste da hipdtese

Hy : p = o na estatistica B
_ T = Ho

~s/vn

que, sob a hipétese nula, sabemos ter uma distribui¢ao t(n — 1) de Student quando

t

as observacoes sao normais, e ser aproximadamente normal se as observacoes nao sao
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Testes de hipéteses para uma média com o conhecido:

Para testar a hipdtese Hy : = po (resp. Ho : p < po, Ho : > po),
a partir de n observacoes independentes com média p e desvio-padrao

o conhecido, calcule ~
_ T Ho
o/\/n

e, de acordo com a hipétese alternativa H, em causa, o p—valor res-

z

pectivo é dado por uma das férmulas seguintes, onde Z tem uma

distribui¢do normal N(0,1):
oHq:p>po, P(Z=2);
o Hy:pu<mpg, P(Z<z)
o Hy:p#po, 2P(Z > |2).

Estes p—valores sao exactos se as observagoes sao normais, e S20 apro-

ximados nos outros casos quando é n grande.

normais e n é grande. Como a distribuigao ¢(n — 1) de Student é também aproxima-
damente normal standard quando n é grande, o procedimento seguinte permite testar
uma hipdtese sobre uma média duma populacao no caso do desvio-padrao populacional

ser desconhecido.

Testes de hip6teses para uma média com o desconhecido:

Para testar a hipétese Hy : u = pg (resp. Ho : p < po, Ho : 0 > po),
a partir de n observacoes independentes com média p e desvio-padrao

o desconhecido, calcule B
_ T = Ho

~s/Vn

e, de acordo com a hipdtese alternativa H, em causa, o p—valor res-

t

pectivo é dado por uma das férmulas seguintes, onde T tem uma
distribuigao t(n — 1) de Student:

o Hy:p>pp, P(T>t);

oHq:p<po, PT<t);

o Hy:p# po, 2P(T > t]).
Estes p—valores sao exactos se as observagoes sao normais, e S20 apro-

ximados nos outros casos quando é n grande.




9 Testes de hipdteses para propor¢oes e médias 233

Atendendo ao teorema do limite central, verifica-se que os p—valores anteriores sao
robustos contra a nao verificacao da hipétese de normalidade quando o tama-
nho da amostra satisfaz n > 30. Para amostras com 15 < n < 30, os p—valores podem
ser usados a nao ser que haja observacoes discordantes ou a distribuicao das observacoes
seja fortemente assimétrica. Para amostras de dimensao n < 15 os p—valores devem ser
usados apenas quando os dados sdao aproximadamente normais e nao haja observacoes

discordantes.

Exemplo 9.3.1 A partir dos dados sobre pesos (em gramas) de pacotes de agicar
empacotados por uma maquina, antes e depois desta ter sido calibrada, descritos no
Exemplo 8.4.4, testemos, ao nivel 0.01, a hipdtese do peso médio dos pacotes de acticar
ser de

Hp: pp=1000 contra a hipétese H, : p # 1000.

Para os pesos dos pacotes antes da calibragem da maquina temos

~1010.06 — 1000 _

- T~ 16.92
19.99/1/1130

com p—valor de
2P(T > [16.917]) = 2P(T > 16.917)

onde T" tem uma distribuigao de Student ¢(1130—1) = ¢(1129). Usando a Tabela D nao
podemos calcular a probabilidade anterior. No entanto, podemos dizer que é inferior
a 2 x 0.001 = 0.002, o que significa que rejeitamos a hipétese da maquina estar bem
calibrada ao nivel 0.01 (e também ao nivel 0.002).

Depois de calibrada, temos

_ 1000.24-1000 _ o,
9.57/y/1130 o

sendo o p—valor dado por
2P(T > |0.843|) = 2P(T > 0.843) > 2 x 0.1 = 0.2,

o conduz a aceitacao, ao nivel 0.01, da hipétese da maquina estar calibrada.
Estes testes podem ser feitos a partir do SPSS. No quadro seguinte, sao dados os

valores das estatisticas de teste, os graus de liberdade a considerar e os p—valores:

TestWalue=1000
1 df Sig. (2-tailed)
antes 16,920 1129 ,oon
depois 828 11249 A08
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Ficamos a saber que o p—valor que tinhamos concluido ser superior a 0.2 é igual a
0.408. O valor indicado para o outro p—valor é de 0.000. Quer num quer noutro caso
tratam-se de aproximacoes as milésimas dos verdadeiros p—valores. Se pretendermos
aproximacgoes com mais casas decimais, também as podemos obter facilmente. No caso
do p—valor indicado como 0.000, uma melhor aproximagcao fornecida pelo computador é
2.0625 x 10757, o que significa que se trata de um niimero muito préximo de zero. A sua
primeira casa decimal nao-nula surge na posicao 57: 0.00000000000000000000000000000
0000000000000000000000000020625. As observagoes revelam assim fortissimas evidén-

cias contra a hipdtese nula.

Exemplo 9.3.2 O aumento médio do peso dum pinto alimentado com uma racao
vulgar é de 360 gramas as trés semanas de vida. Usando os dados apresentados no
Exemplo 1.2.3 (pédg. 20) relativos ao peso de pintos com trés semanas aos quais foi
ministrada uma nova ragao, vamos testar a hipotese da nova racao ser melhor que
a racao habitualmente usada. Trata-se dum teste sobre o peso médio u de pintos

alimentados com a nova racao, cujas hipoteses nula e alternativa sao
Hy : pu = 360

(corresponde a situac@o de nao alteracao), e
Hg : > 360

(corresponde aquilo que esperamos), respectivamente.
Como T = 403.2 e s = 43.42, temos entao
~403.2 —360

= T~ 445,
43.42//20

sendo o p—valor dado por
P(T > 4.45)

onde T tem um distribuicao ¢(19). Da Tabela D concluimos que
P(T > 4.45) < 0.001,

ou seja, os resultados obtidos sao significativos ao nivel 0.001.
Usando o SPSS obtemos o quadro seguinte onde apenas é apresentado o p—valor

para o teste de hipdtese alternativa bilateral.

TestValue = 360
1 df Sig. (2-tailed)
peso 4,450 19 0002749
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Atendendo a que um tal p—valor é o dobro do p—valor dum teste de hipStese alternativa

unilateral, obtemos facilmente o p—valor para o nosso caso
P(T > 4.45) = 0.0002749/2 = 0.00013745.

O gréafico de quantis normais seguinte revela desvios a hip6tese de normalidade.
Em particular, vimos no Exemplo 1.3.13 (pag. 45) que a distibuigao apresenta uma

assimetria negativa havendo ainda uma observacao discordante.

300

450 4

400 «

350 4

observagtes normais esperadas

300
300 320 400 430 500

observagies

Por estas razoes e atendendo a que a dimensao da amostra é apenas de 20, qualquer
conclusao baseada no p—valor anterior nao é fidedigna. Este problema poderia ter sido

ultrapassado considerando uma amostra de dimensao mais elevada.

9.4 Teste de igualdade de duas proporcgoes

Neste paragrafo estudamos o problema da comparacao de proporcoes relativas a dois
grupos de individuos a que chamamos populacao 1 e populacao 2. Representemos por
p1 € p2, a proporcao de individuos de cada uma das populagoes que possui determinada
caracteristica em estudo. Suponhamos que efectuamos nq observacoes independentes
da populacao 1, e que da populacao 2 efectuamos ny observacoes independentes. A
partir destas duas amostras de dimensoes nj e ns, que admitimos ainda serem entre
si independentes, pretendemos comparar as proporgoes p; € po, ou mais precisamente,

estamos interessados no teste da hipotese
Hy :p1 = po.

Denotando por p; e por ps as proporcoes de individuos de cada uma das amostras

com a caracteristica em estudo, serda natural basearmos o teste da hipétese anterior na
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diferenca
p1— D2
que sabemos possuir, para n grande, uma distribui¢ao aproximadamente normal com
média
K =P1—DP2
e cuja variancia é, atendendo & independéncia das estatisticas p; e po, igual a soma das

variancia de py e pa:

1-— 1-—
52 p1(1—p1) n P2 pz)‘
ni n2

Sendo a hipdtese nula verdadeira, isto é, py = po = p, onde p é a proporcao de
individuos com a caracteristica em estudo em ambas as populagoes, a média anterior é

nula
p=p-p=0,

e a variancia anterior pode ser escrita na forma

02=M1—m<£~+i>-

ni n2

Uma forma simples de estimar a variancia anterior é estimar p a partir da proporcao p

de individuos nas duas amostras que possuem a caracteristica em estudo:

. X1 +Xs
S it 9.4.1
D= (9.4.1)

onde X7 e X9 sd0 o numero de sucessos em cada uma das amostras.

Concluimos assim, que, sendo H verdadeira, a estatistica

p1— D2
(1 1
%(1 -9 ()
niq n9

é aproximadamente normal standard. Esta serd a estatistica de teste que usaremos

z =

para testar a hipotese da igualdade das duas proporgoes:
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Teste de comparacao de duas proporgoes:

Para testar a hip6tese Hy : p1 = pa (resp. Hy : p1 < p2, Hy : p1 > p2),

use as observacoes para calcular

D1 — D2

\/ﬁ(l—ﬁ) (ni+ni)

onde p é dado por (9.4.1), e, de acordo com a hipétese alternativa

H, em causa, calcule a aproximacgao para o p—valor respectivo dado

por uma das férmulas seguintes, onde Z tem uma distribui¢ao normal

N(0,1):
o Hy:p1>p2, P(Z2>2);
OHa3P1<P27 (ZS )
o Hy:p1 #p2, 2P(Z > |z]).

Para que as aproximacoes dadas para os p—valores do teste anterior sejam crediveis,

¢é essencial que em cada amostra haja pelo menos cinco sucessos e cinco insucessos.

Exemplo 9.4.2 Numa sondagem publicada pelo semandario Fxpresso, em 28 de Feve-
reiro de 2004, sobre o posicionamento politico dos portugueses, nas areas metropoli-
tanas de Lisboa e do Porto foram recolhidas amostras aleatérias simples com base na

lista telefénica, de dimensoes 278 e 145, respectivamente, tendo-se obtido os seguintes

resultados:
Lisboa Porto
Esquerda 147 71
Direita 103 58
Nenhum 28 16
Total 278 145

Serd que com base nos resultados anteriores podemos concluir que a percentagem
de eleitores de direita e de esquerda sao significativamente diferentes em Lisboa e no
Porto?

Comecemos por testar, ao nivel de significancia 0.05, a hipétese da proporgao de
eleitores de esquerda ser a mesma em Lisboa (populacao 1) e no Porto (populagao

2). Por outras palavras, denotando por p; e po, respectivamente, tais proporgoes,
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pretendemos testar

Hy:pp =py contra H,:py # pa.

Temos

o 147+T1
= 2T 05154
P = 58145

_ 0.5288 — 0.4897
V05154(1 — 0.5154) (ks + &)

O p—valor associado a esta observacgao é

~ 0.764.

z

2P(Z > |0.764]) = 2 x 0.2224 = 0.4448,

o que nao ¢ significativo ao nivel 0.05.

Para os eleitores de direita, temos

- 103 + 58
P= o715 = 0-3800

_ 0.3705 — 0.4
/0-3806(1 — 0.3806) (ks + 35)

O p—valor associado a esta observagao é

z ~ —0.593.

2P(Z > | —0.593|) = 2 x 0.2766 = 0.5532,
o que também nao é significativo ao nivel 0.05.

Exemplo 9.4.3 No Exemplo 5.3.5 vimos que a probabilidade p; de ocorrer a soma 9
no lancamento de trés dados equilibrados é menor do que a probabilidade ps de ocorrer
a soma 10. No quadro seguinte indicam-se as frequéncias absolutas das somas 9 e
10 em 100, 1000, 10000 e 20000 lancamentos de 3 dados equilibrados. Para garantir
a independéncia entre as duas proporcoes amostrais, foram simuladas duas séries de

20000 lancamentos.

soma \ n 100 1000 10000 20000
9 9 128 1166 2287
10 10 126 1239 2493

Vejamos para que valores de n mostram os resultados anteriores evidéncia contra a
hipétese de igualdade das duas probabilidades, e em favor da hipdtese da probabilidade
p1 ser menor que pg. Para cada um dos valores anteriores, calculemos os p—valores

relativos ao teste da hipdtese

Hy:pp =ps contra Hjp:pp < po.
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Para n = 100 temos
9+ 10

p=— U 0.095
P =700 + 100

0.09 —0.10

L ~ —0.241.
\/0.095(1 —0.095) (55 + 155)

O p—valor é dado por
P(Z < —0.241) = 0.4048,

o nao revela evidéncia contra a hipétese nula.
Para n = 1000 é claro que a evidéncia revelada serd ainda menor do que a obtida

para n = 100. Para n = 10000 temos

1166 + 1239
— 0TS 112025
P= 70000 + 10000

0.1166 — 0.1239

_ ~ —1.587.
/0-12025(1 — 0.12025) (1555 + 5005

z

O p—valor é dado por
P(Z < —1.587) = 0.056,

o que revela evidéncia mais forte contra a hipdtese nula.

Para n = 20000 temos

9987 42493
P = 30000 + 20000 ~ 019

0.2287 — 0.2493

L= ~ —6.351
\/0-1195(1 = 0.1195) (35855 + 75000

Usando a Tabela A, podemos afirmar que o p—valor, que é dado por P(Z < —6.351),
é inferior a 0.0002, o que revela ainda maior evidéncia contra a hipotese nula. Pode no

entanto verificar-se que
P(Z < —6.351) = 1.0696 x 10719,

o que demonstra uma fortissima evidéncia contra a hipétese nula.
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9.5 Teste de igualdade de duas médias

Neste pardgrafo estudamos o problema da comparacao das médias relativas a dois
grupos de individuos a que chamamos populacao 1 e populacao 2. Representaremos
por 1 e o, as médias de cada uma das populacbes. A partir de duas amostras
independentes de dimensoes 11 e ns, respectivamente, recolhidas de cada uma das

populacoes, pretendemos testar a hipotese

Hy : py = pa.

Denotando por Z; e To as médias relativas a cada uma das amostras, serd natural

testar a hipdtese anterior com base na estatistica
T — an

que, atendendo a independéncia das duas amostras, é, para n; e ny grandes, aproxima-

damente normal com média

o= p1 = 2
e com variancia ) )
o o
ot =142 (9.5.1)
ni no

onde a% e a% sao as variancias das populacoes 1 e 2, respectivamente.
Sendo a hipdtese nula verdadeira, isto é, p1 = po = g, onde g é a média comum

as duas populagoes, a estatistica anterior tem média zero e a estatistica

T1 — X2

¢é aproximadamente normal standard.

Sendo conhecidas as variancias das duas populagoes, o resultado anterior permite
testar a hipotese Hy de forma andloga ao que fizemos nos paragrafos anteriores. No
entanto, tais quantidades nao sao, em geral, conhecidas. Nesse caso, sera natural tomar

para estatistica de teste

T — X2
{t = ———,
2 2
s S
1, %
ny N2

que se obtém da anterior substituindo as variancias desconhecidas pelas variancias
amostrais relativas a cada uma das amostras.
Mesmo no caso em que as duas populacoes sao normalmente distribuidas,

esta estatistica nao possui uma distribuicao de Student. No entanto, sendo as duas
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populacoes normais, é possivel aproximar a distribuicao amostral da varidvel anterior
por uma distribuicao de Student ¢(k) onde o nimero k de graus de liberdade, que pode

nao ser um numero inteiro, é calculado a partir das observagoes realizadas sendo dado

2 2\ 2
),
k= L (9.5.2)

1 s 2+ 1 s3 2
n1—1 ny n2—1 ng

Este facto permite obter o teste seguinte de comparagao de médias de duas

por

populagoes normais:

Teste de comparacao de duas médias:

Para testar a hipdtese Hy : u1 = pg (vesp. Ho : p1 < po, Ho : pp >
u2), de igualdade das médias de duas populagbes normais, use as

observacoes para calcular

r1 — T2
t =
2 2
S S
1, %
n n2

e, de acordo com a hipdtese alternativa H, em causa, calcule a apro-
ximagao para o p—valor respectivo dado por uma das férmulas se-
guintes, onde 7' tem uma distribuicao de Student t(k) com k dado
pela férmula (9.5.2):

o Hy:py > pa, P

o Hy:py <pa,  P(
o Hy:pn # p2,  2P(T > [t]).

Como a férmula anterior para o calculo de k£ é dificil de usar sem o auxilio dum
computador ou duma calculadora programéavel, vamos na pratica tomar para k o menor
dos valores de ny—1 e ny—1. Os p—valores calculados com esta regra pratica sdo maiores
que os dados acima, obtendo-se assim menor evidéncia contra a hipdétese nula do que
aquela que se obteria tomando k& dado pela férmula (9.5.2).

No caso das duas populagdes serem normais e das duas varidncias o} e o3
serem iguais, apesar de desconhecidas, é possivel construir uma estatistica de teste

que possua uma distribuicao de Student. Se 0’% = O'% = 0’8, a variancia (9.5.1) escreve-se
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1 1
o2 = US (— + —>
niy n9

onde 0’8, que é a variancia comum as duas populacoes, pode ser estimada combinando

as variancias amostrais s? e s3 da forma seguinte

na forma,

2 (u—1Dsi+(n2—1)s3
ny+ne — 2 '

Nestas condigoes verifica-se que, sendo a hipétese nula verdadeira, a estatistica

T1 — X2

2<1 1>
s —+—
ny o N2

possui uma distribui¢ao de Student, t(n1 +ng — 2), 0 que dé origem ao seguinte teste.

t=

Teste de comparagao de duas médias (variancias iguais):

Para testar a hipdtese Hy : uy = po (resp. Hy : u1 < po, Hp :
w1 > pe), de igualdade das médias de duas populagoes normais com

variancias iguais mas desconhecidas, use as observagoes para calcular

Tl — X2

2(1 1)
§4l — + —
ni no

e, de acordo com a hipétese alternativa H, em causa, o p—valor res-

t =

pectivo é dado por uma das férmulas seguintes, onde T tem uma
distribuigdo de Student t(ng + ngy — 2):
o Hy:py > pa, P
o Hy:py <pa,  P(
o Hy:pn # p2, 2P(T > [t]).

Se as populagoes nao sao normais mas os tamanhos das amostras sao iguais,
isto é, ny = meo, ou aproximadamente iguais, verifica-se que os testes anteriores
sao robustos contra a nao verificagao da hipotese de normalidade. Se as
duas populagoes tém formas semelhantes tal acontece deste que as amostras tenham
dimensoes pelo menos iguais a 5. Quando as duas populacoes tém formas distintas,
é necessario usar amostras de dimensoes mais elevadas. Neste caso usamos as regras

dadas em §9.3 com ni + no no lugar de n.
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Quando planeamos um estudo deste género é importante que as amostras tenham
iguais dimensoes, ou pelo menos, tenham dimensoes semelhantes. Quando ni = ng

reparemos ainda que as estatisticas de teste anteriores sao iguais.

Exemplo 9.5.3 Retomemos os dados do Exemplo 1.2.3, e comparemos as duas fari-
nhas através da comparacao dos aumentos médios dos pesos verificados nos pintos de
ambos os grupos. Representando por pq e po os aumentos médios dos pintos do grupo

de controlo e do grupo experimental, respectivamente, pretendemos testar
Hy:pp =pe contra Hg:py < g

(pois esperamos que a nova farinha seja melhor que a antiga).

Descriptives

Statiztic

peso  Grupo de contralo Mean 366,65
Yariance 2877713

Std. Deviation a0,y

Grupo experimental  hMean 403,20
Wariance 188521

Std. Deviation 43,4149

Nao havendo razoes para pensar que as variancias populacionais respectivas sejam

iguais, vamos usar o primeiro dos testes anteriores. Sendo as duas amostras de dimensao

20, temos
65 — 403.2
t = 366.65 03.20 ~ —2.447
\/2577.713 | 1885.221
20 20

sendo o p—valor respectivo dado por
P(T < —2.447)

onde, pela regra pratica que decidimos usar, 7' tem uma distribuigao de Student #(20 —
1) = t(19). Usando a tabela da distribuicao de Student e a simetria da distribuigao

obtemos
P(T < —2.447) = P(T > 2.447) < 0.02,

sendo o resultado obtido significativo ao nivel 0.02.

Como podemos constatar do quadro seguinte, no calculo do p—valor o computador
usa a distribuicao de Student #(37.107), onde o nimero de graus de liberdade é dado
pela férmula (9.5.2). Vemos também que num teste de hipétese alternativa bilateral,
o p—valor é igual a 0.01927, sendo, no nosso caso, o p—valor é igual a 0.01927/2 =
0.009635, o que, como ja referimos, revela maior evidéncia contra a hipotese nula do

que a dada através da regra pratica que utilizamos para calcular os p—valores.
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Independent Samples Test
t-test for Equality of Means

t df Sig. (2-tailed)
peso  Equal variances

assurmed -2,447 a8 014914
Equal variances

fiot assurmed -2.447 aror 018927

Reparemos que se pudéssemos admitir que as variancias populacionais eram iguais, a

aplicacao do segundo dos testes anteriores conduziria ao mesmo valor para a estatistica

de teste (pois as dimensdes das duas amostras sao iguais), apenas se alterando o niimero

de graus de liberdade da distribuicao de Student, que passaria a 20 4+ 20 — 2 = 38.

Finalmente notemos que apesar dos gréaficos seguintes revelarem desvios relativa-

mente a hipdtese de normalidade, em particular o do grupo experimental, como as

dimensoes das duas amostras sao iguais, os p—valores calculados sao fidedignos.

ohservaciies normais esperadas

500

grupo de controlo

450 «

400 o

ohservaciies normais esperadas

500

grupo experimental

450 «

o 400 « nu
Du DD
o
350 « &8 -
[=] o
=3 =4
(=]
& 3504 e
3004 a
o
o
250 300
250 300 350 400 450 500 300 350 400 450 500
ohservagies ohservagies

Exemplo 9.5.4 Os gréaficos de extremos-e-quartis apresentados no Exemplo 1.3.15
(pag. 46), vieram em apoio da ideia, formulada a priori, de que o tratamento de jovens
anoréxicas descrito no Exemplo 0.2.1 (pdg. 3), poderia ser mais eficaz em internamento
domiciliario do que hospitalar. Pretendendo confirmar, ou nao, esta ideia, propomo-
nos comparar as médias das diferengas de pesos (final-inicial) de ambos os grupos.
Denotando por uy e uo, respectivamente, as médias das diferencgas de pesos das jovens
em internamento hospitalar e domicilidrio, pretendemos testar a hipotese

Hy:py = pe contra Hi:py < po.

Resumos numéricos dos resultados obtidos sao apresentados no quadro seguinte:
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Descriptives
Statistic
depnois  Int. Mean 1,214
-antes  hosp. Yariance 9,979
Std. Deviation 3,154
Trat. Mean 3,265
domic.  variance 10,544
Std. Deviation 3247

Apesar de nada sabermos sobre a forma como as jovens foram divididas pelos dois
grupos de tratamento, vamos admitir que a afectacdo a cada um dos grupo foi feita
por métodos aleatérios. Tendo em conta o que dissemos atras, teria sido melhor pla-
near a experiéncia de modo que as dimensoes dos dois grupos fossem semelhantes. Tal
nao acontece neste caso, o que pode implicar menor precisao no calculo dos p—valores.
Esta observacao é reforcada pelos graficos seguintes que revelam desvios relativamente
a hipétese de normalidade. Recordemos que ja tinhamos visto que a distribuicao das
diferencas dos pesos para as jovens em internamento hospitalar era positivamente as-
simétrica.

internamento hospitalar internamento domiciliario

Op
Unn

o

ohservacies normais esperadas
Dﬂﬂﬂ
ohservacies normais esperadas
=]
=]

¥
2 4 B

af
=K
[=]
o
[=F
=M
=]

L] ¥ ¥
o 2 4

o
b
1ad

ohservagies ohservagies

Sendo de 17 e 29 as dimensodes das amostras consideradas em tratamento domi-

cilidrio e hospitalar, respectivamente, do quadro anterior obtemos,

1.214 — 3.265
! = ——=~ —2.089
9.979 | 10.544
29 T it

1

sendo o p—valor respectivo dado por

P(T < —2.089) = P(T > 2.089)
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onde, pela regra pratica que decidimos usar, 7' tem uma distribuigao de Student #(17 —
1) = t(16). Usando a tabela da distribuicao de Student e a simetria da distribuigao
obtemos

P(T > 2.089) < 0.05,

sendo o resultado obtido significativo ao nivel 0.05.
Usando o SPSS obtemos

Independent Samples Test
t-test for Equality of Means
t df Sig. (2-tailed)
Eg:il:zgiances -2,104 44 04114
Egﬁ:;;iﬁ:geg -2,089 | 32,803 04457

o que significa que o p—valor para o teste de hip6tese alternativa unilateral é 0.045/2 =
0.0225. Atendendo as observacoes anteriores sobre a precisao do p—valor calculado,
devemos ser cautelosos na aceitacao destes resultados como indicador claro de que o
tratamento tem melhores resultados em regime domiciliario.

Havendo razoes para admitir que as variancias populacionais sao iguais, a aplicacao
do teste respectivo conduz a um valor para a estatistica de teste diferente do anterior,
pois neste caso as amostras recolhidas em ambos os grupos tém dimensoes diferentes,

mas os p—valores associados sao semelhantes.

9.6 Comparacao de médias em amostras emparelhadas

A situacdo mais simples de comparacado de duas médias ocorre quando as duas
amostras sao emparelhadas. Recordando o que ja dissemos no pardgrafo 4.2, esta
situacao ocorre, por exemplo, na comparacao de dois tratamentos, quando é possivel
aplicar ambos os tratamentos num mesmo individuo ou em dois individuos que sejam
semelhantes relativamente a varidveis influentes na variavel resposta. No primeiro caso,
e quando possivel, os dois tratamentos sao aplicados ao individuo por ordem aleatodria,
enquanto que no segundo caso os individuos emparelhados sao afectos a um ou a outro
dos grupos de forma aleatoria.

Sendo as duas amostras emparelhadas, nao podemos considera-las independentes,
o que implica que também nao sao necessariamente independentes as médias amostrais
T1 e Ty relativas a cada uma das amostras. A hipdtese de independéncia destas duas

médias amostrais foi, no pardgrafo anterior, essencial na avaliacao da variancia da
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estatistica 1 — Zs. Nao podendo usar essa hipdtese, cai por terra a técnica que usamos
para deduzir um teste para a hipotese Hy : 1 = po.

Para contornar este problema, vamos a partir de cada uma das amostras obtidas
T11,%1,2,- -+, T1n €T21,T2,2, ..., T2y, construir um novo conjunto de dados 21, z2,..., 2,

com que vamos trabalhar:

amostra 1 | amostra 2 diferenca
1,1 2,1 Z1 = X110 — 2,1
T1,2 2,2 29 = T12 — T22
T1n T2.n Zn = Tln — T2n

Uma vez que testar a hipdtese de igualdade das médias Hy : 1 = ue, € equivalente
a testar a hipdtese u = 0, onde p é interpretada como a média da populagao de onde os
novos dados z1, 29, ..., z,, foram recolhidos, vamos usar o teste de Student para uma
média, que estudamos no §9.5, para testar a hipotese de igualdade de médias. Sendo o
desvio-padrao amostral desconhecido, esse teste é baseado na estatistica

z
s/Vn

onde z e s representam a média e o desvio-padrao amostrais relativos aos dados

ZlyeesRn-

Teste de comparacao de médias em amostras emparelhadas:

Para testar a hip6tese Hy : pu1 = po (resp. Hy @ 1 < po, Ho : pg >
u2), de igualdade das médias a partir de amostras emparelhadas, use

as observagoes para calcular

e, de acordo com a hipétese alternativa H, em causa, o p—valor res-
pectivo é dado por uma das féormulas seguintes, onde T tem uma
distribui¢ao de Student t(n — 1):

o Hy:py>pa, P(T2>1);
o Hy:py < pa, P(T<t);
o Hy:pn # pay,  2P(T > [t)).

~

Estes p—valores sao exactos se dados zi,...,2, sa0 normais, e sao

aproximados nos outros casos quando é n grande.




248 Notas de Métodos Quantitativos

No caso dos dados z,...,2, nao serem normais, as férmulas anteriores para o
calculo dos p—valores devem ser utilizadas com cuidado. Para o efeito devem ser
seguidas as recomendacoes feitas no §9.5 a propdsito do teste de Student para uma

média com variancia desconhecida.

Exemplo 9.6.1 Uma empresa farmacéutica realizou uma experiéncia para verificar se
se confirmavam as suspeitas de que determinado medicamento aumentava o tempo de
reacgao a determinados estimulos. Se for esse o caso, essa observacao deve ser incluida
na literatura que acompanha o medicamento. Para tal, seleccionaram-se ao acaso 36
individuos de um grupo mais vasto de individuos que tomavam o medicamento, e
registou-se o seu tempo de reacgao (em centésimos de segundo) a determinado estimulo,
antes e depois de tomar o medicamento.

O grafico de extremos-e-quartis para a diferenca dos tempos de reaccao depois e an-
tes de tomar o medicamento (antes-depois), revela a presenga duma possivel observagao
discordante. Admitamos que tal observacao foi confirmada e que decidimos manté-la
como observacao valida. Apesar da assimetria positiva da distribuicdo, reparemos no
facto do seu terceiro quartil ser muito préximo de zero, o que constitui um indicio forte

de que o tempo de reaccao aumenta com a utilizacao do medicamento.

0,04

antes—Eﬁepuis

Pretendendo quantificar os indicios anteriores, e verificar se o que foi observado pode
ser considerado natural no caso de nao haver alteracao do tempo de reaccao, vamos
testar a hipétese Hy : u1 = g contra a hipotese Hy : p1 < o, onde g e g, representam
os tempos médios de reaccao antes e depois do medicamento ser ministrado. Reparemos
que a hipotese alternativa foi fixada tendo em conta o que se esperava que acontecesse,
isto é, antes de recolhermos os dados em que baseamos o estudo.

Usando o SPSS obtemos
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Paired Samples Test
t df Sig. (2-tailed)
antes - depaois -3,508 35 0126

Sendo o nosso teste um teste de hipdtese alternativa unilateral, o p—valor é dado por
P(T < —3.508) = 0.00126/2 = 0.00063, o que revela forte evidéncia contra a hipétese
nula. Atendendo ao tamanho da amostra, e mesmo na presenca duma distribuicao

ligeiramente assimétrica, este p—valor pode ser considerado fidedigno.
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z

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
3.5 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002  0.0002
3.4 0.0003  0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003  0.0002
3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
-3.2 0.0007  0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
3.1 0.0010  0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007  0.0007
-3.0 0.0013  0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010  0.0010
-2.9 0.0019  0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 0.0026  0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020  0.0019
2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037  0.0036
2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049  0.0048
2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087  0.0084
2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113  0.0110
2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146  0.0143
2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244  0.0239  0.0233
-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301  0.0294
1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571  0.0559
-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694  0.0681
-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838  0.0823
-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003  0.0985
1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
-1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401  0.1379
0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611
-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033  0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894  0.1867
0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177  0.2148
-0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483  0.2451
0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810  0.2776
0.4 0.3446  0.3409 0.3372 0.3336  0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121
0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936  0.3897  0.3859
-0.1 0.4602  0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247
-0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681  0.4641
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z
z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000  0.5040  0.5080 0.5120 0.5160 0.5199  0.5239 0.5279  0.5319  0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478  0.5517 0.5557 0.5596  0.5636  0.5675 0.5714  0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179  0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443  0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591  0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844  0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257  0.7291  0.7324 0.7357 0.7389  0.7422 0.7454 0.7486 0.7517  0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823  0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186  0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599  0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980  0.8997  0.9015
1.3 0.9032  0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236  0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452  0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616  0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 09719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 09783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854  0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884  0.9887  0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938  0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951  0.9952
2.6 0.9953  0.9955 0.9956  0.9957  0.9959 0.9960 0.9961 0.9962  0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966  0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972  0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976  0.9977 0.9977  0.9978  0.9979 0.9979  0.9980  0.9981
2.9 0.9981 0.9982  0.9982 0.9983 0.9984 0.9984  0.9985 0.9985 0.9986  0.9986
3.0 0.9987  0.9987  0.9987 0.9988  0.9988 0.9989  0.9989 0.9989  0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991  0.9991  0.9991 0.9992 0.9992  0.9992 0.9992  0.9993 0.9993
3.2 0.9993  0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994  0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996  0.9996 0.9997
3.4 0.9997  0.9997  0.9997  0.9997 0.9997  0.9997 0.9997 0.9997  0.9997  0.9998
3.5 0.9998  0.9998  0.9998 0.9998  0.9998  0.9998  0.9998 0.9998  0.9998  0.9998
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Tabela de niumeros aleatdrios
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Linha /

Coluna 01-05 06-10 11-15 16-20 21-25  26-30 31-35 36-40 41-45  46-50
01 75965 99218 67035 41041 24104 10997 36233 83214 17221 86381
02 41562 08397 03436 82004 52285 36165 31697 99529 33287 96007
03 45963 59075 50719 41803 84602 40840 58654 90498 04876 81772
04 15685 82676 73539 93042 84761 44222 53712 30497 16060 96390
05 68434 58980 14495 62512 33939 93623 78112 67166 18067 63925
06 25819 80242 61173 44151 87993 75768 29300 29053 31549 89404
07 58147 51328 15756 87583 81546 53593 05210 96239 04489 06755
08 14768 31191 49670 76790 60509 51526 14080 92201 45112 28997
09 96757 60822 54662 75406 64175 40440 24609 47929 27493 66916
10 58166 71615 63933 87079 09758 12503 25232 81453 91695 07215
11 22507 41992 32756 04749 03173 68090 62222 06406 64830 54428
12 43260 52862 82414 72112 77661 72514 36852 80576 76928 49051
13 33800 07259 78554 84532 21914 85491 52543 54189 06862 34688
14 91092 47886 04958 21339 34520 75544 44643 88177 88283 11444
15 38990 07661 10674 06314 10238 54909 44733 84050 26184 58190
16 51084 84984 92876 16021 14823 28248 29927 41140 63241 96709
17 82364 79393 11314 15629 69393 49019 99136 60590 81122 63836
18 70509 84995 98511 17277 26948 10194 77428 41330 92843 06123
19 94988 80990 36878 61994 08783 18920 31530 31020 16693 55555
20 05374 78371 40393 32545 55225 58014 61008 47774 81511 95349
21 90513 07118 57057 90568 05056 14259 14966 26448 39535 33689
22 49444 15940 85582 20874 70424 05764 71326 84178 26384 61458
23 92944 35011 59391 97515 43182 54309 20115 55067 22651 74935
24 47965 22062 98300 86583 21586 66169 70777 39936 22453 44903
25 23471 04820 89156 88682 20475 72972 29677 87269 34959 64822
26 15252 83580 71048 82618 65250 21413 72998 17165 24638 52013
27 97822 94436 71870 78895 41015 86797 09591 78612 29316 48528
28 07908 59429 23872 05167 49670 32985 79270 02955 98886 08124
29 86354 48647 12649 65260 75953 56179 65590 04968 68033 09826
30 90286 53370 23683 78875 63477 T7650 34053 71618 73242 62049
31 61308 07573 60875 14675 55980 15220 18148 94651 01289 79347
32 90298 30452 47152 05761 96314 29463 15444 37573 81097 39306
33 49370 80926 33287 71529 80090 82012 66194 27410 15333 11563
34 44453 53555 82291 71913 03937 34881 23578 93248 82102 37429
35 83376 01190 22389 17331 22432 76018 90227 83902 92421 44878
36 09053 22934 82405 28819 10263 31719 51967 28912 39489 00891
37 71297 63934 89685 30432 67115 12591 77207 06090 58026 66610
38 87709 31191 36957 76485 54366 02363 45115 04723 95080 85623
39 28764 46683 02814 41923 31840 92665 98375 82141 44436 87789
40 12106 19976 47485 06811 96639 22701 71381 99186 73322 92974
41 16070 00380 45273 47256 93035 22829 23631 74102 25753 19035
42 73876 40923 94658 82203 42828 13727 39117 85878 27383 17547
43 99071 89561 39140 92680 50789 09663 35333 42208 43757 85953
44 90378 37893 23956 20950 79345 12007 40788 61540 97382 01296
45 37561 17428 16994 75530 62701 01230 96853 96138 95495 97140
46 11391 49272 36911 21734 63012 60975 09638 78895 12204 32516
47 08909 26924 42306 18507 11032 47508 10611 63855 20851 57917
48 62975 12262 18289 34210 84079 13714 57645 16743 95114 05837
49 91109 12383 74149 66530 93604 00094 79689 50199 46360 22786
50 77948 45855 32491 35154 10046 17986 56351 20615 24863 99815
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Linha /

Coluna 01-05 06-10 11-15 16-20 21-25  26-30 31-35 36-40 41-45  46-50
51 22537 15514 17052 27398 91277 67749 27280 99540 96802 03942
52 83310 17791 61989 98953 05986 29913 29660 77846 91890 88884
53 29928 64755 17583 65140 84264 25213 73376 13088 60628 08423
54 50877 20251 62599 10329 18080 89931 38116 94610 88347 36868
55 78776 76660 70892 48619 79704 54030 81858 53510 58047 29690
56 57037 49152 24300 26387 43648 47706 86380 13938 15356 37265
57 00965 70251 93732 75668 58483 01138 73970 45070 17391 66623
58 57196 50764 64751 70687 60509 67620 97817 46713 18793 97366
59 13673 63126 12393 13085 30310 71717 32000 46359 97136 44053
60 68400 57138 97197 23459 35659 30445 80430 48861 76895 51906
61 93269 19963 44497 43530 70659 21021 71597 41747 08248 99152
62 22397 22834 00559 30104 81305 10535 86715 54747 14770 70081
63 57297 70834 31013 67741 46613 78477 53472 25309 74086 44318
64 56417 88636 48086 30161 04512 15647 50301 18081 72070 60186
65 28070 39504 35466 58566 73870 84102 82090 02962 40886 44590
66 16494 58869 04113 21528 86864 51900 02742 19006 90011 43396
67 28214 77667 67041 26126 72784 92832 45067 54411 28823 04917
68 69047 43927 26233 08740 86969 26328 19713 46748 46569 87851
69 84880 70702 52223 57922 86933 82078 26204 37508 86009 45648
70 92486 87894 61191 52903 89989 93567 35083 66055 52761 92383
71 77276 16962 70778 04419 06183 37576 84301 92799 06973 78720
72 73691 92859 53484 58737 63351 73955 92861 96481 33572 03076
73 73019 18213 71657 75413 65723 92699 37349 25747 12878 65417
74 77259 54224 16250 17682 39427 38270 95720 78590 91616 73431
75 66118 94712 71753 82132 22394 06749 90512 40712 99364 75788
76 91030 53637 62824 06478 77713 28996 78781 83546 21913 41989
7 76657 07596 26505 78823 55457 79978 85450 26875 59200 78860
78 22667 34721 51706 72260 81002 08095 01778 50222 48318 09125
79 10611 82091 59226 18730 08839 64886 49711 90399 54887 59532
80 63147 01199 74955 04544 49937 69622 98503 21531 41536 04158
81 50743 41214 40391 62315 46690 30456 30605 05736 17747 91023
82 56926 06641 37298 70453 07182 97390 75677 27492 52072 85320
83 63882 07947 01368 09558 80188 46379 43222 53057 75801 71126
84 01719 56593 54786 93098 77358 52065 76647 60319 77345 04803
85 67103 05601 27792 55297 26450 96587 95505 80051 28997 15244
86 06042 14963 65815 40656 88477 19243 64079 38435 89071 62237
87 81528 33868 23330 36980 46053 11634 31694 53839 65208 33531
88 68863 27581 92361 71454 42072 91644 80367 68416 61807 08854
89 39647 93857 34860 52904 57547 35620 05060 76352 18605 75766
90 21476 21183 28925 99125 44404 97974 60508 23941 26929 42864
91 40891 39927 39790 52346 47240 19205 75654 88471 11181 24358
92 90624 63384 95051 53091 21240 36471 36298 66205 79174 32842
93 96321 36783 91011 88818 39746 27902 20852 99977 26838 02683
94 41326 05496 62657 95792 42935 73742 18441 04654 22697 49318
95 66060 53338 64608 81356 88947 79601 56753 71614 48918 80915
96 69354 12483 53039 31102 55047 92794 35471 98436 79082 01312
97 67772 46425 96143 33176 85593 89510 78855 00253 74998 22139
98 82541 93144 22308 80805 28917 83007 99054 14729 25255 03594
99 01302 09619 40846 36009 92417 92141 65396 60521 47231 86797
100 79911 70395 56185 74627 87400 59738 40842 92321 98806 37009
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Tabela de coeficientes binomiais 263
Coeficientes binomiais C}}

E\n 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 T 1 1 1 T 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 12 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105

3 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286 364 455

4 1 15 35 70 126 210 330 495 715 1001 1365

5 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002 3003

6 1 7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005

7 1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435

8 1 9 45 165 495 1287 3003 6435

9 1 10 55 220 715 2002 5005

10 111 66 286 1001 3003

11 112 78 364 1365

12 1 13 91 455

13 1 14 105

14 1 15

15 1
E\n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
2 120 136 153 171 190 210 231 253 276 300
3 560 680 816 969 1140 1330 1540 1771 2024 2300
4 1820 2380 3060 3876 4845 5985 7315 8855 10626 12650
5 4368 6188 8568 11628 15504 20349 26334 33649 42504 53130
6 8008 12376 18564 27132 38760 54264 74613 100947 134596 177100
7 11440 19448 31824 50388 77520 116280 170544 245157 346104 480700
8 12870 24310 43758 75582 125970 203490 319770 490314 735471 1081575
9 11440 24310 48620 92378 167960 293930 497420 817190 1307504 2042975
10 8008 19448 43758 92378 184756 352716 646646 1144066 1961256 3268760
11 4368 12376 31824 75582 167960 352716 705432 1352078 2496144 4457400
12 1820 6188 18564 50388 125970 293930 646646 1352078 2704156 5200300
13 560 2380 8568 27132 77520 203490 497420 1144066 2496144 5200300
14 120 680 3060 11628 38760 116280 319770 817190 1961256 4457400
15 16 136 816 3876 15504 54264 170544 490314 1307504 3268760
16 1 17 153 969 4845 20349 74613 245157 735471 2042975
17 1 18 171 1140 5985 26334 100947 346104 1081575
18 1 19 190 1330 7315 33649 134596 480700
19 1 20 210 1540 8855 42504 177100
20 1 21 231 1771 10626 53130
21 1 22 253 2024 12650
22 1 23 276 2300
23 1 24 300
24 1 25

[\
ot

1
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Tabela da distribuicdo t(k) de Student
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t
k\4rea 0.20 0.10 0.05 0.025 0.02 0.01 0.005 0.001
1 1.376 3.078 6.314 12.706 15.895 31.821 63.657 318.309
2 1.061 1.886 2.920 4.303 4.849 6.965 9.925 22.327
3 0.978 1.638 2.353 3.182 3.482 4.541 5.841 10.215
4 0.941 1.533 2.132 2.776 2.999 3.747 4.604 7.173
5 0.920 1.476 2.015 2.571 2.757 3.365 4.032 5.893
6 0.906 1.440 1.943 2.447 2.612 3.143 3.707 5.208
7 0.896 1.415 1.895 2.365 2.517 2.998 3.499 4.785
8 0.889 1.397 1.860 2.306 2.449 2.896 3.355 4.501
9 0.883 1.383 1.833 2.262 2.398 2.821 3.250 4.297
10 0.879 1.372 1.812 2.228 2.359 2.764 3.169 4.144
11 0.876 1.363 1.796 2.201 2.328 2.718 3.106 4.025
12 0.873 1.356 1.782 2.179 2.303 2.681 3.055 3.930
13 0.870 1.350 1.771 2.160 2.282 2.650 3.012 3.852
14 0.868 1.345 1.761 2.145 2.264 2.624 2.977 3.787
15 0.866 1.341 1.753 2.131 2.249 2.602 2.947 3.733
16 0.865 1.337 1.746 2.120 2.235 2.583 2.921 3.686
17 0.863 1.333 1.740 2.110 2.224 2.567 2.898 3.646
18 0.862 1.330 1.734 2.101 2.214 2.552 2.878 3.610
19 0.861 1.328 1.729 2.093 2.205 2.539 2.861 3.579
20 0.860 1.325 1.725 2.086 2.197 2.528 2.845 3.552
21 0.859 1.323 1.721 2.080 2.189 2.518 2.831 3.527
22 0.858 1.321 1.717 2.074 2.183 2.508 2.819 3.505
23 0.858 1.319 1.714 2.069 2.177 2.500 2.807 3.485
24 0.857 1.318 1.711 2.064 2.172 2.492 2.797 3.467
25 0.856 1.316 1.708 2.060 2.167 2.485 2.787 3.450
26 0.856 1.315 1.706 2.056 2.162 2.479 2.779 3.435
27 0.855 1.314 1.703 2.052 2.158 2.473 2.771 3.421
28 0.855 1.313 1.701 2.048 2.154 2.467 2.763 3.408
29 0.854 1.311 1.699 2.045 2.150 2.462 2.756 3.396
30 0.854 1.310 1.697 2.042 2.147 2.457 2.750 3.385
40 0.851 1.303 1.684 2.021 2.123 2.423 2.704 3.307
50 0.849 1.299 1.676 2.009 2.109 2.403 2.678 3.261
60 0.848 1.296 1.671 2.000 2.099 2.390 2.660 3.232
70 0.847 1.294 1.667 1.994 2.093 2.381 2.648 3.211
80 0.846 1.292 1.664 1.990 2.088 2.374 2.639 3.195
90 0.846 1.291 1.662 1.987 2.084 2.368 2.632 3.183
100 0.845 1.290 1.660 1.984 2.081 2.364 2.626 3.174
150 0.844 1.287 1.655 1.976 2.072 2.351 2.609 3.145
200 0.843 1.285 1.653 1.972 2.067 2.345 2.601 3.131
500 0.842 1.283 1.648 1.965 2.059 2.334 2.586 3.107
1000 0.842 1.282 1.646 1.962 2.056 2.330 2.581 3.098
z 0.842 1.282 1.645 1.960 2.054 2.326 2.576 3.090







Bibliografia Geral

Abraham, B., Ledolter, J. (1983). Statistical Methods for Forecasting, Wiley.

Agresti, A., Coull, A. (1998). Approximate are better than “exact” for interval esti-

mation of binomial proportions, The American Statistician, 52, 119-126.

Albert, J.H. (2003). College students’ conceptions of probability, The American Sta-
tistician, 57, 37-45.

Anderson, D.R., Sweeney, D.J., Williams, T.A. (2002). Estatistica Aplicada o Admi-

nistracao e Economia, Pioneira.

Blume, J.D., Royall, R.M. (2003). Illustrating the law of large numbers, The American
Statistician, 57, 51-55.

Brown, L.D., Cai, T.T., DasGupta, A. (2001). Interval estimation for binomial pro-
portion, Statistical Science, 16, 101-133.

Ferreira, 1., Gongalves, V.P. (1996). Métodos Quantitativos, Texto Editora.
Gomes, M.IL., Barao, M.1. (1999). Controlo Estatistico de Qualidade, SPE.

Graga Martins, ML.E., Cerveira, A.G. (1999). Introdu¢do as Probabilidades e a Es-

tatistica, Universidade Aberta.
Levy, P. (1999). Sampling of populations: methods and applications, Wiley.

Martins, M.E.G., Cerveira, A.G. (2000). Introdu¢ao das Probabilidades e a Estatistica,
Universidade Aberta.

McPherson, G. (1990). Statistics in scientific investigation: its basis, application, and

interpretation, Springer.

Moore, D.S. (1985). Statistics: Concepts and Controversies, W.H. Freeman and Com-
pany.

269



270 Notas de Métodos Quantitativos

Moore, D.S., McCabe, G.P. (2003). Introduction to the Practice of Statistics, W.H.

Freeman and Company.

Murteira, B.J.F. (1993). Andlise Exploratéria de Dados. Estatistica Descritiva, McGraw-
Hill.

Person, E.S. (1931). The analysis of variance in cases of non-normal variation, Biome-
trika, 23, 114-133.

Pestana, D.D., Velosa, S.F. (2002). Introdu¢do a Probabilidade e a Estatistica, Vol. 1,

Fundacao Calouste Gulbenkian.

Posten, H.O. (1978). The robustness of the two-sample t-test over the Pearson system,
J. Statist. Comput. Simul., 6, 295-311.

Vicente, P., Reis, E., Ferrao, F. (1996). Sondagens: a amostragem como factor decisivo
de qualidade, Edicoes Silabo.

Welch, B.L. (1937). The significance of the difference between two means when the

population variances are unequal, Biometrika, 29, 350-362.



Indice Remissivo

acontecimento(s) por grupos, 117
aleatério, 126 por quotas, 118
certo, 128 amplitude, 40
contrario, 129 interquartil, 42
elementar, 128 associagao
impossivel, 128 entre duas variaveis, 75
incompativeis, 130 linear, 78
independentes, 145 negativa, 77
amostra(s), 2, 11, 115 positiva, 76

amplitude da, 40

lo, 64
amplitude interquartil, 42 carta de controlo, 6

. , 2

de resposta voluntaria, 115 censo.

coeficiente
binomial, 177

de correlacao linear, 83

desvio-padrao da, 38
dimensao da, 11, 115
emparelhadas, 114, 246

) propriedades do, 84
minimo da, 40

de correlacao linear
célculo do, 85

de determinacao, 90

maximo da, 40
média da, 30

di da, 33 5 inui
mediana da, correcgao de continuidade, 188

nao-enviesada, 115
cronograma, 99

percentis da, 41 curva densidade, 56
de probabilidade, 160
de Student, 213

desvio-padrao duma, 59

quartis da, 40

sem-viés, 115

variancia da, 38
amostragem, 4

média duma, 59

aleatéria simples, 116 normal centrada e reduzida, 65

de resposta voluntaria, 118 normal standard, 65
em varias etapas, 116
estratificada, 116 desvio-padrao, 38
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assimétrica positiva, 28
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factor, 110
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dum acontecimento, 133
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alternativa, 225
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unilateral, 228
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desvio-padrao da, 193
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distribuicao da, 174

média da, 181
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dos minimos quadrados, 88
regra 68-95-99.7, 62, 70

regressao
cubica, 93
linear, 92

quadratica, 93
residuo, 92
robustez

da média, 32

da mediana, 34

série cronologica, 99
sazonalidade duma, 100
tendéncia duma, 100

série temporal, 99

tabela
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final, 117
individual, 115
priméria, 117

secundéaria, 117

universo da sondagem, 2

variavel, 11

dependente, 80, 111
distribuicao duma, 14
explicativa, 80, 110
independente, 80, 110
normal, 60

padronizacao duma, 69
omissa, 112
qualitativa, 12

quantitativa, 13

resposta, 80, 111
variavel aleatéria, 151
binomial, 176

aproximacgao normal para a, 185

da distribuicao de Student, 267

da distribui¢ao normal standard, 255

de coeficientes binomiais, 263

de frequéncias, 14 ) ~

de nimeros aleatérios, 113, 259 desvio-padrao duma, 180

distribuicao de probabilidade duma,
177

média duma, 180

tamanho da amostra
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