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Prefacio

Decorria o ano de 1956 e nos Annals of Mathematical Statistics surgia
um artigo de Murray Rosenblatt onde era proposta uma familia de estima-
dores da densidade de probabilidade subjacente as observacoes realizadas
que ficariam conhecidos na literatura como estimadores do ntcleo (kernel
estimates). Apesar de outros autores, como Fix e Hodges (1951) ou Akaike
(1954), terem previamente considerado estimadores do mesmo tipo no con-
texto da analise discriminante nao-paramétrica, ¢ sem duvida o trabalho
seminal de Rosenblatt que da origem a toda uma vasta literatura sobre
estimagao nao-paramétrica de funcoes, sejam elas densidades de probabili-
dade, derivadas da densidade, fungoes de distribuicao, funcoes de regressao
e suas derivadas, entre outras.

De entre os muiltiplos estimadores nao-paramétricos que os utilizado-
res tém presentemente a sua disposicao (ver Prakasa Rao, 1983; Devroye e
Gyorfi, 1985; Silverman, 1986; Bosq e Lecoutre, 1987; Hardle, 1990, 1991;
Thompson e Tapia, 1990; Scott, 1992; Wand e Jones, 1995; Simonoff, 1996;
Bowman e Azzalini, 1997; Fan e Gijbels, 1997; Hardle et al., 2004; Wasser-
man, 2006), o estimador do nicleo ¢é, sem divida, o mais popular. Algumas
das razoes que podem ser avancadas para justificar tal facto, sao segura-
mente a simplicidade da sua definicao, a sua versatilidade e as suas boas
propriedades tedricas e praticas. Se centrarmos a nossa atengao no caso
da estimacao nao-paramétrica da densidade de probabilidade, tépico que

estudamos neste mini-curso, a popularidade do estimador do ntcleo sé6 é



superada pela do estimador classico do histograma que usamos em cur-
sos introdutoérios de Estatistica e que é em muitos softwares estatisticos, o
unico estimador da densidade disponibilizado ao utilizador.

Por estes motivos, mas também por razoes didacticas que se tornarao
claras no decorrer deste mini-curso, decidimos organizar o presente texto
em torno destes dois estimadores da densidade. Depois de no Capitulo 1 nos
dedicarmos a questoes de indole geral sobre a estimagao nao-paramétrica da
densidade de probabilidade, nos Capitulos 2 e 3 estudamos os estimadores
do histograma e do ntcleo, respectivamente. Apesar de centrarmos a nossa
atencao no estudo do caso unidimensional, nao deixaremos de abordar a
generalizacao dos dois estimadores ao contexto multivariado.

Tomando como ponto de partida os assuntos que expomos neste texto,
teremos ainda oportunidade de abordar durante o curso, mesmo que de
forma breve, outros topicos aqui nao incluidos como sao os casos da es-
timacao da densidade sob condicoes de dependéncia, dos testes de ajusta-
mento baseados no estimador do nicleo da densidade ou da estimacao pelo
método do nucleo de outros parametros funcionais de interesse.

A Comissdo Organizadora do XVIII Congresso Anual da Sociedade Por-
tuguesa de Estatistica agradeco o convite que simpaticamente me formulou
para leccionar este mini-curso. Devo um agradecimento especial ao meu

colega Paulo Eduardo Oliveira pelo apoio e estimulo sempre demonstrados.

Carlos Tenreiro

Coimbra, Julho de 2010
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1

Estimacao nao-paramétrica da

densidade

Modelos paramétricos e nao-paramétricos. Medidas da qualidade dum es-
timador. O estimador da janela mdvel. Ndao existéncia de estimadores

céntricos da densidade. O papel do parametro de suavizagao.

1.1 Modelos paramétricos e nao-paramétricos

A partir de um conjunto de observacoes que interpretamos como realizagoes
independentes de uma varidvel real X com distribuicao absolutamente

continua com densidade de probabilidade f, desconhecida, isto é,

P(a<X<b):/bf(ac)dx

para todo —oo < a < b < 400, interessamo-nos neste curso pela estimacao
nao-paramétrica da densidade f.

Contrariamente a uma abordagem paramétrica em que assumimos que
f pertence a uma familia paramétrica de distribui¢Ges, como a normal, a
lognormal ou a gama, e em que estimamos os parametros desconhecidos
usando, por exemplo, o estimador da maxima verosimilhanca, numa abor-
dagem nao-paramétrica nao é assumida qualquer forma funcional para f. A
ideia de base da inferéncia nao-paramétrica é a de usar as observacoes rea-

lizadas para inferir sobre f impondo condigoes o menos restritivas possivel
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sobre a distribuicao de probabilidade subjacentes as mesmas.
Formalizando um pouco mais, podemos dizer que um modelo para a

estimacao de f consiste na introducao de uma restricao da forma
fe2, (1.1.1)

onde Z é uma familia de densidades de probabilidade. Quando Z pode ser
indexada por um ntmero finito de nimeros reais, dizemos que o modelo é
paramétrico. Caso contrario, quando a familia 2 é demasiado vasta para
ser indexada por um ntumero finito de ntimeros reais, o modelo diz-se nao-

paramétrico (ver Bosq e Lecoutre, 1987; Ferraty e Vieu, 2006).

1.2 Medidas da qualidade dum estimador

Um estimador f, da densidade de probabilidade desconhecida f, depende
das observagoes realizadas e, para cada = € R, f,(x) é uma varidvel
aleatoria real fazendo sentido calcular a sua média e a sua variancia. Varias
medidas podem ser usadas para avaliar a discrepancia entre f,, e a verda-
deira densidade f. Quando consideramos a estimacao num ponto x, uma
medida natural da qualidade de f,(z) é o erro quadratico médio definido
por
BQM(fn(2)) = B{ fu(z) — f(z)}",

que admite a decomposicao

2

EQM(fo(2)) = B{ fu(z) — Efa(2)}* + {Efu(z) — f(2)}
= Varf,(z) + Viésf, (z). (1.2.1)

A primeira e mais usada forma de medir a qualidade global de f,, como

estimador de f é o erro quadratico médio integrado definido por

BQMI(f,) = E [ {fu(o) - f(o))?do (1.22)

(cf. Rosenblatt, 1956; Parzen, 1962; Watson e Leadbetter, 1963). Aten-

dendo a nao negatividade da funcao integranda, o erro quadratico médio
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integrado nao é mais do que o integral, extendido a R, do erro quadratico
médio EQM( f,,(x)). Tal como acontecia para este, o erro quadratico médio

integrado é a soma de duas parcelas que resultam do variancia e do viés do

estimador:
EQMI(f,) = IVAR(f,,) + IVIES(f,), (1.2.3)
onde
IVAR(f,) = /Varfn(x) dx (1.2.4)
e
IVIES(f,) = /Viésfn(x)de. (1.2.5)

Sempre que EQMI(f,) — 0, quando n — oo, diremos que f, converge
para f em média quadratica integrada. Atendendo a desigualdade de Mar-
kov, tal implica que

onde
un—ﬂb:(/uum—fmnwﬁuz

, . A~ . P ~ . 1.

é a distancia Lo entre f,, e f, e — denota a convergéncia em probabilidade.
Outras medidas que usaremos como medidas da discrepancia entre f, e f
sao, por exemplo, a distancia L e a distancia uniforme ou L., definidas,

respectivamente, por

mn—ﬂh:/umm—fmwm

1fn=fllo="sup  [ful(z) — f(=)].
co<r<+00

Sobre estas e outras medidas de discrepancia entre f, e f ver Devroye
(1987). Os modos de convergéncia em probabilidade (—=) e quase certa
(L) serao por nés usados no estudo das medidas de discrepancia ante-
riores. Como o leitor podera verificar a partir das referéncias bibliograficas
que vamos indicando, os resultados que apresentamos relativos a convergéncia
quase certa sao, na sua quase totalidade, também validos para a con-

vergéncia quase completa.
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1.3 O estimador da janela movel

Neste mini-curso vamos dar particular relevo a dois estimadores da densi-
dade que definiremos nos paragrafos §2.1 e §3.1. Um deles é o estimador
classico do histograma cujas origens sao incertas mas cuja designacao é
atribuida a Karl Pearson. O outro é o estimador do ntucleo da densidade
introduzido por Rosenblatt (1956), sendo por ele apresentado como uma
extensao de um estimador da densidade previamente considerado por Fix
e Hodges (1951) e Akaike (1954) no contexto da anédlise discriminante nao-
paramétrica. Esse estimador, designado habitualmente por estimador da

janela mével, é definido, para x € R, pela razao incremental

 Fu(x A4 hy) — Fo(x — hy)

fn(@) = o : (1.3.1)

onde (hy) é uma sucessao de nimeros reais estritamente positivos desti-
nada a convergir para zero quando o tamanho da amostra aumenta, a que

chamamos habitualmente janela, e

1 n
Fo(2) = — ZI(XZ- <), (1.3.2)
i=1
é a funcao de distribuicao empirica associada a amostra Xi,...,X, de

copias independentes da variavel X.
Vamos deter-nos por breves momentos neste estimador. Possuindo
2nhy, fr(xz) uma distribuigao binomial de parametros n e F(z+h,)— F(x—

hy), onde F é a funcao de distribui¢ao com densidade f,
F= | f
]_Oovu}

podemos com facilidade concluir que o viés e a variancia de f,(x) sdo dados
por

Viésfp(z) = gn(x) — f(x)

Var f,,(z) = (2)(1 = 2hngn(x)),

2nh,, n
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onde

F(z+hy) = Fle = )

an(w) = 2h

Estas expressoes permitem-nos, num primeiro momento, por em evidén-
cia as caracteristicas mencionadas em §1.1 acerca do modelo estatistico
associado ao problema de estimacao anterior. Sendo f continua em x,
concluimos que se forem verificadas as condigoes h,, — 0 e nh, — 400,

entao
EQM(fn(z)) — 0,

ou seja, fn(z) converge para f(x) em média quadrética. Reparemos que
neste caso a familia 2 em (1.1.1) é constituida pelas densidades de pro-
babilidade continuas no ponto z. Se f é de quadrado integravel, é ainda

possivel provar que nas condigoes anteriores sobre (h,,) se tem
EQMI(fn) — 0,

ou seja, f, converge para f em média quadratica integrada. Neste caso,
a familia & pertencem as densidades de probabilidade de quadrado in-
tegravel. Num e noutro caso, a familia & é demasiado vasta para poder
ser indexada por um numero finito niimeros reais, sendo nao-paramétrico

o modelo estatistico definido pela condigao f € 2.

1.4 Nao existéncia de estimadores céntricos

A expressao que obtivemos para o viés do estimador da janela médvel poe
em evidéncia uma outra caracteristica que, como veremos a seguir, nao é
especifica deste estimador. Estamos a referir-nos ao facto de f,,(z) nao ser
um estimador céntrico de f(x). Seguindo de perto a elegante demonstragao
apresentada por Rosenblatt (1956), mostramos a seguir que, sob certas
condigoes gerais, nao existem estimadores céntricos da densidade. Repre-
sentaremos por ¢ a familia das densidades de probabilidade continuas em
R.
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Teorema 1.4.1. Dado n € N, ndo existe um estimador nao-negativo
(3 X1,..., Xp) de f tal que

Eyp(z; Xq1,..., X)) = f(x), (1.4.2)
para todo o f € € e x € R.

Dem: Sem perda de generalidade podemos assumir que 7, (-;1,...,2,) é
uma fungao simétrica de z1, ..., x, (isto é, invariante para permutacoes das
variaveis x1, ..., x,), umavez que v, (z; x1, ..., Ty) = %Z’yn(x; Tigyeney i),
onde o somatdrio é extendido a todas as permutagoes (i1, ..., i,) de {1,...,
n}, é uma fungao simétrica de z1,...,z, que também satisfaz (1.4.2).
Suponhamos por absurdo que v, (+; X1, ..., X,,) > 0 satisfaz (1.4.2) para
todo o f € ¥ e x € R. Usando o teorema de Fubini, para a < b temos

b b
E/ *yn(x;Xl,...,Xn)dx:/ Evp(z; X1,...,Xp)dx
b
:/ f(x)dx = F(b) — F(a),

e portanto f; Yo (z; X1, ..., Xp)dx é um estimador céntrico e simétrico de
F(b) — F(a). Como consequéncia do facto do vector das estatisticas ordi-
nais ser uma estatistica exaustiva e completa para o modelo estatistico em
questao (cf. Lehmann, 1959, p. 133), F,(b) — F,,(a) é o tnico estimador

céntrico e simétrico de F'(b) — F'(a) o que permite concluir que

b
F,.(b) — F,(a) = / nl(x; X1, ..., Xy )de,
a
para todo o a < b e quase todo o X1,...,X,. F, seria assim uma fungao

absolutamente continua, o que nao é verdade.

O

1.5 O papel do parametro de suavizagao

Outra caracteristica importante revelada pelas expressoes obtidas para o

viés e para a variancia do estimador da janela movel, prende-se com o papel
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Figura 1.5.1: Varf,(z), Viesf,(7)? e EQM(f.(x)) em funcdo de h, = h

para a distribuicao normal standard no ponto x = 0 com n = 100.

desempenhado pela janela h,,, a que chamamos também parametro de sua-
vizacao (smoothing parameter) e que na pratica é escolhida pelo utilizador.
Tomando x = 0, f a densidade normal standard, e usando as expressoes
deduzidas em §1.3, representamos na Figura 1.5.1 o comportamento da
variancia e do quadrado do viés de f,,(0) em fungao da escolha da janela
hy. Verificamos que valores demasiado pequenos de h,, conduzem a um
estimador com viés reduzido mas com grande variabilidade, enquanto que
valores grandes de h,, reduzem a variabilidade do estimador mas aumentam
o seu viés. Como se ilustra na Figura 1.5.2, no primeiro caso as estima-
tivas produzidas apresentam grandes irregularidades fazendo surgir carac-
teristicas artificiais de multimodalidade, enquanto que no segundo caso,
tais caracteristicas, a existirem, poderao nao ser reveladas pelo estimador.

Uma escolha adequada da janela h,, passara necessariamente por esta-
belecer um compromisso entre estas duas situacoes. Este serda um ponto
fundamental do estudo que desenvolveremos nos préximos capitulos sobre
dois dos mais populares estimadores da densidades existentes na literatura:

o estimador do histograma e o estimador do ntcleo. Salvo indicacao em
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Figura 1.5.2: Estimativas do estimador da janela mdvel com h, = 0.3 e
h, = 1.2, para uma amostra de tamanho n = 100 da distribuicdo normal

standard.

contrario, assumiremos que X1,..., X, sao variaveis aleatérias reais inde-
pendentes e identicamente distribuidas, possuindo uma distribuicao abso-
lutamente continua com funcao de distribuicao F' e densidade de probabi-
lidade f, desconhecidas.

Os gréficos anteriores, bem como outros graficos que apresentamos ao
longo do texto foram executados com recurso ao software R (R Development
Core Team, 2009) e a package KernSmooth (S original by Matt Wand. R
port by Brian Ripley, 2009).
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O estimador do histograma

Defini¢ao do estimador. Propriedades locais de convergéncia. Desenvolvi-
mentos assintoticos para o viés e variancia num ponto. Propriedades globais
de convergéncia. Desenvolvimento assintotico para o erro quadrdtico médio
integrado. Escolha assintoticamente optima de hy,. Influéncia da origem
no comportamento do histograma. Escolha prdtica de h,. O poligono de

frequéncias. Histogramas multivariados.

2.1 Definicao do estimador

Para n € N defina-se uma particao A, de R a partir de uma origem a,

por
Apj :]an,j’an,jJrl]a
onde
Qpj+1 = Onj + hp, j €2,
e

hy, > 0.

Cada um dos intervalos A,, ; ¢ habitualmente denominado classe. Ao con-
junto dos pontos ay;, j € Z, chamaremos malha da particao A,,.

O histograma associado a particao anterior é definido, para € A,, ;,
por

2 Fn(an,jJrl) - Fn(amj)

fnlx) = ™ (2.1.1)
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1 n
- D I(Xi € Any), (2.1.2)
i=1

onde F,, é a fungao de distribuigdo empirica definida por (1.3.2).
Para todo o n € N, fn é uma densidade de probabilidade. Claramente
fa(z) >0 paratodooz € Re

/fn(m)dx = Z/Aw- fo(z)da

JEZL

n
= % YOS IXieAn;) =1
i=1 jEZ

Independentemente da densidade f ser, ou nao, continua, o histograma
é uma funcao escalonada, estando o conjunto dos seus pontos de descon-
tinuidade contido na malha da particdo. Apesar do histograma ser, por
vezes, demasiado sensivel a escolha da origem da particao, em particular
quando o tamanho da amostra nao é grande, a escolha do parametro h, a
que chamaremos janela, é de fundamental importancia, dependendo dela as
propriedades, quer assintéticas quer a distancia finita, do histograma como

estimador da densidade de probabilidade.

2.2 Propriedades locais de convergéncia

Os primeiros estudos sobre a qualidade do histograma como estimador da
densidade de probabilidade sao, de acordo com Cencov (1962) e Nadaraya
(1989), efectuados por Glivenko (1934) e Smirnov (1950, 1951). Os resulta-
dos que apresentamos neste pardagrafo sobre comportamento assintotico do
viés, variancia e erro quadratico médio do histograma, surgem nos trabalhos
de Révész (1972), Scott (1979) e Freedman e Diaconis (1981).

2.2.1 Viés

Sabemos ji que nao existe um estimador nao negativo da densidade de

probabilidade que seja céntrico para toda a densidade f pertencente a um
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conjunto que inclua as densidade continuas. No entanto, se h,, — 0, quando
n — +00, mostramos a seguir que o histograma é assintoticamente céntrico
(ou assintoticamente sem viés) no conjunto ¢ das densidades continuas em

R.

Proposigao 2.2.1. Seja f continua em x € R. Se h, — 0 entdo

Ef,(z) — f(z).

Dem: Para n € N, representemos por Ay, ;. =lay j,,0n,j, + hn] 0 elemento

da particao A, que contém z. De (2.1.2) temos

Bfala) = 5 /A f(w)dy, (222)

n,jx
e também

B () — f(z)] < hi /A F() — f(x)ldy.

e

Pela continuidade de f em x, e atendendo a que h,, — 0, basta agora
notar que para € > 0, qualquer, e para n suficientemente grande, vale a
desigualdade |f(y) — f(x)| < €, sempre que y € A, ;.. .
A ordem de convergéncia para zero do viés depende de propriedades
locais da densidade desconhecida f. Se além da continuidade no ponto z,
f verificar uma condi¢do de Lipschitz de ordem «, para « €]0,1], numa
vizinhanga de =z € R, isto é, se existirem ¢ > 0 e M > 0 (possivelmente

dependentes de ) tais que

[f(y) = f(2)] < My — 2|7,

para todo o y,z €x — d,x + J], escrevemos neste caso f € Z(«a), da

demonstracao anterior concluimos que para n suficientemente grande
|Viés fr ()| < Mhy,

e portanto
Viésf,(x) = O (h2). (2.2.3)
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Em particular, sendo f’ limitada numa vizinhanca de x temos
Viésfp(x) = O (hy) .

Como veremos a seguir, mesmo para densidades mais regulares a ordem
de convergéncia anterior nao pode ser melhorada. Para demonstrarmos
este facto, vamos lancar mao da férmula de Taylor que recordamos a seguir
(cf. Lima, 1995, pp. 222-5, 262-3). Este é sem divida um instrumento
fundamental para obter desenvolvimentos assintoticos e serd por nés usado

com frequéncia.

Teorema 2.2.4 (Férmula de Taylor). Seja g uma fungao real de varidvel
real admitindo derivada até a ordem p—1 numa vizinhanca do ponto x € R.

Entao, sendo u,, uma qualquer sucessao de niumeros reais convergente para

zero temos
p—1 ol
9@+ ) = 322 g0 (@) + Ry (@),
=0
onde
Ry (z) = o(ul™1h). [resto infinitesimal]

Além disso:
a) Se g admite derivada de ordem p numa vizinhanca do ponto x, entdo

para cp(x) €z, x + uy| temos
up
R, (z) = — 9P (cn (), [resto de Lagrange/
p!

b) Se g admite derivada de ordem p continua numa vizinhanga do ponto

x temos

1 (1 _ t)p—l
R, (z) = uﬁ/ RrEE 9P (x4 tuy)dt.  [resto integral]
0 - .

No resultado seguinte assumimos que f’ é de Lipschitz de ordem a no
ponto z. Esta condicao é em particular satisfeita com o« = 1 se f possuir

derivada de segunda ordem numa vizinhanga de z.
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Teorema 2.2.5. Para x € R, se f' € Z.(a) e h, — 0 entio

Bfu(e) ~ () = 22

onde |an j,, an j, + hn] € 0 elemento da particio A, que contém x.

F@) (1 =2 = ang,) /) +0 (h3*),

Dem: Atendendo a que da féormula de Taylor com resto integral se tem

) = F(@) + (y — ) /O fe 4ty — 2)dt,

de (2.2.2) concluimos que

R (g Qn,jg+hn
Bhate) - @) = L5 [

a’"’jz
1 Qn,jg +hn 1 , ,
+ = (y — x)/o (f'(z+tly —2)) — f'(x)) dtdy,

n an,jg;

onde
An, gy +hn h2
[ - ady = - 2 ang ) /)
an,jz

e

A, jp +hn 1
[ o /0 (F'(x + tly — ) — f'(x)) dtdy| < MBS,

n,jx

para n suficientemente grande.
O
Reparemos que nas condigoes anteriores o viés é proporcional a h,, uma
vez que |1 — 2(z — apj,)/hn| < 1. No entanto, se o ponto x é ponto médio
de uma das classes das sucessivas particoes, isto ¢, se © = ay_j, + hn/2, 0

viés é de ordem h2*! e ndo apenas de ordem h,,.

2.2.2 Variancia

Tendo em conta (2.1.2) e (2.2.2), a variancia de f,(x) ¢ dada por

Varfu(o) = i [ fan(1- [

n,jx n,jx

= LR @) = hEL @), (2.2.6)

nhy,

f(y)dy>
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onde A,, ;. ¢ o elemento da particao A,, que contém x. O resultado seguinte

é consequéncia da Proposicao 2.2.1.

Proposigao 2.2.7. Seja f continua em x € R. Se h, — 0 entdo
nhy, Var fp,(z) = f(x).
Em particular, se nh, — +oo concluimos que
Var f, (z) — 0,

sendo a ordem de convergéncia para zero da variancia do histograma dada
por

Var f,(z) = O ((nhn)™1).

Com condigoes adicionais de regularidade sobre f podemos ainda obter
o desenvolvimento seguinte. Reparemos, no entanto, que tais condicoes sao

mais fracas que as utilizadas no desenvolvimento assintotico do viés.

Teorema 2.2.8. Seja f com derivada [’ limitada numa vizinhanga de
rz € R. Se h,, — 0 entao

Varf, () = nihn F(z) +0(nY).

Dem: Consequéncia das igualdades (2.2.6) e Ef,(z) = f(x) + O(hy).
U

2.2.3 Erro quadratico médio

O resultado seguinte é agora uma consequéncia da decomposigao (1.2.1) do
erro quadratico médio no ponto x como soma de dois termos provenientes

da variancia e do viés do estimador.

Teorema 2.2.9. Seja f continua em z € R. Se h, — 0 e nh, — 400

entao

EQM(f,(z)) — 0.
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Sob condigoes adicionais de regularidade sobre f podemos ainda obter,
como consequéncia imediata dos Teoremas 2.2.5 e 2.2.8, o desenvolvimento

seguinte.

Teorema 2.2.10. Para z € R, se f € derivdvel com f' € £, (a) entdio,

X 2
BOM(fo(0) = == (@) + 2 /@) (1= 20 = an,) /)
+0(n ) +0 (hXt).

Relativamente a ordem de convergéncia para zero do erro quadrético
médio no ponto x, podemos concluir da discussao tida nos dois paragrafos
anteriores que esta depende das condicoes de regularidade assumidas sobre

f. Em particular, se f € Z;(a) com « €]0, 1], entao

EQM(fn(x)) = O ((nhn) " + b2 .

Assim, a maior ordem de convergéncia € atingida tomando h,, = ¢ n~Y (1+20‘),

com ¢ > 0, obtendo-se neste caso
EQM(fn(x)) = O(niQO‘/(lJrQa)) )

No caso limite o = 1, e tomando

1/3

h, =cn~ /2, com ¢ >0,

a ordem de convergéncia em probabilidade para o estimador do histograma
¢é dada por
(@) = f(x) = Op(n™"7%).

As decomposicoes anteriores poem em evidéncia o papel determinante
que h, tem no comportamento assintético do estimador. A janela devera
convergir para zero para que o viés do estimador seja pequeno mas nao po-
dera convergir muito rapidamente sob pena de obtermos um estimador com
grande variabilidade. Dito de outra maneira, se a janela h,, é demasiado
pequena o histograma serda muito irregular, enquanto que se h,, ¢ demasiado
grande o histograma serd demasiado suave. Uma escolha adequada de h,,
passarad necessariamente por estabelecer um compromisso entre estas duas

situacoes. Este assunto sera estudado mais a frente.
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2.2.4 Convergéncia quase certa

A derivacao de resultados sobre a convergéncia pontual quase certa do his-
tograma, é conseguida a partir das chamadas desigualdades exponenciais,
também conhecidas por desigualdades de tipo Bernstein. O resultado se-
guinte, consequéncia do Teorema 3 de Hoeffding (1963), dd-nos um exemplo

de uma tal desigualdade.

Lema 2.2.11. Sejam Z1,. .., Z, varidveis aleatorias reais independentes e
identicamente distribuidas com E(Z;) =0, |Z;| < a e E(Z;)? < 5%. Entdo,
para 0 < € < B2 /a, vale a desigualdade

- 3ne?
P(‘;Zi Zne) < 2exp <— 8ﬁ2>'

No resultado seguinte estabelecemos condicoes suficientes sobre a janela

para a convergéncia pontual quase certa do histograma. Tais condigoes sao

em particular satisfeitas quando h,, — 0 e nh,/logn — +oc.

Teorema 2.2.12. Seja f continua em x € R. Se h, — 0 e se

o
Zexp(—’ynhn) < 00, para todo oy >0,

n=1
entao
folz) 55 f(2).
Dem: Atendendo & Proposicao 2.2.1 basta mostrar que fn(x) - Efn(ac) LN
0. Ora,

fula) ~ Bfalw) = - 3" 71
=1

com

7= - (1(X1 € Ay, — P(Xi € Ay y),

onde |Z;| < 1/h,, e para n suficientemente grande, E(Z;)? < C/h,, com
C > 0. Pelo Lema 2.2.11 concluimos que para todo o 0 < ¢ < C, se tem

P(|fu(2) — Efa(z)] > €) < 2exp (—3nhne?/(8C)) . (2.2.13)
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Para concluir basta agora notar que por hipétese o segundo membro da

desigualdade anterior é o termo geral de uma série convergente.
O

Ordem de convergéncia

A ordem de convergéncia quase certa que a seguir apresentamos é con-
sequéncia imediata de (2.2.3) e da desigualdade (2.2.13).

Teorema 2.2.14. Para x € R, seja f € £, (a). Se hy, — 0 e nhy,/logn —

ful@) - (@) = 0( (log’”‘)m ; h%).

nhy,

+o00 entao

A maior ordem de convergéncia quase certa que podemos obter a partir

1+2a)

do resultado anterior passa por tomar h,, = ¢ (logn/n)/( , com ¢ > 0,

obtendo-se neste caso

ote) ~ 1) = 0 (IOg”)a/(ma) )

n

No caso em que o = 1 obtemos a ordem de convergéncia

o s =of (211,

que ¢é ligeiramente inferior a ordem de convergéncia em probabilidade que

obtivemos em §2.2.3 sob condigoes anédlogas sobre f.

2.3 Convergéncia L.

Estudamos neste pardgrafo a convergéncia uniforme forte do estimador do
histograma. Pretendemos determinar condigoes em h, e f que assegurem
a convergéncia ||f, — f|loo — 0, onde ||fn — f]lso ¢ a distancia uniforme
entre fn e f. Atendendo a desigualdade

an_fHooSan_Eanoo"i_HEfn_fHom (2'3'1)
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um tal estudo pode ser decomposto na andlise dos dois termos anteriores.
Um termo aleatério ||f, — Efnlloc € um termo determinista, |[Efy — f]]oo,
relativo ao viés do estimador.

Comecemos por reparar que nao assumindo condigoes globais de regu-
laridade sobre f nao é possivel garantir a convergéncia uniforme de fn para
f. Com efeito, se f for tal que f(zx) = 1, para alguma sucessao (zj) com
T, — +o0o, temos ||fn — fllo = 1, uma vez que f,, ¢ nulo fora de um
intervalo limitado. Assumiremos no que se segue que f é uniformemente

continua em R, isto é, para todo o € > 0, existe § > 0 tal que

[f (@) = f(y)l <e

para todos os numeros reais x,y que satisfazem
|z —y| < 4.

Se, por exemplo, f satisfaz a condicao (global) de Lipschitz de ordem
a’

|f(z) = fly)| < M|z —y|*,

para todo o z,y € R, onde M > 0 e a €]0,1], entdo f é uniformemente
continua. Por maioria de razao é também uniformemente continua uma
funcgao diferencidvel em R com derivada limitada. Representaremos por %
o conjunto das densidades de probabilidade uniformemente continuas em
R.

Voltando a desigualdade (2.3.1), reparemos que da demonstragao da
Proposigao 2.2.1 se deduz a convergéncia para zero do termo de viés, para
todo o f € %, sempre que h, — 0. Basta assim estudar a convergéncia do
termo aleatorio que faremos a custa da desigualdade seguinte que decorre
de (2.1.1):

A A 2
an_Eanoogh_HFn_FHoo (2'3'2)
n

Podemos assim apresentar uma primeira condicao suficiente para a con-

vergéncia uniforme quase certa do histograma.
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Teorema 2.3.3. Se f € %, hy, — 0 e nh?/loglogn — +oo entdo

[1fn = flloo = 0.

Dem: Consequéncia das desigualdades (2.3.1) e (2.3.2) e da lei do logaritmo
iterado para a fungao de distribui¢do empirica (ver van der Vaart, 1998, p.

268),
2n

O

lim sup

Observagao 2.3.5. Um conjunto alternativo de condigoes suficientes sobre
h, para a convergéncia uniforme forte do histograma pode ser obtido a
partir da desigualdade exponencial seguinte valida para todo ot > 0 e
n €N,

P(||Fy — Fllso > t) < 2exp(—2t°n)

(cf. Dvoretzky et al., 1956; Massart, 1990).

As condigbes anteriores sobre h,, podem ser ainda enfraquecidas. Uma
anélise mais fina do termo do termo aleatério ||f,, — Efu||so permite a Gef-
froy (1974) estabelecer que, na presenga na condicao h,, — 0, a condigao
nhy/logn — 400 é necessédria e suficiente para a convergéncia uniforme
quase certa do estimador do histograma para toda a densidade de proba-
bilidade uniformemente continua. Além disso, os modos de convergéncia
quase certa e em probabilidade sdo equivalentes. Outros resultados sobre a
convergéncia uniforme forte foram obtidos por Révész (1972) (que também
obtém ordens de convergéncia) e Bertrand-Retali (1974). E o resultado de
Geffroy que enunciamos a seguir. A sua demonstragao pode ser encontrada
em Bosq e Lecoutre (1987, pp. 140-144).

Teorema 2.3.6. Se h, — 0 entdo as sequintes proposi¢oes sao equivalen-

tes:
i) nhy/logn — 400;
W)Y eU |fn—fllo = 0;
@)Y eU ||fu— flloo — 0.
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2.4 Convergéncia [,

O Teorema de Glick (1974), que enunciamos a seguir, estabelece uma
ligacao interessante entre a convergéncia pontual e a convergéncia L de
um estimador préprio da densidade. Ver Devroye e Gyorfi (1985, pp. 10—

11), para uma demonstragao deste resultado.

Teorema 2.4.1 (de Glick). Sejav,(-) = n(-; X1, ..., X,) uma sucessdo de
estimadores da densidade com v, > 0 e [y, (x)dx = 1. Se y,(z) 2= f(z)
(resp. ﬂ)) para quase todo o ponto x € R (isto €, a menos de um conjunto

de medida de Lebesgue nula), entio ||y, — f||1 == 0 (resp. —=).

Sendo f continua em quase todo o ponto x € R e tendo em conta
os resultados estabelecidos nos pardgrafos anteriores, podemos obter, via
Teorema de Glick, condigbes suficientes para a convergéncia Li, em pro-
babilidade e quase certamente, do estimador histograma. Com efeito, se a

janela h,, satisfaz as condi¢Ges do Teorema 2.2.9 temos

e se h,, satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.2.12, concluimos que

1fn = flls = 0.

Abou-Jaoudé (1976a,b) mostra que é possivel fazer melhor estabele-
cendo que as condigoes h,, — 0 e nh, — 400 sdo necessarias e suficientes
para a convergéncia L1 do estimador do histograma. Além disso, os modos
de convergéncia quase certa e em probabilidade sdo equivalentes. Contra-
riamente ao resultado correspondente para a convergéncia L.,, reparemos
que nao ¢ feita sobre f qualquer hipétese de regularidade. Denotaremos

por .# a familia das densidades de probabilidade sobre R.

Teorema 2.4.2. As proposicoes sequintes sao equivalentes:
i) hy, — 0, nhy, — +o00;
W) VfeF |fu—flli—0;
i) ¥ f € F ||fa—fllh == 0.
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Ver Bosq e Lecoutre (1987, pp. 145-150) ou Devroye e Gyorfi (1985,
pp. 19-23), para a demonstracao deste resultado.

2.5 Convergéncia em média quadratica integrada

Estabelecemos nesta seccao condicoes suficientes para a convergéncia em
média quadratica integrada do estimador do histograma Comegamos por
obter um desenvolvimento exacto para o erro quadratico médio integrado
de f, a partir de desenvolvimentos exactos de IVAR(f,) e IVIES(f,,) de-
finidos por (1.2.4) e (1.2.5), respectivamente. Como veremos, cada uma
destas quantidades pode ser expressa de forma simples em termos das pro-

babilidade de cada um dos intervalos da particao que denotaremos por py, ;,

pn,j:/A _f(y)dy

Sendo g uma funcao de quadrado integravel, usaremos frequentemente

paran € Ne jeZ:

a notacao

R(g) = / o(x)? dx.

Teorema 2.5.1. Se f € de quadrado integravel entao

IVAR(f,) = % (1 - Zpivj),

JEZ
IVIES(fn) = -7 an,]
jEZ
e + 1
. n
EQMI(f,) = — D _pu+
n jez

Dem: Comecemos por notar que E fn() é de quadrado integravel uma vez

que para x € A, j,

R Y L dy)_hQ/ Pl dy
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e
[ E®h@ra s [ swra
An,j n JAy
onde
fly f(y)?dy < oo.
>, e
Além disso,
/(Efn dx—Z/ < / fly dy> dx—h an] (2.5.2)

JEZ JEZL

A expressao apresentada para IVAR( fn) é agora consequéncia imediata
da igualdade (2.2.6) uma vez que [Ef,(z)dz = 1. Para provar a segunda
igualdade basta ter em conta que [ f(2)Efp(x)de = f(Efn(x))zdx e usar
a igualdade

IVIES(f,) = R(f) — / (Efn(z))?de. (2.5.3)
O

Para estabelecer a convergéncia em média quadratica de fn necessita-
mos de assumir algumas condicoes globais de regularidade sobre a densi-
dade desconhecida f. Em particular assumiremos que f é absolutamente
continua em R. Recordemos que uma funcao real g definida em R é abso-
lutamente continua em R sempre que para todo o € > 0 exista § > 0 tal

que
ZL‘] az |<6

para todo o conjunto finito de ntimeros reais com —oo < a1 < by < ag <
by < -+ < a, < b, < oo que satisfazem ;" | (b; — a;) < ¢ (sobre fungdes
absolutamente continuas, ver Cohn, 1980, pp. 146-148 e Bogachev, 2007,
pp. 337-340).

Uma funcgao absolutamente continua em R é claramente uniformemente
continua e uma funcao diferenciavel com derivada limitada é necessaria-
mente absolutamente continua. Uma caracterizacao importante das fungoes

absolutamente continuas é o de serem integral indefinido da sua prépria
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derivada (que se pode provar existir em quase todo o ponto de R e ser

integravel num intervalo finito), isto é,

para algum a € R. Atendendo ao teorema fundamental do calculo, a carac-
terizacao anterior permite concluir que uma funcao g com derivada continua
é necessariamente absolutamente continua.

A nocao de funcao absolutamente continua serd para nés particular-
mente Util por permitir obter aproximagoes para somas de Riemann dessa
funcao estendidas a uma particdo de R de acordo com o resultado seguinte

devido a Freedman e Diaconis (1981):

Lema 2.5.4. Sejam g absolutamente continua em R, g,g" integrdveis em
R e laj,ajt1], j € Z, uma particio de R. Sejam ainda xj escolhido em
[aj,aj1], para j € Z, e h = sup,cz(ajy1 — aj). Entdo

> gl — o) - [g@)ds) <h [1g@)da.

JEZL

Estamos agora em condigoes de estabelecer a convergéncia em média
quadratica integrada do estimador do histograma. Uma versao mais fina
deste resultado é devida a Lecoutre (cf. Bosq e Lecoutre, 1987, pp. 139-
140).

Teorema 2.5.5. Sejam [ absolutamente continua e f e f' de quadrado
integrdvel. Se h, — 0 e nh, — +oo entdo fn converge para f em média

quadrdtica integrada.

Dem: Tendo em conta a igualdade (1.2.3), basta mostrar que IVAR(f,) e
IVIES(f,,) convergem para zero com 1/n. Para estabelecer a convergéncia
para zero de IVIES( fn), comegamos por usar o teorema do valor médio

para integrais (cf. Lima, 1995, p. 260) para obter

Pn,j = /A . f(y)dy = f(xmj)hna
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para algum z, ; € |an;, an j11[. Usando agora o Lema 2.5.4 e a integrabili-
dade do produto ff’ temos

Sy = 3 ) RS,

JEZ JEZ

o que, pelo Teorema 2.5.1, permite concluir que IVIES( fn) — 0. A con-
vergéncia para zero da parcela IVAR( fn), resulta imediatamente do Teo-
rema 2.5.1 pois como 0 < ZjeZ p%j < 1, vale a desigualdade IVAR(fn) <

1/(nhy).
O

2.6 Escolha assintoticamente 6ptima de h,

No resultado seguinte, obtido por Freedman e Diaconis (1981) sob condigoes
menos restritivas sobre f, apresentamos um desenvolvimento assintotico
para EQMI( fn) Resultados do mesmo tipo sdo obtidos por Scott (1979) e
Lecoutre (1985).

Teorema 2.6.1. Suponhamos que f possui derivada de terceira ordem,
com f" absolutamente continua e f, f', f", f"" de quadrado integrdvel. Se

h, — 0 entao )
IVAR(f,) = —— +0(n”"),

nhy,
2
IVIES(f,) = % R(f)+ 0 (k)

R 2
EQMI(f,) = nihn + % R(fY+0(nYH+o0 (hf;) )

Dem: O desenvolvimento apresentado para IVAR( fn) é consequéncia ime-

diata do Teorema 2.5.1 e da desigualdade

=S8, < RO,

JEL

que podemos deduzir de (2.5.2) e (2.5.3).
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A andlise do termo de viés é mais delicada. Para y € A,, ; comecemos
por considerar um desenvolvimento de Taylor de segunda ordem de f(y)

numa vizinhan¢a do ponto médio z;, j do intervalo A, ;:

* * * 1 *
f(y) - f(xn,j) + (y - wn,j)f,(xn,j) + §(y - xn,j)Q f”(cn,j(y))7 (262)
onde ¢ j(y) €y, x;, ;[. Assim, para x € A, j, pelo teorema do valor médio

para integrais (cf. Lima, 1995, p. 260) temos

Ehe) =5 [ )y

* * 1 *
1

* )2
o, Bny (v = 235)" F"(en () dy

* 1 >k *
= f@g) g 1) [ P

n,j

* 1 *
= f(xn,j) + ﬂ h% f”(cn,j)’

com ¢ . € [anj,an j+1] atendendo & continuidade da funcaoy — (¢ ;(y))

n7j

que podemos deduzir de (2.6.2).

Finalmente, concluimos que, para x € A, ;,

Efn(z) — f(z) (2.6.3)

! * 1 * 1 1 7 %
= —(v—a ;) f (x5, ;) — 5@ - l"n,j)Q [ (enj(z)) + 21 hif (cnj)-

Para ilustrar a técnica envolvida na analise das ordens de convergéncia
das parcelas que se obtém por desenvolvimento do quadrado de Ef,,(z) —

f(x), consideremos a parcela relativa ao quadrado do primeiro termo de
(2.6.3). Temos entao

JEZ An,f JEZ
he e 3
= ER(f)+O(hn)’
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pois, pelo Lema 2.5.4,

2t £

JEZ

< oh, /|f 2)|dz.

Procedendo de forma andloga para as restantes parcelas (e usando o
teorema do valor médio para integrais quando necessario), encontramos
parcelas de ordem inferior ou igual a h3 e portanto

h2

IVIES(fy) Z/ (Bfn(2) = f(2))*dz = T2 R(f") + O (hy) -

JEZL
(]

Nas condigoes do teorema anterior, a maior ordem de convergéncia para

zero do erro quadratico médio integrado é obtida quando tomamos

~1/3

h, =cn , com ¢ > 0,

obtendo-se neste caso
EQMI(f,) = O(n=/3).

Janela assintoticamente 6ptima

Designemos por erro quadratico médio integrado assintético, EQMIA (h,,), a
soma das duas parcelas mais significativas do desenvolvimento do
EQMI(f,) dado no Teorema 2.6.1:
1 R
EQMIA (h,) = whe + —R(f)
A janela 6ptima no sentido da minimizacao do erro quadratico médio

integrado assintético é derivada no resultado seguinte.

Teorema 2.6.4. Se f € tal que R(f") > 0, o valor de h,, que minimiza o
EQMIA (h,,) € dado por

hEQMIA — (G/R(f/))l/g n—1/3‘
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Além disso, nas condicoes do Teorema 2.6.1 temos
fo 1/3 —
EQMI(f;) = (3R(f)/32)'"* =2 + O(n~),
onde fg representa o estimador do histograma com janela hgqmia -

Dem: Basta ter em conta que a funcao a minimizar é da forma
Y(h) = Ah® + Bh™", h > 0,
com A, B,a, 8 >0, e esta funcao atinge minimo absoluto no ponto
W= (BB/(ad)) /D)

dado por * ; )
B(h) = (a+B) ((A/8) (BJa)) .

O

Observemos que a fungao aleatéria fno definida a custa da janela assinto-
ticamente 6ptima hgqmia nao é efectivamente um estimador da densidade
uma vez que a janela hgpqmia depende da densidade que pretendemos es-
timar através da funcional R(f'). A funcdo aleatéria f° é habitualmente
designada por pseudo-estimador ou oraculo (ver Tsybakov, 2004, pp. 53—
54).

A quantidade R(f’) pode ser interpretada como uma medida da va-
riabilidade global de f. Quando R(f’) é pequeno, a densidade nao apre-
senta grande variabilidade e a janela éptima anterior conduz a uma escolha
grande de h,. Quando a variabilidade de f é grande, a janela 6ptima é
pequena tentando captar tais caracteristicas de variabilidade. Reparemos
também que quanto maior é a quantidade R(f’), mais dificil é estimar f

através dum histograma.

EQMI vs. EQMIA

Na Figura 2.6.5 usamos o Teorema 2.5.1 para ilustrar o efeito da escolha
da janela na variancia e no viés do estimador do histograma, medidos por

cada uma das parcelas IVAR e IVIES, no caso das distribui¢oes normal e
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(b) LN(0,1)
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Figura 2.6.5: EQMI, EQMIA, IVAR e IVIES em fung¢do de h, = h para
as distribuicoes N(0,1) e LN(0,1) com n =50 e n = 500.

lognormal uma das parcelas IVAR e IVIES, no caso das distribui¢oes normal
e lognormal standard. Em todos os casos tomémos o valor a,, o = 0 como
origem das diversas particoes. O cardcter local e assintdtico da aproximacao
do erro quadratico médio integrado dada no Teorema 2.6.1 é também bem
visivel no caso da distribuicao lognormal. Em particular, para valores pe-

quenos de n, vemos que a janela assintoticamente éptima é significativa-



2.7 Influéncia da origem da particao 29
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Figura 2.7.1: EQMI/ min(EQMI) em func¢do da origem a,o = ahpqmia
da particao para as distribuicoes N(0,1), LN(0,1) e E(1) com n = 10 e

n = 50.

mente diferente da 6ptima. Essa discrepancia é atenuada quando o tamanho

da amostra aumenta.

2.7 Influéncia da origem da particao

Para uma densidade de probabilidade nas condi¢oes do Teorema 2.6.1 verifi-
camos que a origem da particao nao tem um papel determinante no compor-
tamento assintotico do EQMI, sendo este dominado pelo comportamento
da janela h,. Atendendo ao caracter assintético de tais conclusoes, vamos
neste paragrafo langar mao do Teorema 2.5.1 para ilustrar a influéncia da
escolha da origem da particdo no comportamento do histograma. Para
o efeito tomamos as distribui¢oes normal e lognormal, ja consideradas na
seccao anterior, e também a distribuicao exponencial de parametro 1, e para
um conjunto de parti¢oes com janela h, = hgqwuia e origem a,o = ahy,,
para « € [0,1], calculamos o EQMI( fn) respectivo que representamos, em

funcao de «a, na Figura 2.7.1.
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No caso da distribuicao normal, e como seria de esperar atendendo ao
Teorema 2.5.1, verificamos que o melhor desempenho ocorre no caso em que
o centro de simetria da distribuicao é o ponto médio de uma das classes da
particao. O histograma nao é, para as distribui¢oes normal e lognormal,
muito sensivel a escolha da origem da particdo em particular quando o
tamanho da amostra aumenta. O mesmo nao se passa com a distribuicao
exponencial o que pode ser explicado pelo facto da densidade exponencial
ser descontinua na origem.

Para « €]0,1[, consideremos a particao definida a partir da janela h,,
com origem no ponto a, o = ahy,. Para z € |(a — 1)hy,, ahy], temos

ahp —ahp
Efn(z) = h_ln/o e tdt = 1_;771’
nao sendo o histograma assintoticamente céntrico para x = 0.
Além disso, temos

ahn R
/ Viés f, (z)?dx
(

a—1)hy

0 —ah 2 ah —ah 2
— mn n 1 _ n
_ / (1"’7_0> dx+/ (67_69«) d
(a—1)hn hy, 0 hn,

= a(l —a)h, —a*(1 —a)h? + O(h3),

e portanto
IVIES(f,) = a(a — 1)hy, + O(h2),
ordem esta que ¢ inferior a ordem que se obtém quando tomamos a, 0 =0

para origem das diversas particoes.

2.8 Escolha pratica de h,

A escolha da janela h, é uma questao essencial na implementacao pratica
do estimador do histograma. Uma das mais conhecidas regras praticas para
a escolha do tamanho da janela num histograma foi proposta por Sturges

(1926):

amplitude amostral
1+ logsn

hst =
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Apesar do seu valor histdrico, esta regra nao é baseada num critério que
tenha em conta a qualidade do histograma como estimador da densidade
desconhecida f. Tendo em conta o que vimos atras, esta janela conduzira a
um estimador com pouca variabilidade mas com viés elevado que produzira
estimativas demasiadamente suaves (oversmoothing).

De forma breve, apresentamos nos pardgrafos seguintes alguns métodos
para a escolha automatica da janela. Outros métodos para escolha da janela
foram considerados por Scott e Terrel (1987) e Wand (1997).

2.8.1 Meétodos de utilizagcao simples

Como vimos atras, para uma vasta classe de densidades conhecemos a ja-
nela 6ptima no sentido da minimizacao do erro quadratico médio integrado

assintético:

hEQMIA — (6/R(f/))1/3 n71/3.

No entanto, esta janela nao pode ser directamente usada para escolher h,,
uma vez que sendo f desconhecida, é também desconhecida a quantidade
R(f").

Os procedimentos seguintes para a escolha da janela sao baseados na
ideia de estimar de forma paramétrica a quantidade desconhecida que in-
tervém na expressao de hpqmia. Este método geral para a escolha da janela,
geralmente designado por método das distribuicoes de referéncia, foi pri-
meiramente sugerido por Deheuvels (1977a) no contexto dos estimadores

do nicleo da densidade que estudaremos no préximo capitulo.

Janela com distribuicao de referéncia normal

Scott (1979) propoe que se utilize a regra anterior onde R(f’) é calculada
tomando para f a densidade da distribuicao N(0,0%) (R(f") ndo depende

do parametro de posi¢ao). Neste caso,

1
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heqQmia = (24\/E)1/3 on V3 ~ 3490013

Estimando o parametro de escala o pelo desvio-padrao empirico corrigido
§ = \/Z?:l(Xi — X)2/(n — 1), obtemos a janela com distribuicio de re-

feréncia normal:

hng = 3.498n~1/3,

Havendo informacao preliminar sobre a forma da distribuicao, para dis-
tribuigoes fortemente assimétricas ou com caudas pesadas, Scott (1979)
sugere escolhas da janela baseadas em outras distribuigoes de referéncia

como a lognormal ou a distribuicao de Student.

Regra de Silverman

Atendendo a que no caso duma distribuicdo normal com funcao de distri-

buicao F se tem
F(3/4) - F~(1/4)

=7 -1 )
FN(071)(3/4) - F (0,1)(1/4)

o desvio-padrao o pode ser estimado por AiQ/1.349, onde AiQ é a am-

plitude inter-quartil empirica AIQ = X 0.75n] — X[0.25n)- Silverman (1986)

sugere combinar os dois estimadores dando origem a janela
hsir, = min(3.49 §,2.59 AIQ) n= /3.

Evocando razoes de robustez, Deheuvels (1977a) advogava ji a estimagao
do parametro de escala a partir de estimadores baseados nas estatisticas

ordinais.

O principio da distribuicao mais suave

No sentido de evitar a escolha de uma janela demasiado pequena que pode
conduzir a uma representagao grafica com caracteristicas artificiais de mul-
timodalidade, Terrell e Scott (1985) e Terrel (1990) advogam que a janela

h, deveria ser escolhida de modo a ser a maior possivel que seja compativel
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com a escala das observagoes. Atendendo a forma assintoticamente éptima
para a janela dada no Teorema 2.6.4 e tomando o desvio-padrao o como
parametro de escala, o principio anterior conduz a tomar como distribuicao
de referéncia a densidade f com varidncia o2 que torna minima a quanti-
dade R(f’). Podendo esta quantidade ser interpretada como uma medida
da variabilidade global de f, a distribuigao de referéncia é, no sentido ante-
rior, a densidade mais suave possivel, razao pela qual o critério anterior é
designado por principio da distribuicao mais suave (oversmoothing prici-
ple). Terrel (1990) prova que a densidade com variancia o? que é solucio
do problema anterior ¢ dada por gs onde g(z) = 12(1 — z%)%I(Jz| < 1) e
§ =+/To. Como R(g') = 15/7 obtemos a janela

hog = 3.73n~1/3.

2.8.2 O método de validacao cruzada

Nao é de esperar que os métodos de utilizagao simples descritos no pardgrafo
anterior, produzam janelas de boa qualidade quando a distribuicao subja-
cente aos dados é ‘muito diferente’ da distribuicao usada para distribuicao
de referéncia. Rudemo (1982) ¢ Bowman (1984) tomam o erro quadratico
integrado, EQI = || f,, — f|2, como medida da discrepéncia entre f, e a den-
sidade desconhecida f, e propoem um método simples para a escolha da
janela que ficaria conhecido como método de validacao cruzada baseado no
EQI (least-square cross-validation). A ideia é assim a de escolher a janela

h = h,, que minimiza um estimador céntrico do erro quadratico integrado

Nao dependendo R(f) de h, esta parcela nao tem qualquer influéncia na
minimizacao de EQI(h). Relativamente a segunda parcela, Rudemo nota
que ela pode ser interpretada como a esperanga matemética E( fn(X )), onde

X1,...,X,, sao considerados fixos. Para aproximar a quantidade anterior
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a partir das observacoes X1, ..., X,, consideram-se n sub-amostras de ta-
manho n — 1 cada uma delas obtida a partir da amostra original supri-
mindo uma observacao. Denotando por fn7,i o histograma associado a
sub-amostra Xi,..., X;-1, X;11,...,X,, serd natural propor para aproxi-
mar E(f,(X)) a estatistica

1~
- ;fn,_xxi).

Reparemos que o facto de nao se incluir em f, _; a observacao X;, faz
com que a estatistica anterior e f fn(z)f(z) dx tenham a mesma esperanga
matematica.

Assim,
R 2 2 . R
B(A() - 23 fui(X) ) = EQMI) - R(P),
i=1

Na pratica toma-se para janela o valor hcy que minimiza

» 2~ ; 2 n+1
CV(h) = R(fn) = ~ ; FoiX3) = 5~ e = J% V2,

onde vy, ; = > I(X; € A, ;). Reparemos que para cada h a particao que
define o histograma ¢é alterada sendo necessario recalcular v, ;.
Sob condigbes pouco restritivas sobre o f, Stone (1985) mostra que hev

¢é assintoticamente optima no sentido em que

EQI(hcv) e,
EQI(hgqr) ’

onde
iLEQI = argmin;, - (EQI(h).
2.8.3 Aplicacao a um conjunto de dados reais

O conjunto de dados que consideramos neste paragrafo é relativo a duas

variaveis observadas aquando de 272 erupgoes sucessivas do Old Faithful
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Figura 2.8.1: Histogramas obtidos a partir das janelas iLSIL e ich.

Geyser no Yellowstone National Park nos Estados Unidos da América. A
primeira variavel é relativa a duragao de cada uma das erupgoes, enquanto
que a segunda variavel diz respeito ao periodo de tempo que medeia en-
tre cada uma das erupcoes e a erupcao seguinte. Ambas as varidveis sao
registadas em minutos. Existem varias versoes deste conjunto de dados
analisadas por diversos autores como, por exemplo, Silverman (1986) ou
Hardle (1991). A versao que aqui usamos estd disponivel na documentagao
do R (faithful).
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Os histogramas da Figura 2.8.1 relativos aos conjuntos de dados des-
critos, sao obtidos tomando para origem da particao a,o = 0 e a,o = 40,
respectivamente, tendo as duas janelas usadas sido obtidas pela regra de
Silverman e pelo método de validacao cruzada. Os histogramas poem em
evidéncia o caracter marcadamente bimodal de ambas as distribuigoes, mas
as janelas iLSIL sao significativamente maiores que as janelas ich. Os valores
aparentemente demasiado grandes das janelas obtidas pela regra Silverman
podem ser explicados pelo facto das distribuicoes subjacentes possuirem ca-
racteristicas marcadas de nao normalidade. Tal facto pode ter levado a uma
subestimagao das quantidades R(f’) o que conduziu a janelas demasiado

grandes.

2.9 O poligono de frequéncias

O facto ja discutido em §2.2 da ordem de convergéncia do viés do estima-
dor do histograma nao poder ser superior a h,,, mesmo quando a densidade
subjacente apresenta derivadas de segunda ordem continuas, é uma carac-
teristica negativa deste estimador. A classe de estimadores que estudaremos
no préximo capitulo permite, como veremos, contornar esta dificuldade. E,
no entanto, interessante verificar que um outro estimador bem nosso co-
nhecido possui um viés e uma variabilidade inferiores aos do histograma.

Trata-se do poligono de frequéncias definido por

gn(z) = (% - x%:’”) fa (an,j - %) + (% + %) I <an,j + %>,

para « €lan; — hn/2,anj + hy/2] com j € Z. O estudo das propriedades
tedricas deste estimador é iniciado por Scott (1985) (ver também Scott,
1992).

Viés e variancia

A observagao que fizemos a seguir ao Teorema 2.2.5, acerca do viés do

estimador do histograma nos pontos médios da particao, explica o facto
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do poligono de frequéncias ter um viés inferior ao histograma. Com efeito,
atendendo ao Teorema 2.2.5, sabemos que se f’ é de Lipschitz (de ordem

1) numa vizinhanga de x entao

Bfa(an; £ 0) = £ (a0, £ ") + 0(82)
onde
Fong 4 5) = 50 £ b (5 7 2522 (@) + 002)

= f(z) + O(h,).

O viés do poligono de frequéncias é assim da ordem de h? e niao da ordem

de h,, como acontece com o histograma:
Egn(x) = f(z) + O(h7,).

Podemos ser ainda mais precisos. Se admitirmos que f possui derivada

de segunda ordem continua numa vizinhanca de x, vale o desenvolvimento

1 T — Qp;

Ban(e) = 10+ (5 - (5522)") B2 7)ol

Usando agora (2.2.6), concluiriamos de forma andloga que a variancia do

poligono de frequéncias é dada por

Vargn(a) = (5 +2(252)") o) + 06,

sendo o seu termo mais representativo inferior ao do estimador do histo-

grama.

Ordem de convergéncia 6ptima

1/5

Tomando h, = ¢n™"/°, com ¢ > 0, concluimos das expressoes anteriores

que se f’ é de Lipschitz (de ordem 1) numa vizinhanga de x entao

EQM(gn(x)) = O(n*/?),
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—2/3 obtida para o estimador do histograma.

0 que supera a ordem n

Uma pergunta natural é a de saber se é ainda possivel melhorar a or-
dem de convergéncia anterior. Existird algum estimador da densidade cujo
erro quadrético médio convirja para zero com uma ordem superior a n~=4/%?
Para que uma tal questao tenha interesse, é essencial que a ordem de con-
vergéncia anterior seja relativa a um conjunto fixo (e razoavelmente vasto)
de densidades de probabilidade. Com efeito, tal acontece relativamente ao
conjunto %a, de densidades f com derivada absolutamente continua e cuja
derivada de segunda ordem satisfaz ||f”||oc < «. Adaptando as técnicas

que temos vindo a desenvolver podemos provar que

limsup sup n*/° EQM(g,(z)) < co.
n—0 f€62a

O resultado que enunciamos a seguir, devido a Farrel (1972), garante
que a ordem de convergéncia anterior é a melhor possivel. Farrel estabelece
que nao existe um estimador da densidade cujo erro quadratico médio no
ponto x convirja para zero, uniformemente no conjunto %s,, com uma
ordem superior a n~4/5.

Para k € N e a > 0, denotamos por %j, o conjunto das densidades
de probabilidade f com derivada de ordem k — 1 absolutamente continua

e cuja derivada de ordem k, que existe em quase todo o ponto, satisfaz
1/l < .

Teorema 2.9.1. Parak € N ea > 0 se v,(-) = (5 X1, ..., Xp) € tal que

limsup sup a,?EQM(y,(z)) < oo
n—00 fECLqa
com a, — 0, entao
lim inf nf%/(%Jrl)a?L > 0.

n—oo
Do resultado anterior decorre também que qualquer estimador da den-
sidade possui um erro quadratico médio cuja ordem de convergéncia para
zero, uniformemente em %,, nao pode ser superior a n~2k/2k+1) - Nao

sendo esta ordem de convergéncia atingida pelo poligono de frequéncias



2.10 Histogramas multivariados 39

quando k > 2, fica em aberto a questao da existéncia de estimadores da
densidade que atinjam tal ordem de convergéncia. Voltaremos a ela no

préoximo capitulo.

EQMI e janela assintoticamente 6ptima

O resultado seguinte de Scott (1985), descreve o comportamento assintético
do EQMI associado ao poligono de frequéncias. Por comparacao com o
correspondente resultado obtido em §2.5, mais uma vez se ilustra, agora
usando uma medida global da qualidade do estimador, a superioridade

assintética do poligono de frequéncias relativamente ao histograma.

Teorema 2.9.2. Suponhamos que f possui derivada de terceira ordem,
com f" absolutamente continua e f, f', f", f""" de quadrado integrdvel. Se

h, — 0 entao

49 4 " -1 5
i T 3350 U O + O(Ry).

EQMI(gn) =

A janela éptima no sentido da minimizacao da soma das duas parcelas

mais significativas do desenvolvimento anterior é assim dada por
h _ m\\1/5 —1/5
eQuia = 2 (15/(49R(f")))" n

a que corresponde o erro quadratico médio integrado

1/5

EQMI(§2) = 1—52 (49R(f")/15) " n= Y5 + O(n™Y), (2.9.3)

onde g, o estimador do poligono de frequéncias com janela hgpqumia.

2.10 Histogramas multivariados

Quando as observacoes X1, ..., X, sao vectores aleatorios independentes e
identicamente distribuidos com valores em R? e densidade de probabilidade

f, os resultados que apresentamos ao longo deste capitulo admitem versoes
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multidimensionais para o estimador do histograma definido a partir da

particao
d
An,jl,...,jd = H ] an,jiv a’n,ji—l—l]a J1s--50d € Z,
i=1
com origem (a}, o, ..., a o), onde al, ;.\ = al, i +hi, j € Z, e hi = hy; > 0.

Para xz € A, j,,..j,, 0 estimador do histograma ¢é definido por

. 1 -~
o) = e S IO € B i)
hg =
Uma forma simplificada do estimador do histograma pode ainda ser obtida
assumindo que h; = h para todo o7 = 1,...,d. Neste caso o estimador

toma a forma
1 n
fn(z) = nhd ZI(XZ € Anjirnia)s
i=1
para € Ay i -

A escolha da janela

Tal como no caso real, sob condicoes de regularidade sobre f e assumindo
que h; — 0 e nhy...hy — +00, podemos obter um desenvolvimento as-
sintético para o erro quadratico médio integrado de fn (cf. Scott, 1992;
Lecoutre, 1985) dando origem ao EQMIA definido por

1

d
1
EOMIA = — + + LN R2R(s
Q nhl...hd+12; iB($);

onde f; denota a derivada parcial de f relativamente a sua i-ésima variavel.
Da minimizacao do EQMIA relativamente a cada uma das janelas hy resulta

a seguinte expressao para a janela assintoticamente éptima

d 1/(d+2)
T pquia = R(fx) (6 11 R(fi)1/2> n~1/(d+2)
i=1
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d Tamanhos equivalentes da amostra
1 10 50 100
2 39 333 838
3 172 2510 7967
4 838 20943 83776
5 4446 190058 957834

Tabela 2.10.2: Tamanhos equivalentes da amostra, em funcdo da dimensao
d, para a distribuicao normal multivariada standard sequndo o critério de

Epanechnikov.

Para uma escolha assintoticamente éptima das janelas hq, ..., hgq, obte-
mos

1/(d+2)
) n~ @2 (210.1)

d
EQMIA = (1 + d/2) 6~/ (@+2) (H R(f)
i=1
Tomando como distribuicao de referéncia a distribui¢ao normal N (0, X2),

com ¥ = diag(c?,. .. ,03), temos

hi.gQuia = 2 - 3V (@2 pd/Qdtd) 5y =1/(d+2),

expressao esta que pode ser usada para propor uma escolha pratica da

janela.

A maldicao da dimensao

A expressao (2.10.1) poe em evidéncia um dos problemas da estimagao
da densidade num contexto multivariado, habitualmente designado por
maldi¢do da dimensao (curse of dimensionality): a order de convergéncia
do EQMIA decresce drasticamente & medida que a dimensdo d aumenta,
sendo bastante inferior & ordem de convergéncia paramétrica n=!.

A gravidade deste problema pode ser claramente ilustrada adoptando o
procedimento proposto por Epanechnikov (1969) para comparar o desem-
penho de estimadores da densidade em func¢ao da dimensao d dos dados (ou-

tros critérios sao considerados em Scott e Wand, 1991). Para a distribuicao
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normal multivariada standard N(0, ), apresentamos na Tabela 2.10.2 os
tamanhos das amostras que permitem obter, para varias dimensoes d, um

mesmo valor da medida normalizada da qualidade do estimador dada por
EQMIA/R(f) = (1 + d/2)(m/3)¥/ 3Fd) =2/ (2Hd)

Sobre a utilizacao do estimador do histograma em contextos multidi-
mensionais ver também Scott e Sain (2005) e Scott (2004).
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O estimador do nucleo

Definicao do estimador. O estimador do nicleo como soma de fungoes
elementares. Propriedades locais de convergéncia. Desenvolvimentos as-
sintoticos para o viés e variancia num ponto. Propriedades globais de con-
vergéncia. Desenvolvimento assintotico para o erro quadrdtico médio inte-
grado. FEscolha assintoticamente optima de h,, e de K. Nucleos de ordem
superior e reducdo do viés. Escolha prdtica de h,. FEstimador automdtico
do nicleo. FEstimagao em pontos fronteiros. Estimador multivariado do

nicleo.

3.1 Definicao do estimador

Dada uma funcao real de variavel real integravel K, com

/K(az) dr =1,

e uma sucessao (h,) de nimeros reais estritamente positivos que admitimos
satisfazer
hy, — 0, n — +o00,

o estimador do nucleo da densidade desconhecida f baseado na amostra

X1,...,X,, é definido, para x € R, por

1 — - X;

43
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(cf. Rosenblatt, 1956; Parzen, 1962). A funcao K é designada por nucleo
e a h, chamamos janela. Quando K é uma densidade de probabilidade,
habitualmente tomada simétrica relativamente a origem, f,, ¢ também uma
densidade de probabilidade. O estimador da janela mével, considerado nos
trabalhos pioneiros de Fix e Hodges (1951), Akaike (1954) e Rosenblatt
(1956) (ver §1.3), é o estimador associado ao ntcleo uniforme K(u) =
$1(Ju| < 1). O ntcleo normal K (u) = (27) 712 exp(—u?/2), é um dos mais

utilizados na pratica.

O estimador do ntiicleo como soma de fungoes elementares

Reescrevendo o estimador do nicleo na forma
1 n
&) = 3 2o o = X0,
1=

onde
Kp(z) = K(z/h)/h,

para x € R e h > 0, podemos de forma simples perceber a contribuicao
de cada observacao X; para f,. A observacao X; o estimador do ntcleo

associa a funcao
1
SDXi(x) = E Khn(x - XZ')’

que, caso o nucleo K seja simétrico, é simétrica relativamente ao ponto

u = X; com integral

/@Xi(x)dx =

n
e que ird atribuir a ponderagao ¢y, (z) aos pontos z que estdo numa vizi-
nhanga de X;. Apesar de algumas das propriedades que deduziremos serem
validas para nicleos nao necessariamente simétricos, o facto de nao haver a
partida uma razao plausivel para tratarmos de forma diferenciada os pontos
a esquerda de X; dos pontos a sua direita, leva a que se tome habitualmente
para K uma funcao simétrica (a este propésito ver Tiago de Oliveira, 1963,
p. 34). Como veremos mais a frente, outras razoes ha para procedermos

desta forma.
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Figura 3.1.1: Estimador do nicleo como soma de fungies elementares.

Nicleo normal e janelas h = 0.25,0.5.

No caso de tomarmos para K o niicleo uniforme sobre o intervalo [—1, 1],
todos os pontos do intervalos [X; — hy,, X; + h,] recebem uma ponderacao
igual a 0.5/n. Aos restantes pontos é atribuida uma ponderagao nula. No
caso do nucleo normal, todos os pontos de R recebem uma ponderagao
positiva devido & observacao X;. A maior ponderacao é atribuida ao ponto
r = X;, diminuindo esta a medida que o ponto = se afasta, por excesso ou
por defeito, da observacao X;. No caso do niicleo normal o efeito anterior é
ilustrado na Figura 3.1.1 onde o estimador do nticleo é construido a partir
das observagoes -1,-0.5,0,0.2,1,2, com h = 0.25 ¢ h = 0.5.

Exemplos de niicleos

Na Tabela 3.1.2 listamos algumas densidades de probabilidade que pode-
mos usar como nucleos K (ver Figura 3.1.4). Como j4 referimos, o nicleo
uniforme foi primeiramente considerado por Akaike (1954) e Rosenblatt
(1956). Os nucleos triangular, normal e de Laplace sao considerados em
Parzen (1962). O ntcleo polinomial de Epanechnikov é primeiramente con-
siderado em Bartlett (1963) mas é com o trabalho de Epanechnikov (1969)
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Ntcleo K(u)

Uniforme $I(jul < 1)

Triangular (1 —|ul)I(Ju] <1)

Epanechnikov 3(1—u)I(u| <1)

Biweight %—2(1 —u?)?I(ju] < 1)

Triweight B —u?)PI(ul <1)
Normal (2m)~ Y2 exp(—u?/2)
Laplace exp(—|ul)/2

Cauchy de ordem 2 2~ H(1 + u?)~2

Tabela 3.1.2: Ezemplos de niicleos.

que ganha notoriedade. Este nicleo, bem como os restantes nucleos poli-

nomiais mencionados, pertence a familia

1
K(u:p) = 1—uwPI(lul <1
(uvp) 22p+1B(p+1’p_|_ 1) ( U ) (‘u’ = )7

onde B é a funcéo beta. O ntcleo de Cauchy de ordem 2 é um caso
particular da familia das densidades de Cauchy de ordem p, considerada

em Deheuvels (1977a), definida por

) — I'(p) 1
Kwp) = a1y Qo

onde I' é a funcao gama.

Os nicleos anteriores gozam de diferentes propriedades de regularidade,
sendo estas propriedades transferidas para o estimador do ntucleo. Assim,
se K é continua ou diferenciavel, o estimador do nicleo baseado em K
gozard dessas mesmas propriedades. Verificaremos mais a frente que, para

além das propriedades de regularidade, o nicleo nao assume, a nivel da
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0.8

Ks(u)
0.4

0.2

Figura 3.1.3: Mudangas de escala Ks com K o nicleo normal standard.

qualidade do estimador, o papel primordial que a janela ird assumir. Tal
como ja acontecia no caso do histograma, as propriedades assintoticas e a
distancia finita do estimador do nticleo sao, no essencial, determinadas pela

escolha da janela.

Mudanga de escala

Para um valor § > 0, a funcao definida a partir de K por
Ks(u) = K(u/6)/9,

¢é ainda um ntcleo que dizemos ter sido obtido de K através da mudanca de
escala 0. Na Figura 3.1.3 representam-se as mudancas de escala K5 e K»
quando K é o nicleo normal. Reparemos que a escolha da escala para um
ntcleo estd intimamente relacionada com a escolha da janela. O estimador
que se obtém tomando para nucleo a funcao K e para janela a sucessao h,,
coincide com o estimador de ntcleo Ky e janela h,,/J.

Uma forma de melhor compararmos estimadores do niicleo construidos a

partir de diferentes nicleos é assumir que para além de possuirem o mesmo
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Figura 3.1.4: Mudancas de escala Ks para os nicleos K da Tabela 3.1.2.

momento de primeira ordem m(K) = [uK(u)du, que é habitualmente
nulo devido a habitual simetria do nicleo relativamente a origem, também
partilham de um mesmo momento de segunda ordem mo(K) = [u?K (u)du

(que supomos existir). Para os nicleos K da Tabela 3.1.2, representamos
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na Figura 3.1.4 os niicleos K5 onde as mudangas de escala ¢ sao escolhidas
de modo que
mQ(K(;) == 52m2(K) =1.

Desta forma, todos os niicleos K representados possuem a mesma variabi-

lidade.

3.2 Propriedades locais de convergéncia

Iniciamos este paragrafo pelo estudo do comportamento assintético do viés,
variancia e erro quadratico médio do estimador do ntcleo. Os resultados
que apresentamos sao no essencial devidos a Rosenblatt (1956), no caso
do estimador da janela movel, e a Parzen (1962) (ver também Tiago de
Oliveira, 1963, pp. 28-42). Neste estudo tem um papel de relevo o resultado
seguinte devido a Bochner (1955).

Lema 3.2.1 (de Bochner). Sejam ¢ : R — R uma func¢do integrdvel e
limitada, g : R — R uma func¢ao continua em x € R e hy, — 0.
a) Se g é limitada em R, ou, em alternativa, se g € integrdvel e ¢ € tal

que limyg o zp(x) = 0, entao

o, *9(x) = / onn (@ — v)g(y)dy — 9(z) / () dy,

onde * denota o produto de convolucao.
b) Se g é limitada e uniformemente continua, entio a convergéncia

anterior € uniforme em x.

Dem: No caso em que ¢ limitada, as alineas a) e b) sdo consequéncia da

desigualdade seguinte valida para todoo § > 0e h,, > 0:

Ch, * 9(x) — g(x) / @(y)dy‘ = ‘/so(y)(g(w —yhn) — g(w))dy‘

< sup |g(z — 2) — g(a) / o(y)ldy

|z[<6

r2swploe) [ felwldy
zeR ly[>6/hn
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Sendo g integravel e ¢ tal que lim, 4 zp(x) = 0, a convergéncia
expressa em a) é consequéncia da desigualdade seguinte, que é valida para
todood >0e hy > 0:

Ph, * g(T) — g(x)/w(y)dy'

< s lota ) — ) / o(y)Idy

5 sup (e / l9()ldy + 9(x) o(y)ldy.
|z|>8/hn ly|>8/hn

O

Observagao 3.2.2. Se g é uma funcao integravel e uniformemente continua,
g ¢ necessariamente limitada, valendo a convergéncia ¢y, * g(z) — g(x)

[ ¢(y)dy, uniformemente em .

Doravante designaremos por ntcleo de Parzen—Rosenblatt qualquer nu-

cleo limitado K que satisfaca a condicao adicional

lim zK(z)=0.

|z| =400

Um nicleo limitado de suporte limitado é claramente de Parzen—Rosenblatt.

Todos os ntcleos da Tabela 3.1.2 sao de Parzen—Rosenblatt.

3.2.1 Viés
Sendo K um nucleo limitado, o estimador do nicleo tem por média
Efp(x) = /Khn (x —y)f(y)dy = Ky, * f(z), (3.2.3)

Como consequéncia imediata do lemma de Bochner concluimos que o esti-

mador do nucleo é assintoticamente céntrico.

Proposigao 3.2.4. Sejam K um nicleo de Parzen—Rosenblatt e f continua
emx € R. Se h,, — 0 entdo
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No caso do estimador do histograma fn, vimos que se f € %, («) entao
Viés fn(z) = O(h2),

(cf. (2.2.3)) e que a ordem de convergéncia que se obtém para o = 1 nao
pode ser melhorada mesmo que a densidade subjacente verifique condigoes
adicionais de regularidade. Vejamos agora o que se passa com o estima-
dor do nicleo. Comecaremos por assumir que K tem suporte limitado.

Atendendo a que

Viésfn(x) = Kp, * f(x) — f(x)
_ / K(2)(f(z — 2hn) — f(2))d, (3.2.5)

tal como para o histograma concluimos que
Viésfn(x) = O(hy),

sempre que f € Z,(a). No entanto, se assumirmos que a densidade f
verifica ' € Z,(a), usando a férmula de Taylor com resto integral obtemos

o desenvolvimento

1
Viéshu(a) =~ [ K () /0 F'(@ — thy) didy
— ~huf'(@) [ yK ) dy+ O™,
pois

‘ [ [ (e~ thuy) f’(w))dtdy‘ <ny 2 [l ) dy

a+1
onde M é a constante de Lipschitz de f’.
Significa isto que se K for tal que mi(K) = [yK(y)dy = 0, o que
acontece em particular quando K é simétrico relativamente a origem, o

viés do estimador do ntcleo é de ordem inferior ao do histograma.
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Teorema 3.2.6. Sejam K um nicleo limitado com mi(K) = 0 e
[ 2%|K(2)|dz < oo, f com derivada de seqgunda ordem f" limitada e continua
emR ex e€R. Se h, — 0 entao

Efu(x) — f(a) = St ma(K) f"(x) + o(hy).

Dem: Atendendo a (3.2.5) e a condicao m;(K) = 0, da férmula de Taylor de
segunda ordem com resto integral e do teorema da convergéncia dominada

obtemos
1
Efn(z) — f(z) = h2 / zzK(z)/O (1 —t)f"(z — tzhy)dtdz (3.2.7)

= (5 malB)1" @) + o).

O

Observagao 3.2.8. Se o nicleo K é de suporte limitado, o resultado ante-
rior mantém-se valido assumindo apenas que f possui derivada de segunda

ordem continua numa vizinhanga de z.

3.2.2 Variancia

Analisemos agora a variancia do estimador do nucleo.

Proposigao 3.2.9. Sejam K um nicleo de Parzen—Rosenblatt e f continua
em x € R. Se h,, — 0 entdo

nhyVar f,(z) — R(K)f(z).
Dem: Para xz € R temos
Varf,(z) = %Var(Khn (z — X1))
= (BE, (o~ X0)? — (BEy, ( — X))

_ nihn (/ K(2)2f (2 — zhy)dz — hy (Efn(x))2> (3.2.10)
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Para concluir basta ter em conta que Ef, () = f(x) 4+ o(1) e usar o lema

de Bochner com ¢ = K2,
O

Em particular, se nh, — +oo concluimos que
Varf,,(x) — 0,
sendo a ordem de convergéncia para zero da variancia dada por
Var f(z) = O((nhn)_l).

Esta é precisamente a ordem de convergéncia que encontrdmos para a
variancia pontual do estimador do histograma. Sob condi¢bes adicionais

de regularidade sobre f podemos ainda obter o desenvolvimento seguinte.

Teorema 3.2.11. Sejam K um niicleo limitado com [ |z|K(z)*dz < oo e

f com derivada f' limitada em R. Para v € R, se h,, — 0 entao

Varf,(2) = —— R(K) f(z) + O(n~Y),

nhy,

Dem: Atendendo a (3.2.10), basta ter em conta que

[ KR~ sha)dz = B f@) + [ KPS = 2ha) — f@)dz,
onde

L/K@fﬁ@—zM)—ﬂmMz

< hallf e [ JolE ()2

com ||¢llec = sup,ecr [¢(z)|, e que, de acordo com o lema de Bochner,

Efn(z) = f(z), uma vez que f é limitada e continua em R.
(]

Observagao 3.2.12. Se o nucleo K é de suporte limitado, o resultado
anterior mantém-se valido para f com derivada limitada numa vizinhanga

de z.
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3.2.3 Erro quadratico médio

De forma andloga ao que fizemos para o histograma, analisamos agora o
erro quadratico médio, EQM(f,(x)), do estimador do nicleo no ponto x.
Tendo em conta a decomposigao de EQM(f,,(z)) como soma dum termo
de variancia e dum termo de quadrado do viés, os resultados seguintes sao

consequéncia imediata dos resultados dos paragrafos anteriores.

Teorema 3.2.13. Sejam K um nicleo de Parzen-Rosenblatt e f continua
em x € R. Se h,, —» 0 e nh,, = +o0 entao

EQM(fn(z)) — 0.

Teorema 3.2.14. Sejam K um nicleo limitado com [zK(z)dz = 0 e
[2?|K(2)|dz < oo, f com derivadas f' e f" limitadas e continuas em R e
rz € R. Se h, — 0 temos

1 h:

EQM(fn(w)) = 75 R(K) f (@) + 7= m3(K) f"(@)? +0(n™") + ohy).

Esta decomposigao poe mais uma vez em evidéncia o papel determinante
que h, tem no comportamento assintético do estimador. A janela devera
convergir para zero para que o viés do estimador seja pequeno mas nao o
podera fazer violentamente sob pena de obtermos um estimador com grande
variabilidade.

A ordem de convergéncia para zero do erro quadratico médio no ponto
x depende, como vimos, da regularidade de f. Assumindo que K é de

suporte limitado e que f*) € %, (), para a €]0,1] e k € {0, 1}, entdo
EQM(fn(x)) =0 ((nhn)_l + hik-i—Qa) )

A maior ordem de convergéncia ocorre quando h,, = cn~1/1+26+20) o

¢ > 0, obtendo-se neste caso

fu(z) = f(z) = Op (n_(k+a)/(1+2k+2a)) _
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Nas condigoes do teorema anterior temos k + o = 2 obtendo-se a ordem de
convergéncia
falx) = f(z) = Op(n~?7),

quando

1/5

h, =cn /2, com ¢ > 0.

3.2.4 Convergéncia quase certa

Os resultados seguintes sobre a convergéncia pontual quase certa do esti-
mador do nucleo sao em tudo andlogos aos obtidas para o estimador do
histograma. As diferencas residem nas ordens de convergéncia exibidas de-
vido & diferente velocidade de convergéncia para zero do viés do estimador.
A convergéncia pontual quase certa do estimador do nicleo é estudada por
Van Ryzin (1969), Deheuvels (1974) e Devroye e Penrod (1984).

Teorema 3.2.15. Sejam K um nicleo de Parzen-Rosenblatt e f continua
emx €R. Se h, —0 e se

o0
Zexp(—’ynhn) < 00, para todo oy >0,
n=1

entao
falz) 55 f(2).
Dem: Atendendo & Proposicao 3.2.4 basta mostrar que f,(z) — Ef,(z) N

0. Comecemos por notar que

L
fal@) = Efa(z) =~ ;Zz‘,
com
Z; = Ky, (z — Xi) — EK, (z — X),
onde |Z;| < 2||K||oo/hn e para n suficientemente grande, E(Z;)? < C/hy,

com C' > (. Para concluir, basta notar que pelo Lema 2.2.11 se tem
P(|fu(x) = Efp(z)] > €) < 2exp (—37’Lhn€2/(80)) ,
para todo 0 0 < € < C/(2||K||o)-
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Ordem de convergéncia

Da demonstracao anterior, decorre imediatamente o seguinte resultado.

Teorema 3.2.16. Sejam K um nicleo limitado de suporte limitado e f*) €
Zx(a) para algum k € {0,1} ex € R. Se h,, — 0 e nh,/logn — 400 entdo

Jole) ~ 1(a) = 0 (k’g">m rig).

nhy,

A maior ordem de convergéncia quase certa que podemos obter a partir

14+2k+2a)
b

do resultado anterior passa por tomar h, = c(logn/n)/ com

¢ > 0, obtendo-se neste caso

log n) (k+a)/(1+2k+20) >
- .

ute) = 1) =0 (

1/5

No caso em que k+ « = 2, a escolha da janela h,, = ¢ (logn/n)'/°, com ¢ >

0, conduz a uma ordem de convergéncia quase certa ligeiramente inferior a

ordem de convergéncia em probabilidade estabelecida atras:

fule) - 1) =0 (1°§">2/5>.

3.3 Convergéncia L.

Atendendo a segunda parte do Lema 3.2.1, para todo o nicleo limitado K e
toda a densidade f € % sabemos que ||Ef, — f||cc — 0 sempre que h,, — 0.
O estudo da convergéncia uniforme do estimador do ntcleo, segundo um
determinado modo de convergéncia estocastica, reduz-se assim ao estudo
do termo aleatério || fn, — Efpl|co-

A hipétese de continuidade uniforme feita sobre f tem aqui um papel
essencial. Para K e h,, nas condicoes do resultado seguinte é possivel mos-
trar que a condigao f € % é uma condicao necessdria para a convergéncia

uniforme quase certa do estimador do nicleo (cf. Schuster, 1969, 1970).
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No caso do estimador da janela mével definido por (1.3.1), a abordagem
usada aquando do estimador do histograma pode ser directamente utilizada,

decorrendo a convergéncia uniforme quase certa da desigualdade
1
||fn - Eanoo < h_ ||Fn - F||oo
n

Para ntcleos de variagao limitada em R, uma generalizacao da desi-
gualdade anterior foi utilizada por Nadaraya (1965) para estabelecer a con-
vergéncia uniforme quase certa do estimador do nicleo sob condigoes sobre
hy, ligeiramente diferentes das que a seguir apresentamos. Recordemos que

uma fungao g diz-se de variagao limitada em R se existe M > 0 tal que

Z |l9(tiv1) — g(ti)| < M,
i=1

para todo o conjunto finito de nimeros reais com t; <ty < -+ <t,y1. Ao
supremo de todas as somas da forma anterior chamamos variacao de g e
representa-mo-lo por V(g) (sobre fungoes de variagao limitada ver Cohn,
1980, pp. 143-149, e Bogachev, 2007, pp. 332-336). Os ntcleos apresen-
tados na Tabela 3.1.2 sao claramente de variagao limitada em R. Uma
caracterizacao das funcgoes de variacao limitada é dada pelo facto delas
poderem ser escritas como diferenca de duas func¢oes nao-decrescentes. O
motivo para a consideracao de nicleos de variacao limitada sera claro da de-
monstragao do resultado seguinte que estabelece condigoes suficientes para

a convergéncia uniforme quase certa do estimador do nicleo.

Teorema 3.3.1. Sejam K um nicleo de variagdo limitada e f € % . Se

hy, — 0 e nh2/loglogn — +oc entdo

[1fn = flloe == 0.

Dem: Para z € R temos

hte) = [ (5Y) bt = - [ tidarit)

=y

onde ¥y, (y) = K( . ). Sendo K de variacao limitada, o nicleo K é

limitado e existem os limites lim,_, ., K (u), que sdo necessariamente nulos
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uma vez que K ¢ integravel. Assim, atendendo a que v, 5, é de variacao
limitada com limy 400 ¥y p, (u) = 0, da féormula de integracdo por partes
para o integral de Legesgue—Stieltjes (ver por exemplo Cohn, 1980, p. 163),

concluimos que com probabilidade 1 se tem

=——/ Y)Yy p, (y),

onde W, 5 ¢ a medida de Legesgue-Stiltjes associada a v, j,. De forma

analoga obtemos

e portanto
1
1= Bl = - s | [ ) = P02, (1)

n zeR
1

< 5 8up [Wop, [(R)] [ Fn — Flloo
n zeR
1

< . SUPV(Wr,hn)HFn — Flloo
n zeR
1

< = V()| Fa = Flle.

O resultado é agora uma consequéncia imediata da lei do logaritmo
iterado (2.3.4).
O
Tal como para o estimador do histograma, uma anélise mais fina per-
mite obter a convergéncia uniforme quase certa do estimador do ntcleo
sob condicoes mais fracas sobre a janela. Neste sentido apontam os resul-
tados de Révész (1972), Deheuvels (1974), Silverman (1978) e Bertrand-
Retali (1978). No que se segue, limitar-nos-emos a enunciar o resultado de
Bertrand-Retali (1978) que estabelece que na presenca da condicao h,, — 0
a condigao nh, /logn — 400, além de suficiente, é também necessaria para
a convergéncia uniforme quase certa do estimador do nucleo para toda a
densidade uniformemente continua. A sua demonstracao pode ser encon-
trada em Bosq e Lecoutre (1987, pp. 65-71).
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Diremos que um ntcleo limitado K é de Bertrand-Retali-Geffroy se o
conjunto do seus pontos descontinuidade tem medida de Lebesgue nula e se
a aplicagdo © — sup{|K (t)| : ||t —z|| < 1} é integravel. Um nicleo limitado
de suporte limitado e continuo em quase todo o ponto, é de Bertrand-

Retali-Geffroy. O mesmo acontece com um nicleo de variacao limitada.

Teorema 3.3.2. Se K € um nicleo de Bertrand-Retali-Geffroy e se h, — 0

entao as sequintes proposicoes sao equivalentes:
i) nhy/logn — +oo;
i) Vf € U |fn = flloo = 0;
i) Vf € U || fn — [lloo — 0.

3.4 Convergéncia [,

Tal como para o estimador do histograma, é também Abou-Jaoudé (1977)
que inicia o estudo da convergéncia L1 do estimador do nicleo mas o re-
sultado de convergéncia que obtém surge apenas publicado na sua tese de
doutoramento, o que possivelmente levou a que o mesmo nao tenha sido
referido nos trabalhos subsequentes de Devroye e Wagner (1979) e Devroye

(1983). E o resultado de Devroye (1983) que enunciamos a seguir.

Teorema 3.4.1. Se K € .% entdo as sequintes proposi¢oes sao equivalen-
tes:

i) h — 0, nhy, — +00;

i)V eF |fn—flli = 0;
i) Vf € F |Ifo— fllh = 0;
iw)3f€Z |fa—flh 0.

Além disso, para um qualquer nicleo K, i) implica iii).

Reparemos que sendo o niicleo uma densidade de probabilidade, ou o

estimador do nticleo converge para todo o f € %, ou entdo nao converge
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para nenhum f € .# (no sentido L; e segundo os modos estocasticos de
convergéncia considerados). Nao existem portanto casos intermédios, sendo
esta a principal novidade do resultado de Devroye (1983) relativamente ao
de Abou-Jaoudé (1977). Veja-se Devroye e Gyorfi (1985, pp. 12-19) para

a demonstragao do resultado anterior.

3.5 Convergéncia em média quadratica integrada

Neste paragrafo estabelecemos a convergéncia em média quadratica inte-
grada do estimador do ntucleo. Comecamos por obter um desenvolvimento

exacto para o erro quadratico médio integrado definido por (1.2.2).

Teorema 3.5.1. Sejam K e [ de quadrado integrdavel. Para hy, > 0 temos

1

IVAR(fn) = R(K) — - / (Kp, * Kp,) * f(z)f(z) dz,

b
IVIES(f,,) = / (Kp, * Kp, —2K3,) * f(2) f(z) dz + R(f)
BOMI(S,) = —— R(K) + [ (552K, * Ky, — 260,) [ (0) (2)ds + R

onde K(u) = K(—u), para u € R.

Dem: De (3.2.10) e (3.2.3) temos, respectivamente,
1 1
IVAR(f,) = o R(K) — - / Ky, * f(x)%dx (3.5.2)
IVIES(f,) = [ {Kn, * /() - f(z))ds

— [ K f@Pds =2 [ Ko, 4 1) f@)ds + RO)
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Para concluir basta ter em conta (1.2.3) e a igualdade
[ s@pas = [[[ Rt =y -0, 00501 () dudyds
— [[ o+ Ko = )50 ) dys

= /I_(hn x Ky, * f(2)f(2)dz
O

Estamos agora em condicoes de mostrar que, tal como para o estimador
do histograma, as condigoes h,, — 0 e nh, — 400 sao suficiente para a

convergéncia média quadratica integrada do estimador do ntcleo.

Teorema 3.5.3. Sejam K e [ de quadrado integrdvel. Se h, — 0 e nh,, —

+00 entdo f, converge para f em média quadrdtica integrada.

Dem: Atendendo ao teorema anterior basta mostrar que

/ on, * F()f(@) dz = R(f) / o(2) d, (3.5.4)

para toda a funcao integravel p. Tal é de facto verdade uma vez que

[ enxt@it@ran = [ [ on. o =016 dady
// —z)f(x)dzdz

— [ e+ 1(ehn)

com f(r) = f(—x), bastando agora usar o teorema da convergéncia domi-
nada de Lebesgue e o facto de f* f ser limitada e continua na origem visto

ser o produto de convolucao de funcoes de quadrado integravel.

O

3.6 Escolha assintoticamente 6ptima de h,,

Comegamos este paragrafo apresentando um desenvolvimento assintético

para o erro quadratico médio integrado que terda um papel relevante na
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discussao da escolha Optima da janela e do nucleo que faremos a seguir.
Resultados do mesmo género foram obtidos por Rosenblatt (1956, 1971),
Epanechnikov (1969) e Nadaraya (1974).

Teorema 3.6.1. Sejam K um nicleo de quadrado integrdavel com my(K) =
0 e [2?|K(2)|dz < 0o, e f com derivada de sequnda ordem continua e f e

f" de quadrado integrdvel. Se h, — 0 entdo

IVAR(f,) = L R(K)+0(n™"),

nhy,
h4
IVIES(f,) = Z" m3(K)R(f") + o (hy)
e
1 héz 2 " —1 4
EQMI(f,) = — R(K)+ e may(K)R(f")+0(n™ ") + o (hy) .

Dem: O desenvolvimento apresentado para IVAR(f,,) é consequéncia ime-
diata do Teorema 3.5.1 e da convergéncia (3.5.4) com ¢ = K+K. Para obter
o desenvolvimento assintético de IVIES(f,,), vamos usar (3.2.7) e o facto
de f possuir derivada de segunda ordem continua de quadrado integrédvel.

Nestas condigoes, pelo teorema da convergéncia dominada temos

IVIES(f,,) _h4///// K(v)

s)(1—t) f" (x—suhy) f" (x —tvh, )dsdtdudvdz

—m//// o

(1—3)(1 =) f" % f"((su — tv)h,)dsdtdudv
4
= MR + ofhd).

O desenvolvimento EQMI( f,,) decorre agora da decomposigao (1.2.3).
O

Nas condicoes do teorema anterior, a maior ordem de convergéncia para

zero do erro quadratico médio integrado é

EQMI(f,,) = O(n~*/?)
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e é obtida quando tomamos

1/5

h, =cn /2, com ¢ > 0.

Janela assintoticamente 6ptima

Definindo o erro quadratico médio integrado assintético como a soma das
duas parcelas mais significativas do desenvolvimento do EQMI dado no

Teorema 3.6.1,

4
BQMIA(K, hy) = —— R(K) + 2 m3(K) R(f").

a janela éptima no sentido da minimizacao do erro quadratico médio inte-

grado assintético é obtida no resultado seguinte.

Teorema 3.6.2. Se f ¢ tal que R(f") > 0, o valor de h,, que minimiza o
EQMIA(K, hy,) € dado por

hequia = cx R(f") Y2 n=1/5,

onde

cx = (R(K)/m3(K))"° .

Além disso, nas condi¢oes do Teorema 3.6.1 temos

5
_R(K)4/5m2(K)2/5 R(f/l)1/5 TL_4/5 +0(7’L_4/5),

EQMI(f7) = 2

onde f, representa o estimador do nicleo com janela hrqmia -

Interpretando a quantidade R(f”) como uma medida da variabilidade
global de f, reparemos que quanto maior é R(f”), mais dificil é estimar f

através dum estimador do nucleo.

Eficiéncia relativamente ao poligono de frequéncias

Tendo em conta (2.9.3) e definindo o erro quadrético médio integrado as-
sintético associado ao poligono de frequéncias com janela assintoticamente

oOptima por
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K (u) (U(K))>* K (u) (U(K))>*
Uniforme 1.180 Triangular 1.251
Epanechnikov 1.269 Biweight 1.261
Triweight 1.252 Normal 1.207
Laplace 0.963 Cauchy de ordem 2 0.856

Tabela 3.6.3: Eficiéncia do estimador com micleo K relativamente ao

poligono de frequéncias.

) _
do resultado anterior concluimos ser valida a igualdade
EQMIA (hgqumia) = V(K) EQMIA(K, hpqwmia ),

onde
1

49 1/5
v =3 (15R<K>4 m%(fo) '

Na Tabela 3.6.3 apresentamos os valores de W(K)°/* para os niicleos

que temos vindo a considerar. Este valor traduz a eficiéncia do estimador
com nucleo K e escolha assintoticamente éptima da janela, relativamente
ao poligono de frequéncias com janela assintoticamente éptima. Com efeito,
U(K)%* nao é mais do que o quociente n/ng, onde ng é o tamanho da
amostra que é necessario usar no estimador com nucleo K para obter um
EQMIA igual ao do poligono de frequéncias baseado numa amostra de
tamanho n.

A eficiéncia obtida para os varios nicleos revela que nem sempre o esti-
mador do ntcleo é mais eficiente que o poligono de frequéncias. No entanto,
para os seis primeiros ntcleos da tabela o estimador do nticleo é claramente
mais eficiente que o poligono de frequéncias. Reparemos também que para

estes nucleos nao ha grandes diferencas entre os diversos estimadores do
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nucleo. No entanto, o estimador com niicleo de Epanechnikov apresenta

maior eficiéncia entre os estimadores considerados.

EQMI vs. EQMIA

Tomando para ntcleo do estimador o niicleo normal, as quantidades IVAR,
IVIES e EQMIA, sao facilmente calculaveis quando f é uma mistura de

densidades normais. Com efeito, se f toma a forma
k
F@) = wege,(z — 1),
(=1

onde ¢(x) = (2m) " Y2exp(—22/2), ¢o(x) = o ¢p(x/0), wi ..., wy sdo

numeros reais positivos de soma unitaria, uy, € R e gy > 0, podemos escre-

ver
1 1 1
IA n) — 45 —— ;7 — — hna ,27
VAR(fn) 2/ nhy, nU( 0,2)
IVIES(f,) = U(0,0,0) — 2U(h,,0,1) + U(h,, 0, 2),
e
BQMIA(f.) = —— 1 4 Pa500,2,0)
" _Qﬁnhn 4 T
onde

k
Ulh,s,q) = Y wewpd$e) (e — pe),
=1

com oypy = (02 + a2 + gh®) /% e gb((,s) (z) = o=tV (2 /0) (cf. Marron e
Wand, 1992).

As expressoes anteriores permitem-nos ilustrar o efeito da escolha da
janela na variancia e no viés do estimador do ntucleo, bem como as li-
mitagoes da aproximagao EQMIA de EQMI. O caracter local e assintético

de tal aproximacao é bem retratado na Figura 3.6.4 para a distribuicao
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Figura 3.6.4: EQMI, EQMIA, IVAR e IVIES em func¢ao de h,, = h para

as distribuigées N(0,1) e 3N(0,1) + +N(3, %) com n =50 e n = 500.

normal standard e para a mistura de normais com densidade

f(2) =3 0(@) + 1 buyale —3/2). (365)

Reparemos que as discrepancias entre as janelas 6ptima (no sentido do
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EQMI) e assintoticamente 6ptima, que sao atenuadas com o aumento do
tamanho da amostra, podem revelar-se significativas para amostras de pe-

quena dimensao.

3.7 A escolha do ntucleo

Quando no estimador com nucleo K usamos a janela assintoticamente
Optima

hquia (K) = 6(K)R(f") ™/ n=/?,
onde §(K) = (R(K)/m3 (K))l/S, obtemos para erro quadréatico médio in-

tegrado assintotico deste ‘estimador de oraculo’ a quantidade
EQMIA(K, huquia) = & ROK)Yma( K/ R(7)Yon %, (3.71)
que depende de K através da funcional
O(K) = R(K)Pmy(K)2/.
Esta funcional é invariante para mudangas de escala. Com efeito, para

0 >0,
1
ma(Ks) = 5 /u2K<%>du = ?my(K)

1 5 (U 1
R(Kj) = 52 /K (g)du— 5R(K),
e portanto

O(Ks) = O(K).

Denotando por 4" a classe dos nicleos limitados, simétricos e nao ne-
gativos K com [ u?K (u)du < oo, a propriedade de invaridncia anterior
leva-nos a colocar o problema da determinacao do nicleo éptimo, no sen-
tido da minimizacao da funcional ®, nos seguintes termos: pretendemos
minimizar

/K(u)Qdu
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sujeito as condicoes

K e N emy(K) = d?,

onde a # 0 ¢é fixado a partida.
Num contexto distinto do da estimacao da densidade, Hodges e Leh-

mann (1956) mostraram que
(E) < (K),
para todo o K € .4, onde

E(zx)=>(1-2%)I(|z] <1).

e~ w

Sendo a funcional ¢ invariante para mudancas de escala, todo o nicleo que
se obtém de E por mudancga de escala é também 6ptimo. O nucleo anterior
nao é mais do que o ntcleo de Epanechnikov incluido na Tabela 3.1.2, sendo
assim denominado devido as suas propriedades de optimalidade no contexto
da estimac@o da densidade terem sido descritas por Epanechnikov (1969).
Refira-se no entanto que a optimalidade deste nicleo quadratico havia sido

j& mencionada em Bartlett (1963).

Eficiéncia de outros nucleos

De acordo com (3.7.1) os erros quadraticos médios integrados associados

aos estimadores com nucleos K e F, onde E ¢é o ntucleo de Epanechnikov,
e janelas assintoticamente 6ptimas, estao relacionados pela igualdade

O(E)

EQMIA(E, hgqumia(E)) = W EQMIA(K, hpgmia (K)). (3.7.2)

Na Tabela 3.7.3 apresentamos os valores de (®(E)/®(K))*/* para os

nucleos que temos vindo a considerar. Este quociente traduz a eficiéncia

do estimador com ntcleo K relativamente ao estimador com nucleo éptimo

E, uma vez, que de acordo com (3.7.1) ele nao é mais do que o quociente

n/nk, onde nk é o tamanho da amostra que é necessario usar no estimador

com nucleo K para obter um EQMIA igual ao do estimador com ntcleo de
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K (u) (P(E)/P(K))>/* K (u) (P(E)/D(K))>/*
Uniforme 0.930 Triangular 0.986
Epanechnikov 1.000 Biweight 0.994
Triweight 0.987 Normal 0.951
Laplace 0.759 Cauchy de ord. 2 0.674

Tabela 3.7.3: Eficiéncia do estimador com nicleo K relativamente ao es-

timador com nucleo de Epanechnikov.

Epanechnikov baseado numa amostra de tamanho n. A eficiéncia obtida
para os varios nticleos revela que quando para janela do estimador tomamos
a janela assintoticamente éptima, a escolha do nicleo nao é uma questao
essencial do ponto de vista do EQMIA. Nucleos distintos do éptimo podem
apresentar eficiéncia quase éptima. Dos nucleos considerados apenas os
ntcleos de Laplace e de Cauchy de ordem 2 revelam uma pequena eficiéncia

relativamente ao ntcleo de Epanechnikov.

Ncleos equivalentes

Sendo a igualdade (3.7.2) vélida para o estimador de ordculo com janela
assintoticamente 6ptima, dela nao se pode concluir, sem mais, que a es-
colha do nucleo nao tenha influéncia no desempenho do estimador uma
vez que uma tal janela é, na prética, desconhecida do utilizador. Sendo
F o nitcleo de Epanechnikov e h,, a janela seleccionada para este estima-
dor, os erros quadraticos médios integrados assint6ticos EQMIA(E, h,) e
EQMIA(K, h,,) nao sao, em geral, directamente comparéveis, mesmo que
o nucleo K seja um ntcleo com eficiéncia proxima da unidade. Este facto
¢ ilustrado na Figura 3.7.4 (a).

Uma primeira forma de atenuar o efeito da escolha do nicleo é a de
substituir o nucleo K pela mudanga de escala K5 de modo que os ntcleos

E e K;, tenham a mesma variabilidade. A escala §; é assim determinada
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Figura 3.7.4: EQMIA em fungao de h, para a distribui¢ao N(0,1) e n=100.

pela condicao

m2(K51) = m2(E)’

b= ()"

Se K for tal que o quociente

ou seja,

Ak p=®(E)/P(K)

seja proximo da unidade, o que acontece com todos os nicleos menciona-
dos na Tabela 3.7.3 com excepcao dos dois ultimos, concluimos que os erros
quadraticos médios integrados assintéticos associados a ambos os estima-

dores sao aproximadamente iguais:

1 1
EQMIA(Ks,, ha) = —— | 7 — 1| + EQMIA(E, hy).
" AK,E

Uma outra maneira de abordar esta questao foi proposta por Marron e
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Uniforme 1.351 Triangular 1.888
Epanechnikov 1.719 Biweight 2.036
Triweight 2.312 Normal 0.776

Tabela 3.7.5: Escala 6(K).

Nolan (1989), que sugerem a utilizacdo da mudancga de escala Ks, com

onde

Na Tabela 3.7.5 indicam-se os valores das escalas §(K ) para os diferentes

ntcleos ai considerados. Com esta mudanca de escala, obtemos:

EQMIA(K;,, hy) = —— EQMIA(E, hy,).
A E

Com uma ou com outra das mudancas de escala anteriores, serd de
esperar que, se K for escolhido de modo que o quociente Ag g seja proximo
da unidade, a eficiéncia do estimador com nucleo F e janela h,, seja proxima
da do estimador com ntcleo Ky, com 6 = §; ou § = do, e janela h,. Na
Figura 3.7.4 ilustra-se o efeito destas duas mudancas de escala quando K
é o nucleo normal standard e f é a densidade normal standard.

A partir da igualdade anterior decorre também que
1
BEQMIA(Ks(k), ftn) = 51— EQMIA(Es(g), hn),
K,E

para todo o h,,. Podemos assim concluir que se em cada um dos estimadores
usarmos as mudangas de escala Egp) e Kgx) com Ak g ~ 1, a utilizagao da

mesma janela em ambos os estimadores da origem a estimadores do ntcleo
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Figura 3.7.6: Estimativas baseadas nos estimadores com nicleos normal

standard e de Epanechnikov E, Es, e Es,, sendo a janela dada por hy,, = 0.3.

com semelhantes EQMIA. Os nticleos da forma Ksf foram introduzidos

por Marron e Nolan (1989) e sao ditos nicleos canénicos.

As conclustes anteriores, que sao naturalmente validas para qualquer
par de ntcleos, sao ilustradas a partir de uma amostra de tamanho 400
da mistura de normais (3.6.5). Vamos admitir que a janela h, = 0.3 ¢
escolhida para ser usada no estimador com niicleo normal standard e que a
mesma ¢é usada no estimador com nticleo de Epanechnikov. As estimativas
obtidas por ambos os estimadores que apresentamos na Figura 3.7.6 (a)
sao perfeitamente distintas, ilustrando o impacto da escolha do nticleo. No
entanto, se no estimador com nticleo de Epanechnikov usarmos a mudanca
de escala 0o = §(F)/0(K) = 1.719/0.776 = 2.215 e a janela h, = 0.3,
0 que é equivalente a usar no estimador com ntcleo de Epanechnikov a
janela h, = 2.215 x 0.3 =~ 0.665, constatamos da Figura 3.7.6 (b) que as
estimativas produzidas por ambos os estimadores sao agora praticamente
idénticas. Resultados semelhantes sao obtidos para a mudanca de escala
61 = (ma(K)/ma(E))Y/? = 2.236.
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3.8 Nicleos de ordem superior. Reducgao de viés

Admitindo que f possui derivada de ordem k > 2 continua e limitada em
R e que o niicleo K é tal que [ [ufK (u)|du < oo, é facil obter desenvolvi-
mentos assintdticos para o viés do estimador do nicleo que generalizam os
derivados em §3.2. Com efeito, usando a formula de Taylor podemos obter

o desenvolvimento

k—1 hg
Bfa(x) — (@) = 3 (-1, (50) 1O (3.8.1)
(=1 '
1 k-1
+ hE //0 KK (2) (1(k: _t)l)! F*) (2 — tzhy,)dtdz,

onde
my(K) = /ugK(u)du,

é o momento de ordem ¢ do nicleo K.

Quando tomamos para K um ntcleo simétrico e nao negativo, é ne-
cessariamente verdade que m1(K) = 0 e mo(K) > 0, o que leva a que a
ordem de convergéncia para zero do viés do estimador seja precisamente h2
(a menos de pontos z onde f”(z) = 0). Quando tomamos K satisfazendo
ma(K) = 0, o que ¢é primeiramente sugerido por Bartlett (1963), a ordem
h2 pode ser melhorada. Maiores ordens de convergéncia podem ser obtidas

se K for um nucleo de ordem k, isto é, se
mo(K)=1,m;(K) =0, paraj=1,...,k—1, e my(K) # 0.

Habitualmente assumimos ainda que K é simétrico o que implica que a or-
dem k seja par. Uma densidade de probabilidade simétrica K com momento
de segunda ordem finito é um nicleo de segunda ordem. Com excepgao des-
tes nucleos, os nucleos de ordem superior a segunda tomam necessariamente
valores negativos, o que faz com que o estimador do nicleo nele baseado
nao seja mais uma densidade de probabilidade. Este é o preco a pagar
por um estimador com viés de ordem superior a h2 (sobre correccdes para

estimadores impréprios da densidade ver Glad et al., 2003).
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Construgao de ntcleos de ordem £k

H4 varios métodos para construir nicleos de ordem superior a segunda (ver,
por exemplo, Deheuvels, 1977a; Lejeune, 1985; Ruppert e Wand, 1992; Jo-
nes e Foster, 1993). Uma forma simples de construir um nucleo de ordem
par k > 2 é tomar um polinémio simétrico de ordem k — 2 definido no in-
tervalo [—1, 1], sendo os seus k/2 coeficientes determinados pelas condigoes
ma;(K) =0 para j=0,1,...,k/2 — 1. Por exemplo, se admitirmos que K

é um polinémio simétrico de segunda ordem sobre o intervalo [—1, 1],

K(z) = a+ ba?,
entao K ¢é de ordem 4 se
+b 1 a+b 0
a —_- = — e — — =
3 2 3 5

O nicleo de ordem 4 ¢é assim dado por
K(r) = 2 (3~ 5a%)I(a] < 1)

Denotando por K, um niicleo simétrico e diferencidvel de ordem & (k
par), a construgao de um nicleo de ordem k + 2 pode ser feita a partir da
equagao

Kpoyo)(z) = %K[k] () + %M{k] (2).
Tomando Ky = ¢, com ¢(z) = (2r) "2 exp(—22/2), = € R, os nicleos
Ky de ordem superior que se obtém a partir de relagao de recorréncia
anterior sao os nucleos Gy, definidos por

k/2—1 (—1)°
Grl@) = D (g @@ (3.8.3)

s=0
(ver Deheuvels, 1977a; Wand e Schucany, 1990).

Analise do viés

O viés, local e global, do estimador do nicleo quando K é um ntcleo de

ordem k é descrito no resultado seguinte.
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Figura 3.8.2: Nucleos de ordem k polinomiais (Py) e nicleos de ordem k

baseados na densidade normal standard (Gy,).

Teorema 3.8.4. Sejam K um nicleo simétrico de ordem k e f com de-

rivada de ordem p continua e limitada em R. Para x € R, se h, — 0

entao
Bfu(e) — () = 2 m, () £0) @) + o0y,
onde
r = min{k, p}.

Além disso, se f) € de quadrado integrdvel temos

h2r
s my (K)R(F7)) + o(hy)).

IVIES(f,) = )z

Dem: Basta ter em conta que o desenvolvimento (3.8.1) é vélido com r =
min{k, p} no lugar de k e proceder como nas demonstragoes dos Teoremas
3.2.6 ¢ 3.6.1.

(]
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Ordem de convergéncia 6ptima

Conjugando o resultado anterior com a expressao da variancia do estimador

apresentada no Teorema 3.2.11, concluimos que

2k
BQM(fu(w) = 1 R(K) f(2) + (,’1—,) m2(K) f® ()? + o(h2*),

sempre que f admita derivada de ordem k continua e limitada em R. A

maior ordem de convergéncia é obtida tomando

—1/(2k+1)

h, =cn , com ¢ > 0,

caso em que obtemos
EQM(fa(x)) = O(n~2¥/5HD),

Sendo %%, 0 conjunto das densidades de probabilidade definido em §2.9,
é ainda possivel mostrar que a ordem de convergéncia n—2F/(k+1) atingida
pelo estimador do nicleo é uniforme relativamente a %.:

limsup sup n?*/CHHDEQM(f,(z)) < .

n—00 fEECy,

Tendo em conta o Teorema 2.9.1, isto significa que a ordem de convergéncia
n~2k/(2k+1) ¢ o maior possivel. Nao existe um estimador da densidade cujo
erro quadratico médio no ponto x convirja para zero, uniformemente em

Gsa, com uma ordem de convergéncia superior a n~2k/(2k+1),

EQMI e janela assintoticamente 6ptima

Dos Teoremas 3.6.1 e 3.8.4 concluimos que o erro quadratico médio inte-

grado admite o desenvolvimento

:L hfﬁ 2 (k) -1 2k
EQMI(fu) = —5= R(K) + s mb(K)R(S W) + Ot~ 40 (43F)

sendo a janela assintoticamente 6ptima, no sentido da minimizacao das

duas parcelas mais representativas do desenvolvimento anterior, dada por

1/(2k+1
hsonia — (K)*R(K) /B = 1/(2k41)
@ 2k m2(K)R(f®) '




3.8 Nicleos de ordem superior. Reducao de viés T

Para uma janela h,, da forma

—1/(2k+1)

h,=cn , com ¢ > 0,

obtemos um erro quadratico médio integrado da ordem
EQMI(fn) — O(n72k/(2k+1))’

onde 2k/(2k + 1) é uma fungao crescente de k que converge para 1, aproxi-
mando-se assim o EQMI da ordem de convergéncia n~'. No entanto esta
ordem de convergéncia nao é atingida por qualquer estimador do ntcleo
com K € Ls e para qualquer densidade f € Ly. Com efeito, de (3.5.2)

temos

nhoEQMI(f,) > R(K) — hy, / K, * f(x)%dz,

ou ainda,

lim inf nh, EQMI > R(K),

0 que implica que
nEQMI(f,) — +oo.

Superntcleos

Ao fixarmos a ordem k do nicleo, estamos naturalmente a limitar a ordem
de convergéncia do viés do estimador do ntcleo para densidades que possam
admitir derivadas continuas e limitadas para além da ordem k. Com efeito,

do Teorema 3.8.4 sabemos que
Efy(x) = f(z) = O(hpthrh),

onde f admite derivada de ordem p continua e limitada em R. A utilizagao
de um nicleo de ordem k nao permite assim que o viés do estimador convirja
para zero mais rapidamente que hfl. Esta limitagao seria evitada se o nicleo

K admitisse momentos nulos de todas as ordens. Neste caso,

Efa(z) — f(z) = O(h}),
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K(x)
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Figura 3.8.5: Supernicleo trapezoidal.

ficando a ordem de convergéncia do viés unicamente dependente da regu-
laridade de f. Os supernticleos, que sao caracterizados pelo facto da sua
funcao caracteristica ser constante numa vizinhanca da origem, possuem
a propriedade anterior (ver Devroye, 1987, Cap. 7; Chacén et al., 2007a).
Um exemplo clédssico de um superniicleo é dado pelo niicleo trapezoidal (ver
Figura 3.8.5)

cos(zx) — cos(2x)

K(r) = ,

T x?

de funcao caracteristica i (t) = I(0 < [t| < 1)+ (2 — [t)I(1 < |t| < 2).

Devido ao caracter assintético dos resultados anteriores, nao é de todo
claro que para os tamanhos de amostras que ocorrem em situagoes praticas,
a utilizacao de nicleos de ordem superior a segunda implique uma melhoria
efectiva da qualidade do estimador. Acrescem a isto, problemas relaciona-
dos com a escolha prética da janela. Sobre esta e outras questoes relativas a
utilizagao de nucleos de ordem superior ver Marron e Wand (1992) e Jones
e Signorini (1997).
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3.9 Escolha pratica de h,,

Dos dois parametros, nicleo e janela, que devem ser fixados pelo utiliza-
dor, vimos ja que, limitando a nossa escolha a classe dos nicleos simétricos
de segunda ordem, a escolha do nicleo nao é de importancia fundamen-
tal. A sua escolha é habitualmente pautada por questoes relacionadas com
propriedades de regularidade que pretendemos que as estimativas de densi-
dade possuam e nao por principios de eficiéncia uma vez que, como vimos,
ntcleos diferentes do 6ptimo possuem uma eficiéncia, no sentido do erro
quadratico médio integrado assintético, préxima da unidade. Admitiremos

no que se segue que K é uma densidade de probabilidade simétrica.

Tal como acontecia no caso do histograma, a escolha da janela h,, ¢ uma
questao crucial na implementacao pratica do estimador do ntucleo. Nesta
seccao descrevemos alguns dos métodos automaticos que sao utilizados na
pratica para efectuar esta escolha (ver também Wand e Jones, 1995; Simo-
noff, 1996; Sheather, 2004). Centraremos a nossa atengao na descri¢ao das
suas propriedades assintéticas que, muitas vezes, nao reflectem de forma
fidedigna o seu comportamento a distancia finita. Por esta razao, sao di-
versos os estudos de simulagao que podemos encontrar na literatura com o
objectivo de comparar os diversos métodos, nao havendo nenhum método
para a escolha da janela h,, que, relativamente a um conjunto vasto de den-
sidades f, seja uniformemente melhor que os restantes. A titulo de exemplo
refiram-se os estudos de Cao et al. (1994), Berlinet e Devroye (1994), Chiu
(1996) e Jones et al. (1996b).

3.9.1 Métodos de utilizagcao simples

Para uma vasta classe de densidades conhecemos, a menos da quantidade
R(f"), a janela éptima no sentido da minimizagao do erro quadratico médio

integrado assintético:

hequia = cx R(f") Y2 n=1/5,
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onde

cx = (R(K)/m3(K))"° .

Janela com distribuicao de referéncia normal

Deheuvels (1977a) e Deheuvels e Hominal (1980) propoem que se utilize
a distribuigdo normal como distribuicao de referéncia e que R(f”) seja
calculada tomando para f a densidade normal com média 0 e desvio-padrao

o. Neste caso,

3

R(fl/) = 8ﬁ05

~ 1.36cx on /5,

1/5
8/ _
heqmia = ck (T\/_> on/°

Finalmente, estimando ¢ pelo desvio-padrao empirico corrigido § obtemos

a janela com distribuigao de referéncia normal:

iLNR = 1.36cx §n*1/5.

Uma janela alternativa pode ser obtida se como estimador de o usarmos
AiQ/1.349, onde AIQ ¢ a amplitude inter-quartil empirica (ver §2.8.1). Sil-
verman (1986) sugere que se estime a escala da distribuic¢ao pelo estimador

combinado

Gsi, = min (3, AIQ/1.349), (3.9.1)

dando origem a janela
hsir, = min(1.36 §,1.01 AIQ) ¢z n /7.
No caso de tomarmos para nticleo K o nicleo normal, obtemos

hsi, = min(1.06 §,0.79 AIQ) n =1/,
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O principio da distribuicao mais suave

No contexto do estimador do ntucleo e tomando para parametro de escala o
desvio-padrao o, o principio da distribuicao mais suave introduzido por Ter-
rell e Scott (1985) e Terrel (1990), a que fizemos referéncia em §2.8.1, con-
siste em tomar como distribuicao de referéncia a densidade f com varidncia
o2 que torna minima a quantidade R(f”). Terrel (1990) prova que a den-

sidade com variancia o que é solucdo do problema anterior é dada por gs
onde g(z) = 33(1 — 2%)*I(|z| < 1) e § = 30. Como R(g") = 35 obtemos

hos = 1.47 ey §n~ 15,

No caso de K ser o nicleo normal, temos
iLOS =1.145n" /5.

Com excepcao da familia de densidades tomada para distribuicao de
referéncia, os métodos anteriores nao produzem janelas automadticas as-
sintoticamente equivalentes a janela assintoticamente 6ptima. Os métodos
que descrevemos a seguir para a escolha automatica da janela possuem essa

propriedade para uma vasta familia de densidades de probabilidade.

3.9.2 Método de validagao cruzada baseado no EQI

Como jé referimos a propdsito do estimador do histograma, o método de
validacdo cruzada baseado no erro quadratico integrado EQI = ||f, — f||3
proposto por Rudemo (1982) e Bowman (1984) (least-square cross-valida-
tion ou unbiased least-square cross-validation) tem como objectivo escolher

uma janela que minimize a fungao aleatoria

BQI) = [{a(e) — f@)Fds

onde, por simplicidade de escrita, escrevemos h em vez de h,,.
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Procedendo por analogia ao que fizemos para o histograma, para i =

1,...,n, vamos considerar o estimador do nicleo, f, _;, associado a sub-
amostra Xi,...,X;-1, X;41,..., Xy, isto é,
foilw) = = 3 Ko~ X))
_i(x) = nlr — X,
n,—1i n—1 i 7/
Jj=1
j#i

e tomamos a estatistica
1 n
- Z fn,—i(X3),
i=1

para aproximar [ f,(z)f(z) dx.
Na pratica toma-se para janela o valor hev que minimiza o estimador
céntrico de variancia minima de EQMI(f,,) — R(f) (cf. Teorema 3.5.1) dado

por

n

2

CV(h) = R(fa) = = D failX0)
=1
= ngz() + n(nl_ 1) Z(%K}l * K, — 2Kh)(X@' _ Xj)-

i
As primeiras propriedades tedéricas da janela aleatoria anterior foram es-
tabelecidas por Hall (1983) e Stone (1984). Sob condigbes pouco restritivas

sobre o ntcleo e sobre f estes autores mostram que hcy é assintoticamente

optima no sentido em que vale a convergéncia

EQI(hcv) e, 4
EQI(hrqr)

)

onde iLEQI é a janela aleatdria 6ptima no sentido do EQI:
iLEQI = argmin;, - (EQI(h).
Além disso, vale a convergéncia

iLCV [

1,
heqmr
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(cf. Hall, 1983) onde hgqmi é a janela 6ptima no sentido da minimizagao
de EQMI, isto é,
hEQMI = argminh>0EQMI(h)

(sobre a existéncia e o comportamento assintdtico da janela hpqmr ver
Chacén et al., 2007b). Hall e Marron (1987a) precisam ainda a ordem de
convergéncia com que o erro relativo hov /hEqumr — 1 converge em probabi-

lidade para zero, estabelecendo que

n1/10 (hc—v - 1) —Ls N(0,02y),
heqmt

onde ‘7(23\/ > 0 depende de f e de K. Esta é efectivamente uma baixa

ordem de convergéncia para o erro relativo de hev quando comparada com

a ordem de convergéncia 6ptima n~/? (cf. Hall ¢ Marron, 1991). Esta

baixa ordem de convergéncia reflecte-se na pratica no facto da janela hev

apresentar uma grande variabilidade amostral.

3.9.3 Estimacgao de funcionais da densidade

Alguns dos métodos automaticos para a escolha da janela do estimador do
ntucleo que apresentamos a seguir passam, de uma forma ou de outra, pela
estimacao da quantidade desconhecida R(f”) que surge nas expressoes do
EQMIA ou da janela assintoticamente éptima hgqmra, ou mais geralmente,

pela estimagao duma funcional do tipo
60 = R(F) = [ 1o

onde 7 é um inteiro ndo negativo e f(") é de quadrado integravel. Neste
paragrafo estudamos uma classe de estimadores do nucleo deste tipo de
funcionais (ver Chiu, 1991, e Wu, 1995, para uma classe alternativa de
estimadores baseados na fungao caracteristica empirica).

Se f admite derivadas até a ordem 2r limitadas e de quadrado in-

tegravel, a funcional anterior pode ser escrita na forma

6, = (~1 / 20 (@) f(@)dx = (~1)7 B(F) (X)),
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o0 que motiva considerarmos o estimador de R(f(")) dado por

i) = E 3 rex - x)), (3.9.2)
ij=1

onde assumimos que L é um ntcleo simétrico com derivada até a ordem 2r,
g = gn > 0 ¢ a janela e Lés) representa a derivada de ordem s da funcao
Ly(x) = L(x/g)/g, isto é, Lés)(x) = LG)(x/g) /gt (cf. Hall e Marron,
1987b, 1991; Jones e Sheather, 1991).

No resultado seguinte apresentam-se desenvolvimentos assintéticos para

o viés e para a variancia de 6,.(g).

Teorema 3.9.3. Seja L um nicleo simétrico de ordem 2v, v € N, com deri-
vadas limitadas e de quadrado integrdvel até a ordem 2r, tal que
[u*THL(u)|du < co. Se f possui derivadas limitadas, continuas e de

quadrado integrdvel até a ordem 2r +2v+1 e g = g, — 0 entao:

(=1"LEIO0) 5, (=1)"may(L)

(J,) Viés HT (g) - ng2r+1 +y9 (2]/)! 9r+u
+O(n1) + O(g*H).
b) Vard,(g) = = Varf®)(Xy) + s RILZ))o
" n n2 g47"+1

+0 (n7'g*) +o(n2g7*1).

Dem: Vamos limitar-nos aqui ao cédlculo do viés do estimador. A variancia
pode ser obtida usando a estrutura de U-estatistica de ér(g) e os resultados
classicos de Hoeffding (1948) (ver também Wand e Jones, 1995, §3.5). O

desenvolvimento apresentado para o viés de 6,(g) decorre da expressao

ry(2r)
Eb,(g) = M + (=17 (1 = n HELP (X; - Xa)
_1\r7.(2r)
= Hqigf—ﬂ(m + (=1 (1 =n) / / L) (@ — ) f (@) (y)dady,
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onde

/ LED(x — ) f(x)dz
= [ Lyte =@ @e = [ L1 (@ = ughis

= 7 (y) + g% may (L) ) (y)
2v+1 ! 2v+1 (1_t)2y (2r4+-2v+1)
g [ /O L) St (y — tug)dtdu,
(]

// LP (@—y) f (2) f(y)dwdy = (_1)7"9T_|_92u(_1)r+ymzy(L)

(2v)!

9r+u+0(92y+1)-
O

Concluimos assim que

2

n2 gir+1 R(L#)fo

<—1>”sz<L>)2

EQM((g)) = . Varf) (X3) +

(=D)"LE0) |,
+ <W + 9704,

(2v)!
+o (n—29—4r—1) + O (n—ngV—Qr + g4u+1) ’

2r+1

e portanto, se ng — 400 temos

0,(9) = 0,.

Se (=1)"* L) (0)ma, (L) < 0, a janela assintoticamente 6ptima, no
sentido da minimizacao dos termos mais representativos do EQM anterior,

anula os termos dominantes do viés do estimador sendo dada por

(_1)r+u+1 (2y)|L(2r) (0)> 1/(2r+2v+1)

A p—
JEQM ( m2u(L) 9r+zx n

Neste caso,

N —(2v+1/2)/(2r+2v+1)
6, (gmquin) — Oy — Oy (n o ) sev<r
0,(n=1/?) sev >,
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1/(2r+2v41)

Quando a janela g é escolhida da forma g = c¢n™ , com ¢ > 0,

podemos concluir que

Op (n—2u/(2r+2u+1)) sev <r
0,(n=1/?) sev>r,

ér(g) -0, = {

o que ilustra bem o efeito de considerarmos nicleos L de ordem superior

—1/2 pode ser

no estimador 6,(g): a ordem de convergéncia paramétrica n
alcancada desde que L possua uma ordem superior a 2r. No entanto, uma
tal a ordem é obtida a custa de impormos condicoes de regularidade mais
restritivas sobre a densidade f.

As condiges impostas sobre o nicleo L sao em particular satisfeitas
quando tomamos L = G9,, onde G, é o nucleo de ordem 2v definido a
partir da densidade normal standard por (3.8.3). Neste caso, atendendo ao
facto da funcao (—I)TL@") ser definida positiva, podemos ainda concluir
que o estimador 6,(g) preserva o sinal de R(f(2").

No caso particular em que L é da forma L = Kx K, onde K é um nticleo
simétrico de ordem 2v, com derivadas limitadas e integraveis até a ordem
r, as condicoes do teorema anterior sao satisfeitas e o estimador ér(g) nao é
mais do que o estimador que se obtém substituindo em R(f(")) a densidade

f pelo estimador do nucleo da densidade com nticleo K e janela g:

) —1)" ¢ r r
o) = ST K K- x))
ij=1

- (e X)) @
= R(f\")

(cf. Nadaraya, 1974).

3.9.4 Outros métodos de validagao cruzada

No sentido de melhorar as propriedades assintéticas e a distancia finita da

janela hcy, foram varios os métodos propostos na literatura para a escolha
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automatica da janela. Para uma breve descricao de muitos deles, ver, por
exemplo, Cao et al. (1994), Jones et al. (1996a,b) e Chiu (1996). Neste
paragrafo centramos a nossa atencao em alguns dos métodos de validacao

cruzada propostos.

Método de validagao cruzada baseado no EQMIA

Um primeiro passo no sentido da diminuicao da variabilidade da janela hov
é dado por Scott e Terrel (1987). Estes autores propoem um método de
validacao cruzada (biased least-square cross-validation) baseado na mini-
mizagao do estimador do EQMIA que se obtém substituindo a quantidade
desconhecida R(f") por um estimador baseado em R(f/), onde f, é o es-
timador do nicleo com ntcleo K e janela h,,.

Sabemos do Teorema 3.9.3 que quando h,, é da ordem de n~1/?, R(f))

é um estimador assintoticamente enviesado de R(f"):

R(K//)
nhd

+ o(n~2/%).

Este facto leva a que Scott e Terrel (1987) (ver também Deheuvels e Ho-

minal, 1980) sugiram a utilizagdo do estimador corrigido,

R(K") 1
i#£]

Assim na prética toma-se para janela o valor hgcy que minimiza

1
BCV(h):%R(K)%——mQ QZK X — X;).
i#£]

A principal vantagem assintdtica da janela hpoy relativamente a hoy
é a sua menor variabilidade. Sob certas condi¢oes de regularidade sobre f,

Scott e Terrel (1987) e Jones e Kappenman (1992), provam que

n1/10< hpcov

~1) 4 N(0.ohev),
heqmr
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onde o3 > 0 depende de f e de K mas o2y /02 depende apenas do
BCV CV/YBCV

nucleo K. No caso de K ser o nicleo normal standard temos

2
o
— ~ 15.7,
9BV
o que indica que devemos esperar uma menor variabilidade amostral de
hgcv relativamente a hoy. Apesar desta expectdvel menor variabilidade,
a ordem de convergéncia obtida para o erro relativo de hgcy € igual a da

janela ich.

Métodos de validagao cruzada suave

Uma abordagem diferente é sugerida por Hall et al. (1992) e Jones et al.
(1991), que partindo da aproximagao do EQMI dada por

B 1 e 5@ - sy,

n
sugerem estimé-la por versoes da fungao

SCV(h) = AU | /{Kh * fr(zig) — fula; 9) Y dz,

nh
onde fL(-; g) é um estimador preliminar de f com ntcleo L e janela g. Re-
paremos que, contrariamente aos métodos de validacao cruzada anteriores,
este método nao é completamente automatico uma vez que é necessario pro-
ceder a escolhas preliminares de L e g. Para escolhas adequadas da janela g
e do nucleo L é possivel provar que a janela hscv (smoothed cross-validation
bandwidth) que minimiza SCV(h) atinge a ordem de convergéncia 6ptima

n~1/2;

hsov _ 0,(n~1?).
heqmr

Na versao do método considerada por Jones et al. (1991), é interessante no-
tar que a ordem de convergéncia anterior pode ser obtida sem ser necesséario

utilizar um nucleo L de ordem superior a segunda.
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Método de validagao cruzada de Chiu

A ordem de convergéncia anterior é também obtida pela janela gerada pelo
método de validagao cruzada proposto por Chiu (1991). Este autor usa
uma representagao de CV(h) em termos da fungao caracteristica empirica
p(\) = n! > i—1exp(iAX;) devida a Silverman (1986), e faz notar que
a maior fonte de variacdo presente em CV(h) é principalmente devido as
frequéncias elevadas A de (]3()\) De forma a reduzir o impacto de tais
frequéncias, é sugerida a modificacao da funcao caracteristica empirica para
além de uma frequéncia de corte A o que dé origem a funcdo de validacao

cruzada estabilizada

s = T4 5 [ IGO0~ mpn = k) ax

onde k(t) = [exp(itz)K (x)dr é a fungao caracteristica de K. A frequéncia
de corte A depende das observagoes e é ela propria escolhida através de um
procedimento de validacao cruzada baseado no estimador de Fourier de f
como descrito em Chiu (1992). Denotando por hs a janela que minimiza

S(h), sob certas condigoes de regularidade em f vale a convergéncia
1/2 hs d 2
n -1 N(07 o (f))a
heqmt

onde

9 4 (E(fW(X1))?
*(f) = 5 (W - 1) . (3.9.4)

Reparemos que nao sé a ordem de convergéncia é 6ptima como a variancia
assintética anterior coincide com a menor constante que é possivel obter,
no sentido descrito por Fan e Marron (1992), para o momento de segunda

ordem do erro relativo de uma qualquer janela automatica.

3.9.5 Métodos plug-in

Os métodos plug-in para a escolha da janela remontam aos trabalhos de
Woodroofe (1970), Nadaraya (1974) e Deheuvels e Hominal (1980), e sao
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baseados na ideia de substituir as quantidades desconhecidas que surgem na

expressao da janela assintoticamente 6ptima por estimadores convergentes.

Métodos directos

Uma primeira classe de métodos, ditos métodos plug-in directos, usa a

expressao da janela assintoticamente 6ptima dada por

~1/5 _
heqmia = ck 0, n 175,

onde cx = (R(K)/m%(K))l/5 e 0o = R(f"), e sdo baseado na janela
aleatdria que se obtém por substituicao da funcional desconhecida 65 por
um estimador convergente da mesma. Usando o estimador de #2 dado por
(3.9.2), onde tomamos para L o nicleo de ordem 2v baseado na densidade

normal standard dado por (3.8.3), obtemos a janela
iLPI = CK ég(g)_l/E] n_1/5.

Esta janela nao é completamente automatica pois depende da escolha de
um novo parametro de regularizacao g. Atendendo aos resultados descritos
em §3.9.3, a janela g pode ser escolhida com base na féormula da janela

assintoticamente Optima para o estimador ég(g) dada por

<<—1>”+1 (20)!L(0) ) 1/(5+2)
g2 =

mQ,,(L)Hng,, n

)

onde mo, (L) = (=1)**1(2v)!/(2"v!). A utilizagdo desta féormula levanta
o mesmo problema que levantava a expressao de hpqwmia, uma vez que gs
depende da funcional desconhecida 6s,,. Podemos novamente estimar 6o,
usando o estimador é2+y(g), mas sabemos ja que a janela assintoticamente
Optima deste estimador depende da funcional 05, 9,,, originando um processo
multietdpico que na sua etapa j passa pela estimagao de 63 (;_1), a partir

do estimador 92+(j_1)y(g) cuja janela assintoticamente éptima é dada por

(—1)7+1 (20) I LA+2G-1v) (0) 1/(5+25v)
92+(j-1)v = may (L)0ajyn _ (3.95)
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Uma forma de evitar este ciclo vicioso é a de, na ultima das etapas
anteriores, digamos ¢, estimar a funcional 65, usando o método das dis-
tribuicoes de referéncia. A distribuicao de referéncia mais usada na pratica
é a distribuicdo normal de média 0 e de desvio-padrao o, para a qual a
funcional 04 é dada por

() = B

(20)2H sl /7

NR
92+€1/

de 0. A ideia agora é a de estimar sucessivamente as ¢ funcionais

podendo 0oy, ser estimada por (6), onde & é um qualquer estimador

Ot (=1 g (0—2)0s - - - 5 0240, b2

Para tal, e para j = £,...,1, usamos o estimador do nicleo é2+(j,1)y(g)
para estimar 6 (j_1),, com janela g = go (j_1), dada por (3.9.5) onde O j,,
é substituida pela estimativa previamente calculada. Este procedimento
multietdpico define um estimador de 0, a £ etapas que vamos denotar por

6727@(&), e também uma janela plug-in a ¢ etapas definida por
prLg =cCK ézg(@')_l/S ’I’L_l/S.

Na pratica escolhe-se habitualmente v = 1, isto é, L é um ntcleo de
segunda ordem. Se f possui derivadas limitadas até a ordem 4 + 2/ e se

existe oy # 0 tal que 6 — oy = Op(n_l/Q) é possivel mostrar que

hpr _9
DPLL g (T
hEQMI P( )
e que
hpte
heqmr

—1=0,(n"M), £>2

(cf. Tenreiro, 2003). Estes resultados justificam a habitual recomendagcao
de se utilizar £ = 2 quando v = 1. Apesar da utilizacado de nucleos de
ordem superior a segunda nao revelar ganhos préticos relativamente aos

nucleos de segunda ordem, ela permite melhorar ligeiramente as ordens
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de convergéncia anteriores no caso de f possuir derivadas limitadas até a
ordem 4 + 2v¢:
hpr e

—1=0,(n"2%), t>1.
hEQMI P(n ) —

A ordem de convergéncia anterior reflecte uma limitagao da janela assin-
toticamente 6ptima, hgqmia, como aproximacao da janela 6ptima hgqur.
Com efeito, sendo K uma densidade de probabilidade simétrica e limitada
com [ |ul’K(u)du < oo, e possuindo f derivadas continuas de quadrado

integravel até a quarta ordem, é possivel provar que

heqmt = hequmia + di 02_8/5 O3 n3/° + O(n_4/5), (3.9.6)
onde .
di = o5 R(K)3/5 may(K) ™12 my(K)

(cf. Hall et al., 1991). Concluimos assim que

heqmia

1=0(n"%?),
heqmt (n=7)

nao sendo, por isso, possivel melhorar a ordem de convergéncia n~2/> utili-
zando a metologia plug-in a partir da aproximagao hgqmia de hrqmi. No
entanto, utilizando uma melhor aproximacao de hgqmr como aquela que

podemos deduzir de (3.9.6) e definindo a janela plug-in por
iL*PI,é = CK é2,é(&)_1/5 n~5 4 dy é2,g(&)_8/5 ég,g(&) n_3/5,

é possivel provar que se v > 2 e £ > 2 entao

iL*

w2 (1) s N(0.0%()
heqmt

onde o?(f) é dado por (3.9.4). Quer em termos da ordem de convergéncia,

quer relativamente a sua variancia assintética, a janela iL’f,I ¢, possui propri-

edades de optimalidade assintéticas ja apontadas ao método de validacao

cruzada de Chiu.
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O método plug-in de Sheather e Jones

Uma abordagem diferente para a seleccao automatica da janela, que tem as
suas origens nos trabalhos de Hall (1980) e Sheather (1983, 1986), é inicial-
mente sugerida por Park e Marron (1990), sendo posteriormente melhorada
por Sheather e Jones (1991). Partindo mais uma vez da expressao para a
janela assintoticamente éptima hrpqwmia, e tendo por motivagao o facto da

janela hpqmia poder ser aproximada por

hequia ~ cx O2(grqma) /o015,

onde o estimador f5(g) é definido por (3.9.2) com L um niicleo de segunda
ordem, e da janela assintoticamente 6ptima grqma poder ser expressa em

termos de hpqwmia através da relacao

geqMma = a(hrqmia),

com

a(h) = i (LD (0) /ma(L)) /7 (62/65) /T,
propoe-se a escolha da janela hsy que satisfaca a equacao
h = cx Oa(&(h)) Vo135,

onde & é definida como «, mas onde as quantidades desconhecidas 05 e 63
sao substituidas pelos estimadores a uma etapa 62 1(6) e 631(5), respecti-
vamente, onde ¢ é um qualquer estimador da escala o das observagoes. No

caso em que L é o nucleo normal standard, temos

éQJ(@') = é2(1241 5’7171/7)

f31(5) = 03(1.230 6 1/9),

com 0 e A3 dados por (3.9.2) e

a(h) =1.133 "7 (B1(6) /031 (6))HO/.
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Sob certas condigoes de regularidade em f, é possivel provar que
= 1= Op(n—5/14)

(cf. Sheather e Jones, 1991), obtendo-se uma ordem de convergéncia igual
a do método plug-in directo a duas etapas. Uma modificagdo do método
de Sheather e Jones, que aparentemente melhora o seu comportamento a

distancia finita, foi recentemente proposta por Liao et al. (2010).

3.9.6 Aplicagao a um conjunto de dados reais

Retomamos neste paragrafo o conjunto de dados considerado em §2.8.3. Na
Figura 3.9.7 apresentamos trés estimativas do nicleo obtidas a partir das
janelas iLSIL, iLCV e iLSJ. Na implementacao desta iltima janela tomamos
para estimador ¢ da escala das observagoes o estimador (3.9.1). Tal como
ja acontecia relativamente ao estimador do histograma as janelas obtidas
pela regra de Silverman sao significativamente maiores que as restantes
janelas. Na origem deste facto pode estar uma subestimacao das quantida-
des R(f"”) uma vez que a janela de Silverman toma a distribui¢cdo normal
como distribuicao de referéncia e a distribuicao subjacente as observacoes

¢é marcadamente nao normal.

3.10 O estimador automatico do niicleo
Sendo a janela h, escolhida na pratica em funcao das observacoes, isto é,
by, = hp(X1,..., X5),

é natural pretendermos saber se o estimador do nicleo com janela aleatoria,
designado habitualmente por estimador automatico do ntcleo, continua a
gozar de boas propriedades de convergéncia como acontece com o estima-
dor com janela determinista. Esta pergunta foi sendo respondida afirma-
tivamente por autores como Wagner (1975), Deheuvels e Hominal (1980),
Devroye e Wagner (1979), Devroye e Penrod (1984) e Tenreiro (2001), que
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duragéo das erupgdes (minutos) minutos até a préxima erupgao

Figura 3.9.7: Estimativas do nicleo obtidas a partir das janelas lA”LSIL, ?LCV
e BS J-

obtiveram para o estimador automatico do nucleo, versoes dos resultados
de convergéncia que apresentamos atras. Enunciamos a seguir dois desses
resultados, relativos as convergéncias Lo, e L1, que generalizam os Teore-
mas 3.3.1 e 3.4.1, respectivamente. O primeiro é devido a Wagner (1975) e

o segundo surge em Devroye e Gyorfi (1985, Cap. 6).

Teorema 3.10.1 (Convergéncia Lu,). Sejam K um nicleo de variagao
limitada e f € % . Se hy, 250 e nh? /loglogn Ly 40 entdo

[1fn = flloo = 0.

47 C
O resultado permanece vdlido com % no lugar de 2.

Teorema 3.10.2 (Convergéncia Li). Sejam K € % limitado de suporte
limitado e integrdvel a Riemann e f € . Se hy 250 e nhy, 25 400

entao
o = fllL == 0.

47 C
O resultado permanece vdlido com % no lugar de 2.
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O primeiro dos resultados anteriores pode ser obtido de forma simples
adaptando a demonstragao do Teorema 3.3.1. O segundo resultado é obtido
por Devroye e Gyorfi (1985) usando um resultado de convergéncia uniforme

relativamente a janela h, isto é, a partir de um resultado do tipo

sup || fun — flli =0,
heH,

onde f,n é o estimador do ntcleo com janela determinista h e H, é uma
apropriada sucessao de intervalos deterministas que converge para zero

quando o tamanho da amostra aumenta e que satisfaz
I(hn ¢ Hy) 20,

sempre que h,, verifica as condigoes hy, 250 e nhy, 25 +00. A mesma
técnica é descrita em Deheuvels e Hominal (1980) com o objectivo de ge-
neralizar ao estimador automatico o Teorema 3.3.2. Utilizando técnicas de
processos empiricos, outros resultados mais recentes sobre a convergeéncia
uniforme relativamente a janela que permitem obter a convergéncia L.,
para o estimador automatico do ntcleo sao devidos a Einmahl e Mason
(2005) e Mason e Swanepoel (2010).

3.11 Estimacao em pontos fronteiros

Quando f tem como suporte um intervalo do tipo [a,+oo[ nao sendo f
continua no ponto x = a, o estimador do niucleo deixa de ser adequado
para estimar f numa vizinhanca de x = a. Este facto ¢ ilustrado na Figura
3.11.1 para o estimador com ntcleo de Epanechnikov e janela h = 0.5
baseado numa amostra de tamanho 200 da distribuicao exponencial de
parametro 1. A principal razao para o comportamento do estimador para
pontos x na regiao [a,a+ h|, dita regiao de fronteira, prende-se com o facto
da vizinhanca [z — h,x + h] de z, definida pela janela h, ser parcialmente
desprovida de observagoes.

No sentido de analisar o viés do estimador do niicleo na regiao de fron-

teira [a,a + h], vamos assumir que o ponto = é da forma = = a + ah para
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Figura 3.11.1: FEstimativa baseada numa amostra de tamanho 200 da dis-

tribuicao E(1) com h = 0.5 e nicleo de Epanechnikov.

algum o €]0,1[ e que K ¢é um nucleo limitado de suporte [—1,1]. Se f
possui derivada de segunda ordem limitada e continua a direita de = = a,

temos

+o0

Bhie) = [ K- = [ K(2)f(x — 2h)dz

a

[ 1
:/ K(2) [f(x)—zhf’(x)+z2h2/0 (1 —t)f"(x — tzh)dt| dz,

-1
0 que permite concluir que

2
() = mo oK) (2) — hma o(K) /() + o o ()" (2) + o(1?),
onde

meo(K) = /al 2K (2)dz.

Uma forma de corrigir o viés anterior é proposta por Gasser e Miiller
(1979), Rice (1984), Gasser et al. (1985) e Miiller (1991), e consiste em mo-
dificar o estimador do nicleo para pontos z € [a,a+h[. A ideia é substituir

K(-) por nicleos especiais K (-;(z — a)/h), ditos nicleos de fronteira, que
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Figura 3.11.3: Nucleos de fronteira baseados no nicleo de Epanechnikov.

dependem da distancia o = (z — a)/h de x a fronteira, e tais que K(-;«) é
um nicleo de segunda ordem em [—1,a], para a € [0,1[. O estimador do

ntcleo passa entao a ser definido por

~ 1 n T — X;
fulz) = n—hn;Kx’h" ( . ) , (3.11.2)

onde
K(u;(x —a)/h), a<zx<a+h
Kx,h( ):
K(u), x>a+h,

e fo(z) = 0 para x < a. Neste caso, e para © = a + ah, obtemos

B 2 «
Efp(z) = f(x) + % /1 Z2K(Z; a)dzf"(z) + o(hz),

Var f,,(z) = % /O; K(z;a)?dzf(x) + O(n™Y),

recuperando-se assim a ordem de convergéncia h? para o viés do estimador.
Dado um nicleo K simétrico e nao-negativo com suporte [—1, 1], uma

forma simples de construir nicleos K (-; ) de segunda ordem em [—1,a], é
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considerar

K(u;a) = (Aa + Bau)K(u)I(—l <u<a),
onde A, e B, sao determinados pelas condi¢oes mgqo(K(;a)) = 1 e
mi,q(K(; ) =0, sendo dados por

mzﬂ(K)

Ay =
mo.a(K)ma.o(K) —mi ,(K)

. —ml,a(K)
e ) () — 2 ()

Tomando para K o nucleo de Epanechnikov, os nitcleos de fronteira
K (-; ) sao representados na Figura 3.11.3 para alguns valores de a. Neste
caso temos moq(K) = (2 + 3a — a3)/4, m1o(K) = =3(—1 + a?)?/16 e
ma.a(K) = (2 + 503 — 3a°)/20.

No caso de f ter como suporte o intervalo [a,b], a metologia anterior
pode ser facilmente adaptada. O estimador com nicleo de fronteira é dado
por (3.11.2) com

K(u;(x —a)/h), a<zxz<a+h
Kypn(u) =4 K(u), a+h<z<b-h
K(—u;(b—x)/h), b—h<x <b,

e fu(x) =0 para z < a ou x > b.

Retomando os dados considerados atras, apresentamos na Figura 3.11.4
a estimativa anteriormente obtida e a nova estimativa obtida utilizando
nicleos de fronteira. A partir de uma amostra de tamanho 500 da distri-
buigao com densidade f(z) = 1+ sin(27x), para = € [0, 1], representamos
na Figura 3.11.5 as estimativas obtidas, com e sem correccao de fronteira,
usando o nicleo de Epanechnikov e h,, = 0.15.

Procedimentos alternativos para corrigir o problema de viés em pontos
fronteiros sao considerados, entre outros, por Schuster (1985), Jones (1993),
Marron e Ruppert (1994), Jones et al. (1996b), Cowling e Hall (1996),
Cheng et al. (1997), Chiu (2000), Karunamunia e Zhang (2008) e Zhang e
Karunamuni (2010).
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Figura 3.11.4: Estimativas, com e sem correc¢cao de fronteira, baseadas

numa amostra de tamanho 200 da distribui¢cao E(1) com h, = 0.5 e nicleo
de Epanechnikov.
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Figura 3.11.5: Estimativas, com e sem correc¢ao de fronteira, baseadas
numa amostra de tamanho 500 da distribuicdo de densidade f(x) =

1 +sin(27x), = € [0,1], com h, = 0.15 e nicleo de Epanechnikov.
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3.12 Estimador multivariado do ntcleo

Na sua forma mais geral, o estimador do nicleo associado as observacoes d

dimensionais X1, ..., X, é definido por
1 n
ful@) = — 2 Kz — X;)
1=

(cf. Deheuvels, 1977b), onde a janela H = H,, ¢ uma matriz simétrica e

definida positiva de dimensao d x d, e
Ku(x) = [H|7VPK(H ),

onde H~1/2 representa a raiz quadrada de H ¢ o nicleo K é uma funcio de
R? em R com J K(z)dz = 1. O ntcleo K ¢ habitualmente uma densidade

de probabilidade, sendo o nicleo normal o mais usado na literatura:
K(z) = (27)" %2 exp (—z'z/2),

onde z! denota o transposto de z.
Uma forma simplificada do estimador anterior é obtida assumindo que
a janela matricial H,, tem uma forma diagonal H = diag(h?, ... ,hfl) o que

dé origem ao estimador

1 " xl—Xﬂ CEd—XZ
()= — S K
fal@) nhl...hd; ( hi ha >

(cf. Epanechnikov, 1969). Uma maior simplificagdo pode ainda ser obtida

assumindo que H = h?I, onde I é a matriz identidade. Neste caso o

estimador toma a forma cléssica considerada por Cacoullos (1966):

=1

Varios autores consideram esta simplificagao demasiado restritiva, advo-

gando que pelo menos uma janela diferente segundo a direc¢ao de cada um
dos eixo coordenados deve ser considerada (ver Wand e Jones, 1993; Scott
e Sain, 2005).
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A escolha da janela

Sendo H diagonal e K um ntcleo com [2K(z)dz = 0 e [22/K(z)dz =
ma(K)I, com mo(K) = [ 22K (2)dz independente de 4, sob certas condigdes
de regularidade sobre f e assumindo que h; — 0 e nhy...hg — +00, 0
erro quadratico médio integrado assintotico do estimador do ntcleo toma
a forma

R(K)? 1 d
EQMIA = ﬁ + 5 ma(K) > hih3 / fii(x) fj5(x)dz,

ij=1
onde f;; denota a segunda derivada de f relativamente a sua i-ésima variavel
(cf. Wand, 1992; Wand e Jones, 1995).
Tomando para K o niucleo normal standard e como distribuicao de re-
feréncia a distribuigao normal N(0,X), com 3 = diag(a%, e ,03), a janela
assintoticamente 6ptima é dada por

d+4)

8 1/(d+4)

hiBQMIA = <d—+5

expressao esta que pode ser usada para propor uma escolha pratica da
janela. Outros procedimentos para a escolha automaética da janela que,
contrariamente ao anterior, produzem janelas assintoticamente equivalentes
a janela assintoticamente 6ptima, sdo estudados em Stone (1984), Sain et
al. (1994), Wand e Jones (1994), Duong e Hazelton (2003, 2005) e Chacén
e Duong (2010).

Usando a janela anterior com o}, substituido pelo desvio-padrao empirico,
apresentamos na Figura 3.12.1 uma estimativa da densidade obtida a partir
de uma amostra de tamanho 500 da mistura de normais bivariada indicada.
Retomando os dados descritos em §2.8.3, apresentamos na Figura 3.12.2

uma estimativa da densidade conjunta das duas varidveis observadas.

A maldicao da dimensao

Para a distribui¢ao normal multivariada standard N (0, I), e admitindo que

o nucleo normal standard é tomado para K, apresentamos na Tabela 3.12.3
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Figura 3.12.1: Grdfico de dispersao, estimativa da densidade e respectivas
curvas de nivel obtidas a partir de uma amostra de tamanho 500 da mistura
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curvas de nivel obtidas a partir das 272 observacoes relativas as varidveis
descritas em §2.8.8 (xr - durag¢do da erupg¢do; y - minutos até a prorima

erup¢ao).
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d Tamanhos equivalentes da amostra
1 10 50 100
2 23 157 361
3 60 569 1502
4 175 2299 6970
5 560 10138 35303

Tabela 3.12.3: Tamanhos equivalentes da amostra, em funcdo da dimensao
d, para a distribuicao normal multivariada standard sequndo o critério de

Epanechnikov.

os tamanhos das amostras que permitem obter, para varias dimensoes d,
um mesmo valor da medida normalizada da qualidade do estimador dada

por

4/(d+4
EQMIA/R(f) = d? + 4d + 10)<L) / )n_4/(d+4),

1
16 d+5

Tal como para o histograma, a perda de qualidade do estimador com o
aumento da dimensao dos dados é evidente. No entanto, por comparagao
com a Tabela 2.10.2, vemos que essa perda de qualidade é muito mais
sentida pelo histograma do que pelo estimador do nicleo.

Sobre a utilizacao do estimador do ntucleo em contextos multidimensio-

nais veja-se Simonoff (1996), Scott e Sain (2005) e Scott (2004).
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