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Uma introducao a estimacao nao-paramétrica da densidade
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1956, Annals of Mathematical Statistics

832 MURRAY ROSENBLATT

REMARKS ON SOME NONPARAMETRIC ESTIMATES OF
A DENSITY FUNCTION!

By MURRAY ROSENBLATT?

Unaversity of Chicago

1. Summary. This note discusses some aspects of the estimation of the density
function of a univariate probability distribution. All estimates of the density
function satisfying relatively mild conditions are shown to be biased. The asymp-
totic mean square error of a particular class of estimates is evaluated.
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3. The difference quotient of the sample distribution function. An obvious
estimate of f(y) is the difference quotient

Sly; Xy, -y Xn) = fult) = Fuly + 1) 2—;}F,.(y )

of the sample distribution function|F,(y), where k = hn is a function of the
sample size n and approaches zero as n — . The asymptotic behavior of this
estimate asn — o is examined in terms of its mean square error. Fix and Hodges
have used an estimate of this form [in their discussion of a nonparametric dis-
crimination problem [1].

Fix, E., Hodges, J.L., 1951
Akaike, H., 1954
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4. A class of estimates of the density function. The discussion of the previous
section suggests that the following class of estimates will be of interest. Let
w,(w) be a nonnegative function such that

_[: wa(w) du = 1.

The sequence of functions {w.(u)} is chosen so that the total mass concentrates
in the neighborhood of zero as n — o ; that is, given any ¢ > 0,

f wp(w) du— 1
Jul<e

as n — . Corresponding to each sequence of weight functions {wn(u)} of this
type, there is an estimate

fuly) = f_ : waly — ) dF(u) = %g waly — X).
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Note that all estimates of this form are themselves density functions; that is?
fly) 2 0,

and
Lfn(y) dy = 1.
An estimate f,(y) with any desired regularity properties can be obtained by

choosing a weight function w.(u) with these same regularity properties. Thus,
Jo(y) will be analytic if w,(w) is.

As an example, considex
1 U
wa(u) = E (E)’

where b = h, — 0 agn — «, and

‘[: ww) du = 1,
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0 Observamos n cépias independentes
X1,..., X,

duma varidvel real X com distribuicao de densidade desconhecida

I
b
Pla < X <b) :/ flz)dx
para todo —oc0 < a < b < +00.

O Pretendemos estimar a densidade f através dum estimador f;,:

O estimador do
niicleo
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O] N3o é assumida qualquer forma funcional para f.
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s
o

0 5 10 15 20

avaliagdo continua

O O histograma desperdica informac3do, substituindo cada observacio
pelo ponto médio da classe.

O Apesar da densidade subjacente ser assumida continua, o
histograma n3o reflecte esta caracteristica.

0 O histograma depende fortemente do tamanho escolhido para as
classes e também da posicdo inicial dessas classes.
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O Rosenblatt (1956) e Parzen (1962) desenvolvem uma abordagem
alternativa introduzindo o estimador nicleo.

O As duas primeiras dificuldades anteriores sdo ultrapassadas.

0O Sobra a ultima ...
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0O O estimador do niicleo depende de dois “parametros” a fixar pelo

utilizador:
e O nicleo K: /K(x)dx =1
h=h

e A janela I

O Estimador de Parzen-Rosenblatt:

1 - xr — XZ‘
= K=
nh z:zl h

1 n
H ZlKh($ — Xz)
=

fulz) =

onde
Kp(z) = K(z/h)/h
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O A funcdo
x— Kp(x — X;)

representa a contribuicdo da observacdo X; para o estimador.
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Abordagens paramétricas e nao-paramétricas
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O Abordagem ndo-paramétrica:

e Na3o é assumida qualquer forma funcional para f.
e A ideia de base da inferéncia ndo-paramétrica é a de

impor condigbes 0 menos restritivas possivel sobre f.
O Abordagem paramétrica:

e Assumimos que f pertence a uma familia paramétrica
de distribui¢cdes, como a normal, a lognormal ou
a gama.

e Estimamos os parametros desconhecidos usando, por

exemplo, o estimador da maxima verosimilhanca.
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f() = ¢o(- — p) para algum peR e o > 0.

O Estimador paramétrico:

fn(x) = ¢§($ - i‘)

= _ 1 n . A2 1 n . v\ 2
comz= 3" X;es =_>" (X;i—X).
0 Se p e 02 > 0 sdo as verdadeiras média e variancia de X ent3o

fa(z) 2 ¢o(z — p)

O fo(z) 2> f(z) apenas quando f é uma densidade normal.
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O sistema de Pearson (1895)

Estimacao da densidade via modelos de mistura
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O Uma densidade de probabilidade pertence ao sistema de Pearson se
¢ solucdo da equacdo diferencial

dlog () _
dx by + b + box?’

xr—a

O Ao sistema de Pearson pertencem as distribuicGes normal, beta,
gama, Student,...

O Os parametros a, by, b1, ba podem ser expresso em termos dos
primeiros quatro momentos de f podendo ser estimados pelo
método dos momentos:

a=br = —p3(pa+3u3) /A, bo = —pa(2pap — 3p3) /A,

by = —(2pzpa — 3p3 — 613) /A, A = 10pgps — 1848 — 12413
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0.2

0.1

0.0

O Fraley e Raftery (2002) propdem ajustar aos dados cada um dos
modelos

¢
flz) = Z%‘%i (z — pi),

comG=1,..., K.

00 02 04 06 08 10 12 14

O R: Package ‘mclust’ (2010)
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O Suponhamos que f estd definida no intervalo [0, 1].
O Consideremos as fun¢des trigonométricas

@) =1; qu_1(z) = V2cos(2mkz); qor(x) = V2sin(2rkz),
k =1,2,... que formam uma base de L?([0,1]).

O Qualquer densidade de quadrado integrivel pode ser representada
na forma

f) =" 0q;(x),
j=0

onde o|coeficiente de Fourier §; é dado por

0; = /0 (@) ()de = E(g(X)).
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O O coeficiente de Fourier §; = E(g;(X)) pode ser estimado
sem-viés por

0 = %Z%(Xz’)-

i=1

0 Um possivel estimador para f é dado pela série truncada

fal@) =" 0j¢()
=0

onde m = m(n) — oo, dito estimador de Fourier de f.

(Cencov, 1962)
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O Um modelo para a estimacdo de f consiste na introducdo de uma
restricido da forma

fea,
onde ¥ é uma familia de densidades de probabilidade.
e Quando Z pode ser indexada por um nimero finito de ndmeros
reais, dizemos que o modelo é paramétrico.
A restricdo f € Z fixa uma forma funcional para f.
e Caso contrério, quando a familia 2 é demasiado vasta para ser

indexada por um ndmero finito de ndmeros reais, o modelo diz-se
nao-paramétrico.

A restricdo f € & traduz-se na especificacdo de condigbes de
regularidade sobre f.
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0 Uma medida local da qualidade dum estimador f,,(z) de f(x) é o
erro quadratico médio definido por

E{fu(x) — f(2)}’
= E{fn(z) — Efa(@)}* + {Efa(x) — f(2)}?
= Varf,(z) + Viésf,(z)>.

EQM(fn ()

0 A mais usada medida global da qualidade de f,, como estimador de
f é o erro quadrético médio integrado definido por

EQMI(f,) — E / (fule) — f(x)}2da

= /Varfn(x) dx—l—/Viésfn(a:)zd:c
= IVAR(f,) + IVIES(f,).
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O Outras medidas globais da qualidade do estimador f,:

e Distancia Lo, (ou do supremo) entre f, e f:

sup
—oco<r<+00

e Distancia Lo entre f,, e f:

1/2
[ fn = fll2 = (/{fn(m) - f(:c)}%)
e Distancia L entre f, e f:

o — 1l = / fule) — f(2)|da
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O

O estimador do ndcleo proposto por Rosenblatt (1956) é uma

extensdo do estimador da janela mdvel previamente considerado
por Fix e Hodges (1951) e Akaike (1954) no contexto da andlise
discriminante ndo-paramétrica:

onde

fulz) =

F,(x + hy) — Fp(z — hy)

2hy,

Fo(z) = %ZI(Xi < ).
=1

O f, é o estimador do niicleo associado ao nticleo uniforme:

K(u) = L1(jul < 1)
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0 Como
concluimos que

Viés fr (1) = qn(z) — f(z)

Varf,(x) = 2”1hn an(z)(1 — 2hngn(2)),

F(x+ hy) — F(x —
2hy,

hn)

— f(x), se h, — 0

Se f continua em x, e se h, — 0 e nh,, — +00, entdo

EQM(fn(x)) — 0
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O f é a densidade normal standard, z = 0 e n = 100.

0.005 0.010 0.015 0.020

0.000

- Varf,(0)
-—- Viés f,(0)?
— EQM(fy(0))
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O f é a densidade normal standard, x = 0 e n = 100.
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Dado n € N, ndo existe um estimador n3o-negativo
V(3 X1,...,X,) de f tal que

’Xn) = f(iL'),

para todo o f € ¥ e x € R, onde ¥ é a familia das
densidades de probabilidade continuas em R.

(Rosenblatt, 1956)

B (3 X1, .

0O O problema do viés do estimador é dos problemas mais

importantes na estimacdo nao-paramétrica da densidade.

O Serd possivel controlar ou reduzir este viés?
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O estimador de
Fourier de f
Modelos P e NP
Medidas de
discrepancia
O estimador da janela
mével
O papel de hy,
N3o existéncia de
estimadores céntricos
de f
Outros
estimadores do
D> nicleo
Aplicacdo aos testes
de ajustamento

O estimador do
histograma

O estimador do
ntcleo

Bibliografia

O Fungdo de regressdo: r(z) = E(Y|X = x)

0O Nadaraya 1964, Watson 1964:

com

rn(x)

= > Vikn@ - X)) /3 Kn(w - X))
=1 =1

1 n
:ﬁmem)
1=1

B Kp(x — X;)
Win(z) = % Yo Kn(z — X5)

Estimagdo funcional
Estimagdo NP da
densidade
Abordagens
paramétricas
O estimador de
Fourier de f
Modelos P e NP
Medidas de
discrepancia
O estimador da janela
mével
O papel de hy,
N3o existéncia de
estimadores céntricos
de f
Outros
estimadores do
D> nicleo
Aplicacdo aos testes
de ajustamento

O estimador do
histograma

O estimador do
nicleo

Bibliografia

nota de exame

nota de exame

avaliagdo continua avaliagdo continua
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Estimacao da funcao de distribuicdao e da taxa de quebra

Tiago de Oliveira,

1963

Estimacao funcional
Estimacdo NP da
densidade
Abordagens
paramétricas
O estimador de
Fourier de f
Modelos P e NP
Medidas de
discrepancia
O estimador da janela
mével
O papel de hy,
N3o existéncia de
estimadores céntricos
de f
Outros
estimadores do
D> niicleo
Aplicagdo aos testes
de ajustamento

O Funcdo de distribuicio: F(x) = /  f(u)du

O Taxa de quebra (failure rate, hazard function):

t(x) = f(x)/(1 = F(x))

O Tiago de Oliveira 1963, Watson e Leadbetter 1964, Nadaraya 1964:

/_1 fn(u)du

1 -
= - K 7Xi7
n; n(x )

F,(x) =

Estimacao funcional
Estimagdo NP da
densidade
Abordagens
paramétricas
O estimador de
Fourier de f
Modelos P e NP
Medidas de
discrepancia
O estimador da janela
mével
O papel de hy,
N3o existéncia de
estimadores céntricos
de f
Outros
estimadores do
D> niicleo
Aplicacdo aos testes
de ajustamento

J. TAGO DE OLIVEIRA

ESTATISTICA DE DENSIDADES
RESULTADOS ASSINTOTICOS

SEPARATA DA REVISTA DA FACULDADE DE CIENCIAS DE LISBOA
2.* Série — A —Vol. IX —Fasc. 1.0—Pags. 111 a 206

LISBOA
O estimador do O estimador do O
histograma onde histograma 1963
u

O estimador do r O estimador do
nicleo K(U) = / K(y)dy nicleo
Bibliografia > Bibliografia
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Tiago de Oliveira, 1963 Estimador do nicleo da FD

Estimacg3do funcional Estimagdo funcional
Estimagdo NP da I1.2—Estimacao de funcBes de distribui¢do por médias. Estimacio NP da
densidade densidade
Abordagens . - Abordagens e e ] - ]
paramétricas Vamos estudar o problema da estimagdo de [ungdes M < 2
O estimador de de distribuigdo, de modo anilogo ao que ja tratdmos na O estimador de
Fourier de f - d d ld' Fourier de f o | o _|
Modelos P e NP estimagio de densidades. _ ) Modelos P e NP ° °
Medidas de Seja K uma funcio de distribui¢iio (continua) e consi- Medidas de
discrepancia X . T discrepancia © | o |
O estimador da janela deremos a sucessdo de estatisticas O estimador da janela i i
mével . mével
O papel de hp, e l:‘t:} i _]__ YK xr— X O papel de hp, < | < |
N3o existéncia de wAE) 7 :‘ a N3o existéncia de < e
estimadores céntricos u estimadores céntricos
de f - o e A=y de f o~ o~

Outros para x fixado e em que 4,— 0. k£ obvio que [(( - _wa) Outros S S

estimadores do Uu estimadores do
2 o converge completamente para /(x—y), em que / é a P nfelks o | o |
Aplicacdo aos testes © . . . . . Aplicacdo aos testes o o
e —— funcio de distribui¢io da variavel aleatéria certa colocada de ajustamento o 15 : 1o 15
0 estimador do na origem das coordenadas (fungfio de salto de Heaviside). O estimador do
histograma histograma avaliagdo continua avaliacdo continua
O estimador do O estimador do
niicleo nticleo
Bibliografia Bibliografia K - (b
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Estimacao de outros parametros funcionais e aplicacoes

Aplicacao aos testes de ajustamento

Estimacao funcional
Estimacdo NP da
densidade
Abordagens
paramétricas
O estimador de
Fourier de f
Modelos P e NP
Medidas de
discrepancia
O estimador da janela
mével
O papel de hy,
N3o existéncia de
estimadores céntricos
de f
Outros
estimadores do
D> niicleo
Aplicagdo aos testes
de ajustamento

O estimador do
histograma

O estimador do
nicleo

Bibliografia

O Derivadas da densidade

1 <« z— X;
(k) - E { (k) [ 2 — 22
fn (Z‘) - nhk“ — K < h )

Derivadas da regressao

O

O Funcionais da densidade e regressdo e suas derivadas

O

Fungdo quantil

O Densidade condicional

O

Andlise discriminante n3o-paramétrica

O

Bootstrap suave

O Testes de ajustamento

Estimacao funcional

Estimagdo NP da

densidade

Abordagens

paramétricas

O estimador de

Fourier de f

Modelos P e NP

Medidas de

discrepancia

O estimador da janela

mével

O papel de hy,

N3o existéncia de

estimadores céntricos

de f

Outros estimadores

do niicleo
Aplica¢do aos
testes de

D> ajustamento

O estimador do
histograma

O estimador do
nicleo

Bibliografia

O Observamos n cépias independentes da varidvel X com
distribuicdo de densidade f desconhecida:

X1, X,

0O Pretendemos testar

Ho:f=fo contra Hi:f#fy

onde fy € uma densidade de probabilidade fixa a partida.

O O teste do qui-quadrado pode ser visto como um teste baseado do
estimador do histograma:

s _ [ {Fa@) ~Eofu@)}?
o = / Eofn($> !
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Aplicacao aos testes de ajustamento

Estimacg3do funcional

Estimacdo NP da

densidade

Abordagens

paramétricas

O estimador de

Fourier de f

Modelos P e NP

Medidas de

discrepancia

O estimador da janela

mével

O papel de hy,

N3o existéncia de

estimadores céntricos

de f

Outros estimadores

do niicleo
Aplicagdo aos
testes de

> ajustamento

O estimador do
histograma

O estimador do
ntcleo

Bibliografia

O Bickel e Rosenblatt (1973) propdem estatisticas de teste baseadas
no estimador do nicleo da densidade:

n / (@) — fola))?de

n / {fa(@) — Eofu(2)}2da

/\

discrepancia “pequena” discrepancia “grande

| |

Aceitar H

Rejeitar H

Estimagdo funcional

O estimador do
> histograma
Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI
Janela éptima
Influéncia da origem
da particdo
Escolha pratica da
janela
O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

O estimador do histograma
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O estimador do histograma

O estimador do histograma

Estimacao funcional

O estimador do
histograma
Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Influéncia da origem
da particdo

Escolha pratica da
janela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

S S )

8 & 8

s s s

e e e

s S S

° ° o

S S S

0 0 0

8 8 8

S S S

8 8 g —

° T T T T 1 °© T T T T 1 < T T T T 1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

avaliagéo continua avaliagéo continua avaliagéo continua

e Definicdo do estimador

e Propriedades locais e globais

e A influéncia da origem da particdo
e Escolha pratica da janela

e O poligono de frequéncias

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

D> Definicio
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Influéncia da origem
da parti¢do

Escolha prética da
Jjanela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
nticleo

Bibliografia

0O A, é uma parti¢do de R definida a partir de uma origem a,, o por
Anj =lanj, an,ji1l;
onde
(pj+1 = anj +h, j €Z,
h =hy, > 0.
0O Para z € A, j o estimador do histograma é definido por

fn(l‘) — Fn(an,j+l)h— Fn(amj)

1 n
= — ) I(Xie,)

i=1
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O estimador do histograma

Viés do estimador

Estimacdo funcional

O estimador do
histograma

D> Definicio
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela 6ptima
Influéncia da origem
da particdo

Escolha pratica da
janela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

0O Para r € R, K »
fulz) =" n—;LI(:B € Anj)
JEZ
com .
Vj =1VUnj = ZI(XZ S Am]‘) ~ B(n,pj)
i=1
e
Pj = Dnj = /A f(y)dy.
n,j

O O estimador do histograma é um estimador préprio da densidade
(bona fide density estimator):

. /fn(x)dx _1

Estimagdo funcional

O estimador do
histograma
Definicao

> Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Influéncia da origem
da particdo

Escolha pratica da
janela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

O As propriedades do histograma variam em fung¢do do intervalo da
particao.

0O Parax € A, 5,

E@;) p 1
e S AR

Ef,(z) =

Viesf,(0) = 1 [ {5 = f@)ay

Se f é continuaem z € Re h = h, — 0 entdo f, é
assintoticamente sem-viés:

Ef.(z) — f(z).
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Viés do estimador

Férmula de Taylor

Estimacao funcional

O estimador do
histograma
Definicdo

D> Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Influéncia da origem
da particdo

Escolha pratica da
Jjanela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

O Suponhamos f verifica uma condicdo de Lipschitz de ordem
a €]0, 1] numa vizinhanga de x € R: existem § >0e M >0
(possivelmente dependentes de z) tais que

[fly) — f(2)| < Mly — =],
para todo o ¥,z € |x — 6,2 + 4.

O Para n suficientemente grande

Viesh (o)l < 5 [ 1)~ F@ldy < M,

n.j

Para z € R, se f € %, («) e h,, — 0 entdo

Estimacao funcional

O estimador do
histograma
Definicao

D> Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Influéncia da origem
da parti¢do

Escolha prética da
Jjanela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

Seja g uma func3o real de varidvel real admitindo derivada até a
ordem p — 1 numa vizinhanca do ponto x € R. Entdo, sendo u,, uma
qualquer sucessdo de niimeros reais convergente para zero temos
p—1 ol
¢
9(x +uy) = 6_79()(95)+Rn($)7
=0

onde

Rn(z) = o(ul™) [resto infinitesimal]

Além disso, se g admite derivada de ordem p continua numa
vizinhanca do ponto z temos

1 (1 o t)p—l

K R, (z) = ug/ p=1) 9P (z + tuy,)dt [resto integral]
Viésfn(z) = O (hY). o \P= L
XVIII Congresso da SPE, S. Pedro do Sul 29 de Setembro de 2010 XVIII Congresso da SPE, S. Pedro do Sul 29 de Setembro de 2010
Viés do estimador Variancia do estimador
Estimacao funcional . 1 Estimagdo funcional O Para HAS A’n,jr
imador Vlés X)) = — — X d imador
el fal®) =5 /A ) = S @)}y 0 imor o Ve py—py)
Definicdo »J Definicdo Varfn(x) = J = J J
> Propriedades locais 1 > Propriedades locais (nh)2 nh2
Propriedades globais Propriedades globais
o s ) = 1@+ =) [ oty - a)ds et o
Janela 6ptima 0 Janela éptima p]
Influéncia da origem Influéncia da origem - — f(x)
da particdo da particdo h

Escolha pratica da
janela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

Para z € R, se f' € Z,(a) e hy, — 0 entdo

A h,,
Viésfu(w) = 5 /(@) (1= 2(x = an ) /hn) +O (hot),
onde |an j,,anj, + hn] é 0 elemento da particdo A, que

contém zx.

Escolha pratica da
janela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

Se f é continua em z € R e h,, — 0 entdo
nhy Varfo(x) — f(2).
Além disso, se nh,, — +0oo entido

Var f, (z) — 0.
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Erro quadratico médio

Convergéncia L,

Estimacao funcional

O estimador do
histograma
Definicdo

D> Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Influéncia da origem
da particdo

Escolha pratica da
Jjanela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

Para z € R, se f é derivavel com [’ € Z,(«) entdo,

EQM(fu(x))

nhy,

1

+0(n™ 1) + 0 (h2*).

2
Fl@)+ 2 @) (120 —an ) ha)?

Caso em que

O A maior ordem de convergéncia é obtida quando

1/3

h, =cn /2, com ¢ > 0,

A~

fal@) = f(z) = Op(n~'/%).

Estimacao funcional

O estimador do

histograma

Definicao

Propriedades locais
Propriedades

D> globais

EQMI

Janela éptima

Influéncia da origem

da parti¢do

Escolha pratica da

janela

O poligono de

frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

O Pretendemos obter condi¢cles sobre f e h,, que assegurem a

convergéncia
. qc
1fn = flloo —

O Utilizamos a desigualdade
1 = Flloo < [1fn = Efulloo + [1Efa = flloo

O Para r € R,

{f(y) — f(z)}dy

n,jx

Bhe) £ =7 |,

s

O E necessario impor condi¢des globais de regularidade sobre f.
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Convergéncia L,

Convergéncia L

Estimacg3do funcional

O estimador do

histograma

Definicdo

Propriedades locais
Propriedades

> globais

EQMI

Janela éptima

Influéncia da origem

da particdo

Escolha pratica da

Jjanela

O poligono de

frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

todo o € > 0, existe § > 0 tal que

|f(z) = fy)l <e,

para todos os nlimeros reais x,y que satisfazem

|z —y| < 0.

O Assumiremos que f é uniformemente continua em R, isto é, para

Se f €U e h, — 0 entdo

IEfn = flloo ==

Estimagdo funcional

O estimador do

histograma

Definicao

Propriedades locais
Propriedades

> globais

EQMI

Janela éptima

Influéncia da origem

da parti¢do

Escolha pratica da

janela

O poligono de

frequéncias

O estimador do
nticleo

Bibliografia

O Paraxz € A, ;,

fn($> _ Fn(an,j+1)h_ Fn(anJ)

0O Assim 0
an_Eanoo < E ||Fn_F||oo

2
lim sup _ ||Fr — Flloo < 1g.c.
loglogn

onde

29 de Setembro de 2010

Se f €%, h, — 0 e nh?/loglogn — +oo entdo

1/ = Flloo ==
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Convergéncia L,

Convergéncia L,

Estimacao funcional

O estimador do

histograma

Definicdo

Propriedades locais
Propriedades

D> globais

EQMI

Janela 6ptima

Influéncia da origem

da particdo

Escolha pratica da

janela

O poligono de

frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

0 Uma anélise mais fina do termo do termo aleatério || f, — Efnloo

permite melhorar o resultado anterior.

O As condicGes anteriores sobre h,, podem ser ainda enfraquecidas:

Se h, — 0 entdo as seguintes proposicdes sdo equivalentes:
i) nhy/logn — +oo;
i)VfE€U ||faflle = 0;
i)VfeU ||fa-

f||oo—’

(Geffroy, 1974)

Estimacao funcional

O estimador do

histograma

Definicao

Propriedades locais
Propriedades

D> globais

EQMI

Janela éptima

Influéncia da origem

da parti¢do

Escolha pratica da

janela

O poligono de

frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

O Pelo Teorema de Glick (1974) a convergéncia pontual quase certa
ou em probabilidade dum estimador préprio da densidade implica a

convergéncia Lj.

7

O E, no entanto, possivel fazer bem melhor:

i) hp — 0, nhy, — 400;

(Abou-Jaoudé, 1976)

As proposicOes seguintes sdo equivalentes:

iVVfeZ |fn—fli-20;
i)vVfeF |fu—flh =
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EQMI

EQMI e EQMIA

Estimacg3do funcional

O estimador do
histograma
Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
D> EQmi

Janela 6ptima
Influéncia da origem
da particdo

Escolha pratica da
janela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

O A variancia e o viés globais do histograma podem ser facilmente
quantificadas a partir das medidas

IVAR(f,) = / Var f, (z) da

IVIES(f,) = / Viés f,, ()2 da

EQMI(f,) = / (ol
— IVAR(f,) +

— f(2)}da
IVIES(f,)

Estimagdo funcional

O estimador do
histograma
Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
D> EQmi

Janela éptima
Influéncia da origem
da particdo

Escolha pratica da
janela

O poligono de
frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

tegravel. Se h, — 0 entdo

Suponhamos que f possui derivada de terceira ordem, com
f" absolutamente continua e f, f’, f”, f" de quadrado in-

1

IVAR(fn) = .

R h2
IVIES(fn) = 5 R(f")+ 0O (h})

. 1 R
EQMI(f,)|= i T T

(

"+ 0O(n~

(Freedman e Diaconis, 1981)

+0(n™1h),

N +0(h).

EQMIA
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Janela assintoticamente 6ptima

EQMI vs. EQMIA

Estimacao funcional Estimacao funcional N (0 1)
O estimador do Se f é tal que R(f,) > 0, (0] Va|0r de hTL que minimiza o O estimador do '
histograma , histograma
Definicio EQMIA é dado por Definicio
Propriedades locais
Propriedades globais

Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

D> Janela éptima
Influéncia da origem
da particdo da parti¢do
Escolha pratica da Escolha prética da
Jjanela
O poligono de

janela

heqmia = (6/R(f'))1/3 n~1/3,

O Nas condicGes do resultado anterior, a maior ordem de

EQMI
D> Janela éptima
Influéncia da origem

frequéncias

O poligono de

frequéncias convergéncia para zero do erro quadratico médio integrado é

O estimador do . O estimador do

nicleo obtida quando tomamos o et

Bibliografia Bibliografia
h, = cn_1/3, com ¢ > 0,

obtendo-se neste caso

EQMI(f,) = O(n~/%).
29 de Setembro de 2010
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EQMI vs. EQMIA Influéncia da origem da particao

O h = hegqmia

Estimagdo funcional

Estimacdo funcional
Zemoil v LN(0,1)
O estimador do O estimador do
hlstjaglre:ma hlstf)glrima O an70 = « h’ = {07 1[
Definicao n = 500 Definicdo
Propriedades locais Propriedades locais
Propriedades globais v 3 Propriedades globais n = ]_0 n = 50
EQMI S | = EQMI
> Janela éptima Janela éptima o
Influéncia da origem . Influéncia da TN — N(0,1) < 7 //'\\\ — N(0,1)
da particdo g - > origem da particdo e N -+ LN(0,1) / N - LN@O,1)
Escolha pratica da 3 - Escolha pratica da : — / \\\ --- E(1) 3 — / N E()
janela e janela / \ / N
O poligono de ISp O poligono de g / N g g | / \\\
frequéncias o frequéncias [e] ,’ N [e] /) \
w z i ; \ w / \
O estimador do 8 | O estimador do g ! \ E Q4 / \
niicleo S - / niicleo = ! N\ = ! \
S ) - 2 r/ \ 2 o / \
Bibliografia © N -~ IVAR Bibliografia (A \ g <1 \
e ---- IVIES = N ! \
o o T __ I \\ Q4 \
S S 4 - ! v - ! -\
< T T T T T T < T T h \ h \
0.0 0.5 1.0 15 20 2.5 0.0 0.5 1.0 15 = \ 24 .
T T T T T T
h h 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
o o
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~

Influéncia da origem da particao

Escolha pratica de h,

Estimacao funcional

O estimador do

histograma

Definicdo

Propriedades locais

Propriedades globais

EQMI

Janela éptima
Influéncia da

D> origem da particdo

Escolha pratica da
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O poligono de

frequéncias

O estimador do
niicleo

Bibliografia

O No caso da densidade exponencial F(1), se
ano = ah, a €]0,1]

o histograma nao é assintoticamente sem-viés em x = 0:

N 1 ah B 1— efozh
Efn(z):E/O etdt:T—wx
O Além disso,
IVIES(f,) = a(a — 1)h, + O(h2)
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O Uma das mais conhecidas regras praticas para a escolha do
tamanho da janela num histograma foi proposta por Sturges
(1926):

amplitude amostral

1+4logyn

hst =

O Apesar do seu valor histérico, esta regra ndo é baseada num
critério que tenha em conta a qualidade do histograma como
estimador da densidade desconhecida f.

O Tendo em conta o que vimos atrds, esta janela conduzird a um
estimador com pouca variabilidade mas com viés elevado que
produzird estimativas demasiadamente suaves (oversmoothing).
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Janela com distribuicao de referéncia normal

Janela com distribuicao de referéncia normal
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O Para uma vasta classe de densidades conhecemos a janela éptima
no sentido da minimizagdo do erro quadratico médio integrado
assintético:

heqMmIA = (G/R(f’))l/3 n~1/3,

00 Scott (1979) propde que se utilize a regra anterior onde R(f') é
calculada tomando para f a densidade da distribuicio N(0,02):

heqmia = 3490 n~V3,

|

iLNR =3.495n"1/3

Estimagdo funcional
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O No caso da distribuicao normal com funcdo de distribuicdo F

F7Y(3/4) - F71(1/4) _ AIQ

Vo 3/ = Fyjo(1/4) ~1.349

O Silverman (1986) propde que o desvio-padrdo o seja estimado por

n (5, 219
~ Mmin —_—
7 % 1349

|

hsi, = min(3.49 5, 2.59 AIQ) n~"/%
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O método de validacao cruzada

O método de validacao cruzada
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Bibliografia

0 O método de validagio cruzada (least-square cross-validation) é
proposto por Rudemo (1982) e Bowman (1984).

0 O erro quadrético integrado, EQI, é tomado como medida da
discrepancia entre f, e a densidade desconhecida f:

BQUA) = [1fu = 1B = [{fula) - f(a))?ds

O A ideia é escolher a janela h que minimiza EQI(h)...

0 Mas EQI(h) depende de f ...

EQI(h) = R(fa) -2 / fule) () dx + R(f)
2

Estimacao funcional
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Bibliografia

EQI(h) = R(f.) 2 / Fule)f () 44 + R(f
}

E(fn(X))
.o
% Z Fr—i(X3)
i=1

O Na pratica toma-se para janela o valor hcy que minimiza

n

CV(h) = R(fa) = 23 fuilX0)
=1
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O método de validacao cruzada

Aplicacao a um conjunto de dados
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O Contrariamente ao método das distribuicdes de referéncia, o
método de validagdo cruzada produz janelas assintoticamente
“boas” independentemente da distribuicdo dos dados.

Sob condig¢bes pouco restritivas sobre o f, fzcv é assin-
toticamente éptima no sentido em que
EQI(hcv) ge
_

- 1,
EQI(hEQI)

onde R
hiqr = argmin, - EQI(h).

(Stone, 1985)
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O Dados relativos a 272 erup¢des sucessivas do Old Faithful Geyser
no Yellowstone National Park nos EUA.

O an,O - 01 }ALSIL = 062, }AI,CV =0.29

© )
S ] A S ] A
hgL=0.62 hey=0.29
© © —/
o 7 o 7
g =
S [S)
o~ o~
o 7 o 7
o o [
S [S)
T T T T T 1 T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

duragao da erupgéo (minutos) duragéo da erupgao (minutos)
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Aplicacao

a um conjunto de dados

O poligono de frequéncias
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0O Dados relativos a 272 erup¢des sucessivas do Old Faithful Geyser
no Yellowstone National Park nos EUA.

O apo = 40, ;LSIL =7.32, ;LCV =4.53

< 1 <

o 4 A o 4 A

e heiL=7.32 ° hey =4.53 —

(a0 (a0

o 4 o 4

o o

N N

o 4 o 4

o o

S S 4

o o

o o

o o 4

i T T T T T T 1 e T T T T T T 1
40 50 60 70 80 90 100 40 50 60 70 80 90 100

minutos até & préxima erupgao minutos até a préxima erupgao
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Para x € R, se f é derivavel com [’ € £, (1) ento,

BOM(f(+) = —— f(0)+ 2 /@) (1= 20 an,) /)

+0(n )+ 0 (h)).

0 Para hy, = cn~ /3, com ¢ > 0, temos
EQM(fn(x)) = O(n~*/?)

O Para hy, = cn~ /%, com ¢ > 0, temos

EQM (g (z)) = O(n~*/?)
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Ordem de convergéncia 6ptima

Ordem de convergéncia 6ptima
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O Serd ainda possivel melhorar a ordem de convergéncia anterior?

O Existira algum estimador da densidade cujo erro quadratico médio
convirja para zero com uma ordem superior a n=4/57

O Sendo %2, 0 conjunto das densidades f com derivada
absolutamente continua e cuja derivada de segunda ordem satisfaz
1f"loe < @, temos

limsup sup n*/° EQM(gn(z)) < oo

n—oo fe?/)&Z(x

O Farrel (1972) estabelece que n3o existe um estimador da densidade
cujo erro quadratico médio no ponto x convirja para zero,

uniformemente no conjunto %5, com uma ordem superior a n—4/5.
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O Para k € N, seja 6}, 0 conjunto das densidades f com derivada
absolutamente continua de ordem k — 1 e cuja derivada de ordem
k satisfaz || f*)]|0 < .

O Farrel (1972) estabelece que n3o existe um estimador da densidade
cujo erro quadratico médio no ponto x convirja para zero,
uniformemente no conjunto %7,, com uma ordem superior a

p— 2K/ (2k+1)

n—2k/(2k+1)

(gka
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Ordem de convergéncia 6ptima
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Estimacao funcional
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O estimador do nucleo

O estimador do ntcleo

Estimacg3do funcional

o < S
& & ] &
. < o S
O estimador do
histograma o | o | o |
. s s S
O estimador do
niicleo o | o | o |
Definicdo S s S
Propriedades locais
. . 8] | 2 |
Propriedades globais S = s
EQMI
< - =3 (=3 =3
Jemeth i s e e S
Escolha do niicleo 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

avaliagao continua avaliagéo continua avaliagéo continua

Redugdo do viés
Escolha pratica da

janela e Definicdo do estimador

Niicleos de fronteira
O caso multivariado °

Propriedades locais e globais
Bibliografia ,

e A escolha do nicleo

e Escolha prética da janela

e Nicleos de fronteira

e O caso multivariado

Estimagdo funcional

Estimador de Parzen-Rosenblatt:
O estimador do
histograma

Olelstimador do 1 n
D Demigto fal@) = =3 Kn(x - Xi)
=1

Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima

onde

Escolha do nicleo Ki(x) = K(x h h
Redug¢do do viés h( ) ( / )/
Escolha pratica da
janela

Niicleos de fronteira

Nicleo Janela

O caso multivariado

Bibliografia

K h=hy,

/K(u)du =1
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O estimador do nicleo

O estimador do nucleo
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O Estimador de Parzen-Rosenblatt:

fule) = = 3 Ko = Xy

0.2 0.3 0.4 0.5

0.1

0.0

- fn(x)
h=0.25

0.4

- fn(x)
h=0.5
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O Quando K é uma densidade de probabilidade, habitualmente
tomada simétrica relativamente a origem, f,, é também uma
densidade de probabilidade.

O As propriedades de regularidade do nicleo sdo transferidas para f,:

0.15
L

0.10
L

0.05
L

0.00
L

0.15
L
0.15
I

0.10
L
0.10
I

0.05
L
0.05
I

0.00
L
0.00
I

avaliago continua

avaliagzo continua avaliaggo continua
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Mudanca de escala
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é também um

Ks(u) = K(u/d)/d

nucleo.
[ee}
S n\ --- 8=05
! ' — §=1
[ - =2
© |
o

Ks(u)

<

I

o

N

o

=
T T T T T
-4 -2 0 2 4

u

O Para um valor 6 > 0, a funcdo definida a partir de K por
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fa(z;h, K) = % > Kz - X))
=1

|

K — Ks

|

il K5) = 3" K = X0) = fulwsoh, K)
i=1

O Quando comparamos nicleos é habitual tomar a escala § de modo

que

mo(Ks) = /uQKg(u)du =1
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Exemplos de niicleos
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Uniforme Triangular Epanechnikov Biweight
Triweight Normal Laplace Cauchy de ordem 2

Ky(u)

00 01 02 03 04 05 06 07
Ky(u)
Ky(u)

00 01 02 03 04 05 06 07

Kl
00 01 02 03 04 05 06 07

00 01 02 03 04 05 06 07
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Ndcleo K(u)
Uniforme I(jul < 1)
Triangular (I —|up)I(Jul <1)

Epanechnikov 3(1—uH)I(ju| < 1)
Biweight (1 —u?)?I(jul <1)
Triweight B —u?)3I(jul < 1)

Normal (2m) =12 exp(—u?/2)

Laplace exp(—|ul)/2

Cauchy de ordem 2 21 (1 +u?) 2
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Viés do estimador
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Efp(x) = / Kz — 9)f (y)dy = K * f(z)

Definicao

> Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela 6ptima
Escolha do nicleo
Redugdo do viés
Escolha pratica da
janela

Ndcleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

Se o nicleo K é limitado, f é continuaemz € R, h = h,, —
0 e uma das condicdes seguintes é satisfeita

a) f é limitada;
) limjg | yoo 7K (7) = 1’? e

entdo

Nicleo de
Parzen-Rosenblatt

K f(x) — f().
Além disso, se f é limitada e f € % entdo

1Kn s f = flloo — 0.
(Bochner, 1955)
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Se f é continua em z € R e h = h,, — 0 entdo

Viés fr,(z) K, * f(x) — f(z)

/ K(2)(f(x — 2hy) — f(2))dz,

O Se f € Z;(«) concluimos que

Viésfu(z) = O(hS)
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Viés do estimador

Erro quadratico médio
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0O Se f' € %, (a) concluimos que

Viesfo(2) = —hn (k) / YK (y) dy + O(ho+)

O Se ml(K) =

ordem inferior ao do histograma.

uK (u)du = 0, o viés do estimador do nicleo é de

Se f” é limitada e continua em R e h,, — 0 ent3o

2
Viésf,(x) = % mo(K) f"(z) + o(h%).
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Se f' e f” s3o limitadas e continuas em R e h,, — 0 entdo

1

4
BOM(fa(e)) = - R(K) f(a) + "2 m3(K) ()

+0(n™1) + o(h).

O A maior ordem de convergéncia é obtida quando

1/5

h, =cn™/?, com ¢ > 0,

Caso em que

ful@) = f(2) = Op(n~ 7).
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O Pretendemos obter condi¢cles sobre f e h,, que assegurem a
convergéncia

1fn = flloc ==

O Utilizamos a desigualdade

[fn = flloo < fn = Efallos + [[Efn = flloo

onde

Efn = flloo = [[Kn* f = flloo = 0

sempre que f € % .
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O No caso do estimador da janela mével (nicleo uniforme
K (u) = 3I(lul < 1))

f@) = Fo(z+ h)z—th(x — h)

podemos usar os argumentos usados para o histograma:

1
an_Eanoo < E ||Fn_F||oo

Se f €%, h, — 0 enh?/loglogn — +0o entdo

1fn = flloo ==

(Nadaraya, 1965)
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Convergéncia L,

Convergéncia L,

Estimacao funcional

O estimador do

histograma

O estimador do

niicleo

Definicdo

Propriedades locais
Propriedades

> globais

EQMI

Janela éptima

Escolha do niicleo

Redug3o do viés

Escolha pratica da

janela

Niicleos de fronteira

O caso multivariado

Bibliografia

0 Uma andlise mais fina do termo do termo aleatério || f, — Efn||oo
permite melhorar o resultado anterior.

O As condicBes anteriores sobre h,, podem ser ainda enfraquecidas:

Se h, — 0 ent3o as seguintes proposicdes sdo equivalentes:
i) nhy/logn — +oo;
i)VfEU ||fa—Fllo =0
i) VFew |lfn—fllo =

(Bertrand-Retali, 1974)

Estimacao funcional

O estimador do

histograma

O estimador do

niicleo

Definicao

Propriedades locais
Propriedades

D> globais

EQMI

Janela éptima
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Escolha pratica da

janela

Niicleos de fronteira

O caso multivariado

Bibliografia

As proposicoes seguintes s3o equivalentes:
i) hyp — 0, nhy, — 400;
i)VfeZ |lfa—flh =0
i)V f€F lfa—fll >0
v)3feF |fa—flli —

(Abou-Jaoudé, 1977; Devroye, 1983)

O O estimador do niicleo converge para todo o f € .%, ou entdo n3o
converge para nenhum f € 7.

O N3o existem casos intermédios.
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EQMI e EQMIA

Janela assintoticamente 6ptima
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Sejam K um nicleo de quadrado integravel com m;(K) = 0
e [2%|K(z)|dz < oo, e f com derivada de segunda ordem
continua e f e f” de quadrado integravel. Se h,, — 0 entdo

IVAR(f,) = - R(K) + o(n™h),
h4
IVIES(f,) =~ m3(K) R(f") + o0 (hy,)
1 h% 2 /) -1 4
EQMI(fn) 5 —= R(K)+-t my(K) R(f)+0(n” " )+o (hy,) -

(Rosenblatt, 1956; Epanechnikov, 1969) EQMIA

Estimagdo funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

D> Janela Sptima
Escolha do niicleo
Redug¢do do viés
Escolha pratica da
janela

Nucleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

Se f é tal que R(f"”) > 0, o valor de h,, que minimiza o
EQMIA(K, hy,) é dado por

hequia = cx R(f") VP n=1/5,

onde
ex = (R(K)/m3(K)) .

O A maior ordem de convergéncia ocorre quando tomamos

1/5, com ¢ > 0,

h, =cn~
obtendo-se neste caso

EQMI(f,) = O(n=*/?).
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EQMI vs.

EQMIA

EQMI vs. EQMIA

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

D> Janela éptima
Escolha do niicleo
Reducdo do viés
Escolha prética da
Jjanela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

N(0,1)
n = 500
b3 =
S =
e IS)
©
o
] S
S S}
5]
©
o
S
~ o
o 4
S <
o
S 4
o
S 4 I
S S
o
8 1 g |
© T T T o T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
h h

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Defini¢do
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

D> Janela éptima
Escolha do niicleo
Reducio do viés
Escolha prética da
janela

Nicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

n = 500
3 2
S s
< o
©
o
© S 4
< S}
=]
©
o
S
o~ S)
S
S <
o
S 4
o
s | o
o S
o
g g |
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Eficiéncia relativamente ao poligono de frequéncias

Nucleo éptimo

Estimacdo funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
nicleo

Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

D> Janela Sptima
Escolha do nicleo
Redugdo do viés
Escolha pratica da
janela

Ncleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

0 Comparando os EQMIA com janela éptima associados ao poligono
de frequéncias e ao estimador do niicleo obtemos a relacdo
EQMIA (hgqmia) = Y(K) EQMIA (K, hpqumia ),

onde X 10 s
v = 5 (o) y »
K (u) (U (K))> K (u) (w(K))**
Uniforme 1.180 Triangular 1.251
Epanechnikov 1.269 Biweight 1.261
Triweight 1.252 Normal 1.207
Laplace 0.963 Cauchy de ord. 2 0.856

Estimagdo funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
nicleo

Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima

D> Escolha do nicleo
Redug¢do do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

O A escolha do niicleo éptimo é feita a partir do EQMIA com escolha
6ptima da janela

5 _
EQMIA(K, heqwia) =, R(E)"Pmy(K)*° R(f") /o7

O Denotando por .4 a classe dos niicleos limitados, simétricos e ndo
negativos K com [u?K (u)du < oo, pretendemos minimizar

/K(u)2du

K e N emy(K)=ad?,

sujeito as condjf¢des

onde a # 0 é fixado a partida.
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Nucleo 6ptimo

Eficiéncia

de outros nucleos

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela 6ptima

D> Escolha do nicleo
Reducdo do viés
Escolha prética da
janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

Ndcleo 6ptimo:

3
B(x) = 5 (1) I(|2] < 1).
A

u

(Hodges e Lehmann, 1956; Bartlett, 1963; Epanechnikov, 1969)

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Defini¢do
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima

D> Escolha do niicleo
Reducio do viés
Escolha prética da
janela

Nicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

0 O quociente

O Os erros quadraticos médios integrados associados aos estimadores

com nucleos K e E e janelas assintoticamente éptimas, estdo

relacionados pela igualdade

EQMIA(E, hgqmia(E))

com

o(E)

- P(K)

EQMIA (K, hpqmia (K)).

O(K) = R(K)>my(K)*°.

((I)(E)

)5/4

O(K)

ng

traduz a eficiéncia do estimador com ntcleo K relativamente ao
estimador com nucleo éptimo E.
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Eficiéncia de outros nucleos

Nucleos equivalentes

Estimacdo funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
nicleo

Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela 6ptima

D> Escolha do niicleo
Redugdo do viés
Escolha pratica da
janela

Ncleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

Ke(u)

00 01 02 03 04 05 06 07

K (u) (P(E)/2(K))>/
Uniforme 0.930
Triangular 0.986

Epanechnikov 1.000
Biweight 0.994
Triweight 0.987
Normal 0.951 .
Laplace 0.759

Cauchy de ordem 2 0.674

Estimagdo funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
nicleo

Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima

D> Escolha do nicleo
Redug¢do do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

N(0,1), n = 100

EQMIA
0.03
I
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Nucleos equivalentes

Nucleos equivalentes

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do

0.8
I

niicleo

Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela 6ptima

D> Escolha do nicleo

0.4

Reducdo do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

0.0

duragao das erupgdes (minutos)

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do

niicleo

Defini¢do
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima

D> Escolha do niicleo )
Reducio do viés ou SeJa,
Escolha prética da

janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

O A escala d é assim determinada pela condicdo

mg(K(;) = mg(E),

O Uma primeira forma de atenuar o efeito da escolha do ntcleo é a
de substituir o nicleo K pela mudanca de escala K5 de modo que
os nucleos F/ e K5 tenham a mesma variabilidade.

(E,h)

<K5ah)
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Nucleos equivalentes

Nucleos equivalentes

Estimacg3do funcional

(E,h)

O estimador do
histograma

(K57 h)

O estimador do
nticleo

Definicdo _
Propriedades locais N(O’l)' n =100
Propriedades globais

EQMI

Janela 6ptima
> Escolha do nicleo 8 -
. o
Redugdo do viés
Escolha pratica da <
janela =
Niicleos de fronteira <
O caso multivariado = 3|
g s
w
Bibliografia
N
S
o
S
5]

EQMIA

0.02 003 004 0.05

0.01

Estimacido funcional K . N(O 1) h
O estimador do ’ '
histograma

O estimador do

0.8

nicleo

Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima

D> Escolha do nicleo

0.4

Redug¢do do viés
Escolha pratica da
janela

0.2

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

0.0

Bibliografia T

0.8

0.4

0.2

0.0

1/2

duracéo das erupgdes (minutos)

= 2.236
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Nucleos candnicos

Reducao do viés

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela 6ptima

D> Escolha do nicleo
Reducdo do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

Ks(xo
f

S(K) = (R(K)/m3(K))"*

EQMIA(K;(y, h) ~ EQMIA(E5(g), h),

(Marron e Nolan, 1989)

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Defini¢do
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Escolha do niicleo
D> Reducdo do viés
Escolha prética da
janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

O Viés do estimador do niicleo:

Viésf, (z (z —zh) — f(x))dz

/K

O Usando a férmula de Taylor podemos obter o desenvolvimento

k—1
Viésf,(x) F Z —mé(K)f(é)(x
(=1
+hE // %f(k)(x — tzh)dtdz,

onde

me(K) = /UZK(u)du

€ o momento de ordem ¢ do nticleo K.
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Nucleos de ordem k&

Analise do viés

Estimacg3do funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
nicleo

Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela 6ptima
Escolha do nicleo
D> Reducgo do viés
Escolha pratica da
janela

Ncleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

O Maiores ordens de convergéncia podem ser obtidas se K for um
nucleo de ordem k, isto é, se

mo(K) =1,m;(K)=0, paraj=1,...,k—1, e my(K) #0.

w
o 7 -
I/ N — k=2 o | — k=2
o | \ _ o k=4
/ \ k=4
N i \ - k=6 - k=6
1 \
© LN ——- k=8 © --- k=8
< <9
o
= 7 = <]
= X o
o w0 | ]
o
N
o v
= IS
0
S o
T S
=
T T T T T T T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -4 -2 0 2 4
x x

Estimagdo funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
ntcleo

Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Escolha do niicleo
D> Reducdo do viés
Escolha pratica da
janela

Sejam K um nicleo simétrico de ordem k e f com derivada
de ordem p continua e limitada em R. Para x € R, se
h,, — 0 entao

Viés f, () = % my(K) f7 () + o(h),

onde
r = min{k, p}.

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

Além disso, se f(") é de quadrado integrével temos

2r
IVIES(f,) = % m2(K)R(f) + o(h?7).
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Ordem de convergéncia 6ptima

Supernicleos

Estimacao funcional

O estimador do %106 n_2/3
histograma
=4/

O estimador do
niicleo

Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Escolha do niicleo
D> Reducdo do viés
Escolha pratica da
janela

=2/ (2k+1)

Nicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

Estimaco funcional 0O Ao fixarmos a ordem k do nicleo, estamos a limitar a ordem de
0 estimador do convergéncia do viés do estimador do nticleo para densidades que
histograma ae . , « ,

possam admitir derivadas continuas e limitadas para além da

O estimador do
nicdeo ordem k:
Definicao

Propriedades locais

Propriedades globais
EQMI

Janela éptima VléS x) = O hmin{k,p}
Escolha do niicleo fn( ) ( n )
D> Reducdo do viés
Escolha prética da
janela

Nicleos de fronteira O Esta limitac3o seria evitada se o nicleo K admitisse momentos
O caso multivariado
nulos de todas as ordens:

Bibliografia

Viésf(z) = O(R2)
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Superntcleos

Janela com distribuicao de referéncia normal

Estimaco funcional O Os supernlicleos, que s3o caracterizados pelo facto de possuirem
O estimador do uma fungdo caracteristica constante numa vizinhanca da origem,
histograma . .

possuem a propriedade anterior.

O estimador do
niicleo
Definicdo

cos(x) — cos(2x)

0O Para uma vasta classe de densidades conhecemos, a menos da

Estimagdo funcional

O estimador do quantidade R(f"”), a janela éptima no sentido da minimizago do
histograma
0 cetimador d EQMIA:
estimador do
niicleo hEQMIA — CKR(f//)71/5 n71/5

Definicdo

Propriedades locais O Supem ll]Cleo tra PeZOida|3 K(l}) - 2 Propriedades locais
prony i T ' . onde
ropriedades globais Propriedades globais 9 1/5
i EQMI CK = (R(K)/mQ(K))
Janela 6ptima Janela éptima
Escolha do nicleo Escolha do niicleo ) -
D> Redugso do viés 31 Redugdo do viés O Deheuvels (1977) e Deheuvels e Hominal (1980) propdem que se
Escolha prética da Escolha pratica da . . . .~ . . .~ A .
Fork o | D> janela utilize a distribuicdo normal como distribuicdo de referéncia:
Ncleos de fronteira © Nucleos de fronteira
O caso multivariado = O caso multivariado 1/5
o ERE o 8y ~1/5 ~1/5
Bibliografia Bibliografia h’EQMIA = CK T an ~ 1.36 CKon
g
<
o
T T T T T
-20 -10 0 10 20
X
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Janela com distribuicao de referéncia normal

O método de validacao cruzada

Estimacao funcional

O estimador do

histograma

O estimador do

niicleo

Definicdo

Propriedades locais

Propriedades globais

EQMI

Janela 6ptima

Escolha do niicleo

Reducdo do viés
Escolha prética da
janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

}A'LNR = 1.36cx sn~1/5

O Silverman (1986) sugere que se estime a escala da distribuicdo
pelo estimador combinado

g1z, = min (8, AIQ/1.349)

dando origem a janela

hgir, = min(1.36 8,1.01 AIQ) ¢y n~1/°

0 O método de validagdo cruzada (least-square cross-validation) é
proposto por Rudemo (1982) e Bowman (1984).

Estimacao funcional
O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

0 O erro quadrético integrado, EQI, é tomado como medida da
discrepancia entre f, e a densidade desconhecida f:

Defini¢do
Propriedades locais

Propriedades globais

EQI(h) = ||fa — fI[3 = / (@) — f(2)}2da

Escolha do niicleo
Reducio do viés
Escolha pratica da

D> janela O A ideia é escolher a janela h que minimiza EQI(h)...
Niicleos de fronteira
O caso multivariado

0 Mas EQI(h) depende de f ...

Bibliografia

EQI(h) = R(fa) -2 / fo@) () dz + R(f)
2
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O método de validacao cruzada

O método de validacao cruzada

Estimacg3do funcional

O estimador do

histograma

O estimador do

nicleo

Definicao

Propriedades locais

Propriedades globais

EQMI

Janela 6ptima

Escolha do nicleo

Redugdo do viés
Escolha prética da
janela

Ndcleos de fronteira

O caso multivariado

Bibliografia

+ R(f

EQI(h) = R(f,) 2 / fula) ()
}

B(fa(X))
|

1 n
o ; fr,—i(Xi)

O Na pratica toma-se para janela o valor hcy que minimiza

CV(h) = R(fn) - %Z fn,ﬂ'(Xi)

_ R(K) 1
nh n(n —1)

D (B« Ky — 2K3)(X - X))
i#j

Estimagdo funcional

O Contrariamente ao método das distribuicdes de referéncia, o
método de validagdo cruzada produz janelas assintoticamente
“boas” independentemente da distribuicdo dos dados.

O estimador do
histograma

O estimador do
ntcleo
Definicao

29 de Setembro de 2010

Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Escolha do niicleo

Sob condi¢bes pouco restritivas sobre o niicleo e sobre
f, hcy € assintoticamente éptima no sentido em que
Redug¢3o do viés

Escolha pratica da
janela

EQI(hcv) e,

= 1,
EQI(heqr)

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia Onde

heqi = argminy, - EQI(h).

(Hall, 1983; Stone, 1984)
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O método de validacao cruzada

O método de validacao cruzada

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Além disso, vale a convergéncia

Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

n

1/1

(ﬂ - 1) 2, N(0, 0¢y),
heqmt

Janela 6ptima

Escolha do niicleo

Reducdo do viés
Escolha prética da
janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

onde O'%V > (0 depende de f e de K e hpqwr € a janela
Optima no sentido da minimizagdo de EQMI, isto é,

heqmt = argmin, oEQMI(h)

(Hall e Marron, 1987)

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do

f=N(0,1), K= N(0,1)

niicleo
Definicao <
Propriedades locais g -
Propriedades globais ! -
EQMI ©
. Y
Janela éptima o
Escolha do niicleo = I
Reducio do viés S &
Escolha prética da O o
janela !
Niicleos de fronteira S
O caso multivariado ? 7
Bibliografia o
2
T
T T T T T T T T
01 02 03 04 05 06 07 08
h
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O método de validacao cruzada

Métodos plug-in

Estimacg3do funcional

O estimador do

histograma

O estimador do

nicleo

Definicao

Propriedades locais

Propriedades globais

EQMI

Janela 6ptima

Escolha do nicleo

Redugdo do viés
Escolha prética da
janela

Ndcleos de fronteira

O caso multivariado

Bibliografia

cv(h)

-0.30 -0.28 -0.26 -0.24

-0.32

f=N(0,1), K = N(0,1)

Estimagdo funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
ntcleo

Optima

Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Escolha do niicleo

convergente da mesma.

O Funcionais de interesse:

Redug¢3o do viés ( )
Escolha prética da — ( i — (— )7‘
janela 97" R f ) ( 1

Nucleos de fronteira

O caso multivariado

heqmia = cx R

O Os métodos plug-in directos partem da expressdo para a janela

(fll)—l/S n—1/5

onde a funcional desconhecida é substituida por estimador

/ £ (@) f(2)da = (—1)7 B(f2) (X))

Bibliografia

g — nova janela; L — novo nticleo

(="

n2

> IPI(X; - X))

ij=1
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Métodos plug-in

Métodos plug-in

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

iLPI = cx éQ(g)fl/S n71/5

O estimador do

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

ilPI = cx éz(g)fl/t’) n71/5

O estimador do

nicleo 1 n nicleo 1 n
Defini¢cdo N _ z : (4) ) ) Defini¢do A _ z : (4) ) )
Propriedades locais 92 (g) - _2 Lg (X’L - Xj) Propriedades locais 92 (g) - _2 Lg (X’L - X])
Propriedades globais i,7=1 Propriedades globais Z,le
EQMI EQMI
Janela 6ptima 2 Janela éptima ]_/7
Escolha do niicleo g =! Escolha do niicleo 2L(4) (0)
Reducdo do viés Reducio do viés 92 = —_—
Escolha prética da Escolha prética da mQ(L) 03 n
janela janela
Niicleos de fronteira Niicleos de fronteira
O caso multivariado O caso multivariado
Bibliografia Bibliografia
XVIII Congresso da SPE, S. Pedro do Sul 29 de Setembro de 2010 XVIII Congresso da SPE, S. Pedro do Sul 29 de Setembro de 2010
Métodos plug-in Métodos plug-in
Estimacg3do funcional ~ A~ Estimagdo funcional ~
- _ -1/5,-1/5 -
O estimador do hPI = CK 92 (g) / n / O estimador do hCV — 1 = O n_l/lo
histograma histograma hEQMI p
O estimador do n O estimador do
nticleo A 1 (4) nticleo
Definicao 92 (g) = ﬁ E Lg (Xl — X]) Definicao l

Propriedades locais

Propriedades globais

EQMI

Janela 6ptima

Escolha do nicleo

Redugdo do viés
Escolha pratica da
janela

Ndcleos de fronteira

O caso multivariado

Bibliografia

1,j=1

2L™)(0) H

92 = mo (L) 63 n

-1 <&
O3(9) = — > LP(Xi - X))

7,j=1

2L9)(0) e

93 = mo (L) 64 n

(Sheather e Jones, 1991)

Propriedades locais

Propriedades globais ~
EQMI hPI
Janela éptima

Escolha do niicleo

m -1=0, (n_5/14)

Redug¢3o do viés
Escolha pratica da

janela l
Niicleos de fronteira

Usando niicleos de ordem superior:

O caso multivariado

Bibliografia

& -1=0, (n—z/s)

1/10=01 ~ 5/14~036 ~ 2/5=04 ~ 1/2=0.5
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Métodos plug-in

Aplicacao a um conjunto de dados

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

hequia = cx R(f")~1/°

O estimador do A

niicleo heqmia = ck O2(geqQma

Definicdo

Propriedades locais

Propriedades globais A

EQMI hequmia = ¢k O2(a(heqmia))

Janela 6ptima

Escolha do niicleo com

Reducdo do viés
Escolha prética da
janela

Niicleos de fronteira

O caso multivariado

O Sheather e Jones (1991) propdem tomar a janela A

n-1/5

)—1/5 n—1/5

~1/5 ,—1/5

a(h) = e T (2LM(0) /ma(L))7 (62/65)/ h!7

que satisfaga

Bibliografia a equagdo

h = cx Oy(a(h))~Yon /5

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Defini¢do
Propriedades locais

0.8

Propriedades globais .
EQMI hgiL=0.62
Janela éptima

0.6

Escolha do niicleo

Reducio do viés
Escolha pratica da
janela

Nicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia N

0.0

duragédo da erupgdo (minutos)

O Dados relativos a 272 erup¢des sucessivas do Old Faithful Geyser
no Yellowstone National Park nos EUA.

O hsir, = 0.39, hey = 0.10, hgy = 0.14

duragéo das erupgdes (minutos)
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Aplicacao a um conjunto de dados

Aplicacao a um conjunto de dados

0O Dados relativos a 272 erupcdes sucessivas
no Yellowstone National Park nos EUA.

Estimacdo funcional
O estimador do
histograma

O estimador do
nticleo

O hgi, = 0.39, hey = 0.10, hgy = 0.14
Definicao
Propriedades locais

do Old Faithful Geyser

©
Propriedades globais o 7] N
EQMI - hey=0.29
Janela 6ptima
Escolha do nicleo g 1 [
Redugdo do viés
Escolha pratica da
janela <
. . o
Ndcleos de fronteira
O caso multivariado
Bibliografia S
o [l
S T T T T 1

duragéo da erupgao (minutos)

duragéo das erupgdes (minutos)

Estimagdo funcional

O estimador do
Lhistograma
O estimador do

ntcleo

Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais

EQMI 3 -
- S] A
Janela éptima hgL=7.32
Escolha do niicleo -
Reducg3o do viés g =
Escolha pratica da
janela
. . N
Niicleos de fronteira g B
O caso multivariado
Bibliografia S
S)
=3
Q .
S)

T T T T T T
40 50 60 70 80 90

minutos até a préxima erupgédo

100

O Dados relativos a 272 erup¢des sucessivas do Old Faithful Geyser
no Yellowstone National Park nos EUA.

O hgir, = 4.70, hey = 2.64, hgy = 2.50

A
s T hsw=47 .
S o - hey=264 ~
"7 hgy=25 F

minutos até a préxima erupgao
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Aplicacao a um conjunto de dados

Resultados de simulacao

Estimacao funcional

O estimador do

histograma

O estimador do

niicleo

Definicdo

Propriedades locais

Propriedades globais

EQMI

Janela 6ptima

Escolha do niicleo

Reducdo do viés
Escolha prética da
janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

0.02 0.03 0.04

0.01

A
hey =4.53 —

0.00

50 60 70 80 90

minutos até a préxima erupgao

1
100

Dados relativos a 272 erupg¢des sucessivas do Old Faithful Geyser
no Yellowstone National Park nos EUA.

hsi, = 4.70, hoy = 2.64, hgy = 2.50

minutos até a proxima erupgao

0.0

< |
Estimacao funcional °
O estimador do -
histograma S
O estimador do
niicleo S
Defini¢do
Propriedades locais -

S
Propriedades globais
EQMI

o |
Janela éptima sl .
Escolha do niicleo sz A
Reducio do viés

Escolha pratica da .
janela s

Nicleos de fronteira
O caso multivariado |
Bibliografia

N

S

e

2

s

T T
3 2 -
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Resultados de simulacao

Resultados de simulacao

Estimacdo funcional

O estimador do

histograma

O estimador do

nicleo

Definicao

Propriedades locais

Propriedades globais

EQMI

Janela 6ptima

Escolha do nicleo

Redugdo do viés
Escolha prética da
janela

Ndcleos de fronteira

O caso multivariado

Bibliografia

n=100

0.06
I

EQI

T /\‘ A‘ I\
heam hsiL hev hsy

Estimagdo funcional

O estimador do s
Lhistograma B
O estimador do 24
nicleo

Definicao
Propriedades locais

0.10

Propriedades globais R
EQMI oo
Janela éptima
Escolha do niicleo
Redug¢3o do viés
Escolha pratica da
janela
Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

EQI
0.06 0.08

0.04

0.02

0.00
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Resultados de simulacao

Resultados de simulacao

Estimacao funcional

O estimador do

histograma

O estimador do

niicleo

Definicdo

Propriedades locais

Propriedades globais

EQMI

Janela 6ptima

Escolha do niicleo

Reducdo do viés
Escolha prética da
janela

Niicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

n=100

| o

N A

©
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° °
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S ! ‘ E ‘
o ; —_ AL :
S ] L
[S] T A A A
heam hg hev hgy

Estimacao funcional

O estimador do

histograma

O estimador do

niicleo

Defini¢do

Propriedades locais

Propriedades globais

EQMI

Janela éptima

Escolha do niicleo

Reducio do viés
Escolha prética da
janela

Nicleos de fronteira
O caso multivariado

Bibliografia
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Estimacao em pontos fronteiros

Estimacao em pontos fronteiros

Estimacdo funcional

O estimador do
histograma
O estimador do
nicleo
Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI
Janela 6ptima
Escolha do nicleo
Redugdo do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de
D> fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

1.0

0.6

0.4

0.0
I

Estimativa baseada numa amostra de tamanho 200 da
distribui¢do E(1) com h = 0.5 e nicleo de Epanechnikov.

Estimagdo funcional

O estimador do
histograma
O estimador do
nicleo
Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI
Janela éptima
Escolha do niicleo
Redug¢3o do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de
D> fronteira
O caso multivariado

Bibliografia

O Anélise do viés em pontos fronteiros:

r=a+ ah,a €]0,1]

= moa(K)f(z) — hmio(K)f (z)

h2

+ maa(K) f" (@) + o(h?),

2

mea(K) = /a 2K (2)dz

-1
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Estimacao em pontos fronteiros

Nucleos de fronteira

Estimacao funcional

O estimador do
histograma
O estimador do
niicleo
Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI
Janela 6ptima
Escolha do niicleo
Reducdo do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de
D> fronteira

O caso multivariado

Bibliografia

O Andlise do viés em pontos fronteiros:

r=a+ ah,a€]0,1]

= moa(K)f() = hmio(K)f ()

meo(K) = /a 2K (2)dz

-1

K(u) — K(u; o)

Estimacao funcional

O estimador do
histograma
O estimador do
niicleo
Defini¢do
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI
Janela éptima
Escolha do niicleo
Reducio do viés
Escolha prética da
janela

Niicleos de
D> fronteira

O caso multivariado

Bibliografia

K(u;or)

05 1.0 15 20 25

0.0

- a=02
--- a=04

| a=1

Ndcleos de fronteira baseados no nticleo de Epanechnikov.

(Gasser e Muller, 1979; Rice, 1984)
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Estimador com nucleos de fronteira

Estimador com nucleos de fronteira

Estimacg3do funcional

O estimador do
histograma
O estimador do
nticleo
Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI
Janela 6ptima
Escolha do nicleo
Redugdo do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de
D> fronteira

O caso multivariado

Bibliografia

Estimagdo funcional

O estimador do
histograma
O estimador do
nicleo
Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI
Janela éptima
Escolha do niicleo
Redug¢3o do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de
D> fronteira
O caso multivariado

Bibliografia
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Estimador multivariado do ntcleo

Estimador multivariado do ntcleo

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Definicdo
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela 6ptima
Escolha do niicleo
Reducdo do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de fronteira
O caso
D> multivariado

Bibliografia

O Cacoullos (1966):

0O Deheuvels (1977):

ful(x) = !

n <

Kp(x) = |H|7?K(H?2)

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

Defini¢do
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela éptima
Escolha do niicleo
Reducio do viés
Escolha prética da
janela

Niicleos de fronteira
O caso
D> multivariado

Bibliografia

O No caso H = diag(h3,...,h%)
EQMIA = R + 1mg(K) zd: hih’ / fii(@) fj5(x)dx
nhy o hg 4 = "
O Para
hy = e =1/ @+

O Escolha da janela tomando como distribuicdo de referéncia a
distribui¢do normal N(0,%), com ¥ = diag(c?,...,03):

. 8
o= (2 —1/(d+4)
F <d +5

oLn

> 1/(d+4)
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Estimador multivariado do nucleo

Estimador multivariado do

nucleo

Estimacg3do funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
nticleo

Definicao
Propriedades locais
Propriedades globais
EQMI

Janela 6ptima
Escolha do nicleo
Redugdo do viés
Escolha pratica da
janela

Niicleos de fronteira
O caso
D> multivariado

Bibliografia

minutos até a proxima erupgéo
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40

minutos até a préxima erupgéo

duragéo da erupgdo (minutos)

50 60 70 80 90 100

40

duragéo da erupgéo (minutos)

Estimagdo funcional

O estimador do

histograma

O estimador do

nicleo

Definicao

Propriedades locais

Propriedades globais

EQMI

Janela éptima

Escolha do niicleo

Redug¢3o do viés

Escolha pratica da

janela

Nucleos de fronteira
O caso

D> multivariado

Bibliografia
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minutos até & préxima erupgao
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Principal bibliografia sobre estimacao funcional

Estimacao funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
niicleo

D> Bibliografia
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Estimacao funcional

O estimador do
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Principal bibliografia sobre estimacao funcional

Estimacg3do funcional

O estimador do
histograma

O estimador do
nticleo
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