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1. Pretende-se calcular o valor da drea, A, da regiao definida por y > (z — 1)> Ay < In(z).
(a) Escreva a expressao do integral que lhe permite calcular A.

(b) Localize, num intervalo de amplitude inferior a 1, a maior abcissa a dos pontos de
interseccao das duas curvas.

(¢) Determine uma fungao g que garanta a convergéncia do método do ponto fixo (z,11 =
g(x,), com n € Ny). Justifique a resposta.

(d) Aproxime «, aplicando o método do ponto fixo duas vezes, e determine um majorante
para o erro cometido.

(e) Indique o menor niimero de pontos necessérios para aproximar o valor de A utilizando
a regra de Simpsons com erro inferior a 0.001.

(f) Calcule um valor aproximado de A com a precisao referida na alinea anterior.
. . 4 2 5
2. Considere o sistema Ax = b com A = [ 3 9 ] eb= l _9].

(a) A solugdo exacta deste sistema pode ser aproximada usando o método de Jacobi.
Que pode afirmar sobre a convergéncia deste método.

(b) Independentemente do resultado da alinea anterior, determine um valor aproximado
para a solucao exacta de Ax = b usando o método de Jacobi duas vezes.

(c) Calcule o nimero de condigao da matriz A e indique se o sistema Az = b é bem ou
mal condicionado.
3. Pretende-se aproximar a fungao f(z) = e*,x € [—1, 1] por um polinémio interpolador P, (x).
(a) Determine o menor niimero de pontos interpoladores necessario para garantir que o
erro cometido ao aproximar f(x) por P,(x), com z € [—1, 1], seja inferior a 0.5.

(b) Calcule o polinémio P,(x) tendo em conta o nimero de pontos obtidos em 3.(a).
NOTA: caso nao tenho resolvido a alinea 3.(a), utilize 6 pontos.

(¢) Calcule uma aproximagao para /e e compare-a com o valor obtido na maquina de
calcular. Comente o resultado.
4. Considere o polinémio P(x) = z° — z* — 23 + 1.
(a) Determine os raios da coroa circular que contém todas as raizes de P(x) = 0.

(b) Utilizando a regra de sinal de Descartes, diga o que pode afirmar sobre o nimero de
raizes reais (positivas e negativas) e complexas.

(c) Faga a separacao completa das raizes reais de P(z) = 0.

5. Caluce a érea de um circulo, de raio 7 = In(2) cm, com erro inferior a 0.0005, indicando
quantas casas decimais de precisao devem ser utilizadas nos valores de 7 e 7.

v.s.f.f.



As perguntas 6 e 7 destinam-se a substuir os mini-testes realizados
nas aulas praticas. Ao optar por responder a alguma destas questoes,
anula a nota obtida nos 4 mini-testes (para este exame).

6. (a) A férmula de Simpsons composta pode ser obtida integrando um determinado polinémio.
Indentifique-o.

(b) Relacione os zeros de um polinémio P(z) com os de Q(z) onde:
(i) Q(z) = =2P(=z) (i) Q(z) = (P(x))*
(¢) Verifique se P(z) = 1 — 2* é o polinémio interpolador de cos(%) nos pontos zo = 0
exr; = 1.

7. Prove que, se f é uma func¢ao com derivada de segunda ordem continua em [a, b], tal que:
f(a)>0,f(b) <0,20 =be fO(z)>0,Vz € [a,b],i =1,2
f(zn)

entao a sucessaao de aproximagoes gerada pelo método x,11 = x, converge para

a unica solucao de f(z) = 0 no intervalo [a, b].

| FORMULARIO |

Férmula interpoladora de Newton das diferencgas divididas
f(x) = Pu(x) = f(xo)+ flro, v1](x—m0)+ flxo, 21, 2] (x —20) (T —21) +- - -+ flwo, . . ., 2n (T —20) -+ (T —Tp 1) .

Foérmula do erro para a interpolagao polinomial

B D) T
E,(z) = f(z) — Pa(z) = NCESR g(a@ ;).

Método de Jacobi (Az =b)
A=D-FE-F
2F D = DY E+ F)2® + D%, k=0,1,2,....

Regra de Simpson

b
[ @y dom S1fa0) + 47(1) + 2£(22) + 47 (m3) + -+ + 2 (0z) + 4 ncs) + F )]
Férmula do erro para a regra de Simpson
h4
Bs(f) = —1g5b—a) (), €€(a).

Férmula da propagagao do erro

_ L A
Af] < Z|%||A1'i|~
i=1 v

cotacao

1 - 6 valores, 2 - 3 valores, 3 - 3 valores
4 - 3 valores, 5 - 1 valor, 6 - 2 valores 7 - 2 valores
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1. (a) Localize, num intervalo de amplitude 1, a maior abcissa dos pontos de intersec¢io da curva y = e*
com a circuferéncia de centro na origem e raio 2.

(b) Verifique se 0 método de Newton, para aproximar a abcissa localizada em 1.(a), é convergente.
(¢) Aproxime-a aplicando o método de Newton duas vezes.

(d) Aproxime a drea da regiao definida por:
y>e" NP+ y? <dnz >0

utilizando a regra dos trapézios com 4 sub-intervalos.

(e) Calcule um majorante para o erro cometido na aproximagao obtida em 1.(d) e indique o nimero
de casas decimais de precisao.

2. Suponha que é possivel reescrever o sistema Ax = b na forma equivalente x = Mz + ¢, onde M =
1/2 2 _ 3/2
15 12 | ©°7 | =3/10 |
(a) Verifique se o método iterativo z(*+1 = Mz(*) 4+ ¢ é convergente.
(b) Calcule a solugao exacta « do sistema original Az = b.

(¢) Aproxime a solucao exacta «, usando duas vezes este método iterativo.

(d) Calcule || — |-
3. Considere a fungao f(z) = sin(z) — cos(z),z € [0, 7/4].

(a) Determine o polinémio interpolador de Hermite para a fungao f utilizando os pontos xg = 0 e
Ir1 = 7T/4

—
=

Calcule uma aproximacao para f(7/8) e f'(n/8).

—
o
-~

Indique um majorante do erro cometido na aproximagao de f(7/8).

(d) Tendo em conta os valores encontrados em 3.(b), calcule uma aproximagéao para sin(w/8) e cos(m/8).
NOTA: caso nao tenho resolvido a alinea 3.(b), faga f(7/8) = [ e f'(7/8) = v e deduza as
aproximagoes pedidas em fungao de 3 e 7.

4. Considere o polinémio P(z) = 220% — 222 + 6.

(a) Determine os raios da coroa circular que contém todas as raizes de P(x) = 0.

(b) Utilizando a regra de sinal de Descartes, indique o que pode dizer sobre o nimero de raizes reais
positivas, raizes reais negativas e raizes complexas.

(c) Faga a separacao completa das raizes reais de P(x) = 0.

v.s.f.f.



As perguntas 5 e 6 destinam-se a substuir os mini-testes realizados nas aulas
praticas. Ao optar por responder a alguma destas questoes, anula a nota obtida
nos 4 mini-testes (para este exame).

5. (a) A férmula dos trapézios composta pode ser obtida integrando um determinado polinémio. Indentifique-
o.

(b) Qual a ordem de convergéncia do método de Newton para aproximar uma equag¢ao nao linear

f(z) =0.
(c) Relativamente ao polinémio interpolador segmentado de grau m, S(z), de uma fungao f nos pontos
pontos g, . .., &, € [a,b] (onde n = km), o que pode dizer sobre a diferenciabilidade de S em [a, b]?

(d) Indique um conjunto de condigdes que garantam a convergéncia do método z(,41) = g(z(n)),n > 0,
utilizado para aproximar a raiz « € [a, b] da equagdo f(x) = 0.

6. Suponha que é possivel reescrever o sistema de equacoes lineares Az = b na forma equivalente z = Mx+c.
Prove que, se ||M|| < 1, entdo o método iterativo (¥ = Mz(*) + ¢ converge para a solugao do sistema
Ax =b.

| FORMULARIO |

Método de Newton-Raphson (f(z) =0)

Tn+l1 = Tn — f,(x ) )
n

n=0,12....

Foérmula interpoladora de Newton das diferengas divididas

f(z) = Py(x) = f(xo)+ flro, v1](x —20) + fl20, 71, 2] (T —0) (T —21) ++ - -+ fT0, . - s TW] (T —20) - - (T —T—1) -

Férmula do erro para a interpolagao polinomial

n (n+1)
B, (@) = [(@) - Pa(a) = [ (a — ) W

=0

Regra dos Trapézios

Ir(f) = 217(e0) +20(1) + 4 2f (n ) + Faa)]

Foérmula do erro para a regra dos Trapézios

h2
ET(f):_E(b_a)f”(g)7 §€ (aab)'
cotacao
1 - 5 valores, 2 - 4 valores, 3 - 4 valores

4 - 3 valores, 5 - 2 valores, 6 - 2 valores



