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10.

Teoria de erros e Raizes de equacoes nao lineares

Uma aproximacgao & tem n casas decimais de precisao se e so se

Para garantir duas casas decimais de precisao no valor de f(z), a férmula de propagagao
do erro indica que |AZ| < 3,14 x 1072, Quantas casas decimais de precisao deve garantir
no valor de z7

Suponha que sao validas as condigoes de convergéncia do método de Newton para a
equagao f(x) = 0, no intervalo [1,2]. Diga se é possivel obter a seguinte sequéncia de
valores com este método:

o= 1,201 =252 = 14123 = 1.45; x4 = 1.4142; x5 = 1.4143
Justifique suscintamente.
Defina ordem de convergéncia de um método iterativo x,1 = g(x,),n > 0.

Uma aproximacao Z tem n algarismos significativos de precisao se e s6 se

Para garantir duas casas decimais de precisao no valor de f(z), a férmula de propagagao
do erro indica que |AZ| < 1,59 x 10~%. Quantas casas decimais de precisao deve garantir
no valor de z7

Defina ponto fixo de uma funcao g em |[a, b].

Suponha que sao vélidas as condi¢oes de convergéncia do método do ponto fixo para a
equagao * = ¢g(x) no intervalo [1,2]. Diga se é possivel obter a seguinte sequéncia de
valores com este método:

o =121 =2.0;29 = 1.5;203 = 1.75; x4 = 1.65; 25 = 1.7

Justifique suscintamente.

(NOTA: Em caso afirmativo, indique que condigao tem de ser verificada para que tal
aconteca. Em caso negativo, indique a razao pela qual nao é possivel obter esta sequéncia
de valores pelo método do ponto fixo).

Seja T = 0.031 uma aproximacao obtida por truncatura do valor exacto = (desconhecido).
Indique um majorante para o erro relativo dessa aproximagao.

Seja R, (z;a) o resto do polinémio de Taylor de ordem n para uma funcao f. O que pode
afirmar sobre o grau de R, (z;a)?




11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Seja « a unica raiz de f(z) = 0 em [a,b]. Admita-se que se verificam as condigoes
de convergéncia para o método de Newton e que ;nrfﬁg f/((f:))||:fpee[[?l;]ﬁ = 1. Se for possivel
garantir k casas decimais de precisao na aproximacao x,, quantas casas decimais de

precisao poderao ser garantidas na aproximagao .17

Suponha que f(z) =0 < z = g(x),Vz € R. Complete a seguinte frase:
”Os zeros de f correspondem de g.

7

Seja y e z aproximagoes do valor exacto x obtidas por arredondamento e truncatura,
respectivamente, com o mesmo numero de casas decimais. Pode garantir que |Ay| < |AZ|.
Justifique suscintamente.

Seja P,(x;a) o polindmio de Taylor de ordem n para uma fungao f. O que pode afirmar
sobre o grau de P, (z;a)?

Seja a a tinica raiz de f(z) = 0 e admita-se que se verificam as condigoes de convergéncia
para o método da bisseccao. Se for possivel garantir k£ casas decimais de precisao na apro-

ximagao x,, quantas casas decimais de precisao poderao ser garantidas na aproximacao

xn—‘rl?

Suponha que f(z) =0 < fi(z) = fo(z), Vo € R. Complete a seguinte frase:
”As rafzes de f(x) = 0 correspondem do

grafico de y = fi(x) com y = fo(x).”

Seja T = 0.0031 uma aproximacao obtida por arredondamento do valor exacto x (desco-
nhecido). Indique um majorante para o erro absoluto dessa aproximagao.

A férmula de propagagao dos erros permite resolver um problema denominado por pro-
blema directo. FEste consiste em majorar conhecendo o majorante de

Justifique suscintamente se é possivel obter a seguinte sequéncia de valores com o método
do ponto fixo:

xo=12;21 = 11;29 = 11.5; 23 = 1124 = 11.25; 25 = 11524 = 11.125
Interprete graficamente a aproximacao x,; obtida pelo método de Newton a partir de
uma aproximacao .

Seja £ = 0.031 uma aproximacao obtida por arredondamento do valor exacto = (desco-
nhecido). Indique um majorante para o erro relativo dessa aproximagao.

A férmula de propagagao dos erros permite resolver um problema denominado por pro-
blema inverso. Este consiste em majorar conhecendo o majorante de

Justifique suscintamente se é possivel obter a seguinte sequéncia de valores com o método
do ponto fixo:

2o =122 = 11,29 = 11;23 = 11.5; 24 = 11.25; 25 = 11.125

Descreva resumidamente em que consiste o método da bisseccao.
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Seja = 0.31 uma aproximagao obtida por truncatura do valor exacto x (desconhecido).
Indique um majorante para o erro absoluto dessa aproximacao.

Com uma determinada aproximagao T foi possivel garantir que |Af(z)] < 2,17 x 1075.
Quantas casas decimais de precisao pode garantir no valor de f(z)?

Indique trés critérios de paragem para os métodos iterativos que aproximem a solucao de

f(x)=o.

Suponha que, para o método iterativo x,4+1 = g1(x,),n > 0, verifica-se €, < lOefL e
que para o método iterativo z,.1 = go(x,),n > 0, verifica-se e,,,; < e2. Qual dos dois
método converge mais rapidamente para a raiz? Justifique suscintamente.

Zeros de polinomios

. Seja P um polinémio de grau 5 com coeficientes reais e considere o seguinte quadro de

Fourier:

T 0] 1] 2
P(x) |[+]0 |+
P(x) |-]10]0
P'(xz) |+]|+ |0
P”/(l‘) + - |+
PY(z)| - 0]+
P(x) |+ |+ | +

Justificando suscintamente, diga o que pode afirmar sobre:

(a) z=1lex =27
(b
(c

(d) o nimero de raizes complexas de P(x) = 07

o numero de raizes positivas de P(z) = 07
o numero de raizes negativas de P(z) = 07

)
)
)
)

Seja P um polinémio de grau 5 com coeficientes reais e considere o seguinte quadro de
Fourier:

x 01]2
Pz) |[+]0 |+
Px)|-|4+1]0
P'(x) |[+] 0|0
PW(SL’) + - |+
PY(x) | -0 |+
P'(z) | + |+ |+

Justificando suscintamente, diga o que pode afirmar sobre:

(a) z=1lex=27

(b) o nimero de raizes positivas de P(x) = 07



(c)
(d)

o numero de raizes negativas de P(x) = 07

o numero de raizes complexas de P(z) = 07

3. Seja P um polinémio de grau 5 com coeficientes reais e considere o seguinte quadro de
Fourier:

x 0]1]2
P(x) |+|+ |0
P) | -]o]o
P'(x) |[+]0 |+
P”/(ZL‘) +| - |+
PY(z)| - 0]+
P'(x) |+ |+ | +

Justificando suscintamente, diga o que pode afirmar sobre:

4. Seja P(x) = x* — 423 + 32?2 — 22 + 2.

Determine os raios da coroa circular que contém todas as raizes da equagao P(z) = 0.

Utilizando a regra de sinal de Descartes, o que pode afirmar sobre o niimero de raizes
reais de P(x) =07

Utilizando o teorema de Hunt, o que pode afirmar sobre o nimero de raizes reais
complexas de P(x) = 07

Com base nas alineas anteriores, localize as raizes reais de P(z) = 0.

5. Seja P(z) = o* + 323 + 22 + 2 + 3.

Determine os raios da coroa circular que contém todas as raizes da equagao P(z) = 0.

Utilizando a regra de sinal de Descartes, o que pode afirmar sobre o nimero de raizes
reais de P(x) =07

Utilizando o teorema de Hunt, o que pode afirmar sobre o nimero de raizes reais
complexas de P(x) = 07

Com base nas alineas anteriores, localize as raizes reais de P(z) = 0.

6. Seja P um polinémio de grau n e Q(z) = 2P(—x). Qual a relagdo que existe entre as

raizes de Q(x) =0 e de P(x) = 0.

7. Seja P(z) = 2% — 202 + 3z — k, k € R.

(a)
(b)

Utilizando a regra de sinal de Descartes, estabeleca uma condig¢ao para k£ que garanta
a existéncia de raizes reais positivas.

Utilizando a regra de sinal de Descartes, estabeleca uma condicao para k que garanta
a existéncia de raizes reais negativas.



(c) Utilizando o teorema de Hunt, estabele¢a uma condi¢do para k que garanta a exis-
téncia de raizes complexas.

8. Seja P(x) = a® — 222 — kx — 3,k € R.
(a) Utilizando a regra de sinal de Descartes, estabeleca uma condigao para k que garanta

a existéncia de raizes reais positivas.

(b) Utilizando a regra de sinal de Descartes, estabeleca uma condicao para k que garanta
a existéncia de raizes reais negativas.

(¢) Utilizando o teorema de Hunt, estabeleca uma condicao para k que garanta a exis-
téncia de raizes complexas.

Sistemas de equagoes lineares

1. Suponha que ao aplicar o método de eliminagao de Gauss, consegue factorizar A na forma
A = LU (L matriz triangular inferior e U matriz triangular superior). Indique um par
de sistemas obtido com a factorizacao anterior cuja resolucao é equivalente a resolugao

de Az = b.

2. Indique uma condigao necessaria e suficiente para que o sistema Axr = b tenha uma tnica
solugao.

3. Seja ||.|| uma norma de matrizes induzida por uma norma vectorial. Relacione ||AB||
com [[A]] e [| B|.
4. Suponha que é possivel reescrever o sistema Axr = b na forma x = Mx + ¢ onde
0.3 0.7 0.1 e
M=101 00 05]|ec=|1In(2)
0.5 0.2 0.2 -5

O que pode afirmar sobre a convergéncia deste método iterativo?
5. Indique dois métodos directos para a resolucao de sistemas de equacoes lineares.

6. Indique dois critérios de paragem para os métodos iterativos que aproximem a solugao de
um sistema de equacoes lineares Az = b.

7. Seja ||.|| uma norma de matrizes induzida por uma norma vectorial. Relacione ||Ax|| com

141} ¢ Jlal|.
V3

11

3 0|eb=] 10"* |. O que pode afirmar
11 2 0

sobre a convergéncia dos métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel, quando aplicados

ao sistema Ax = b?

8. Considere o sistema Az = b onde A =

9. Suponha que o sistema Az = b foi reescrito na forma A’z’ = b, onde A’ obtém-se de A
trocando a linha ¢ com a linha j. Indique as restantes alteragoes que devem ser realizadas
para assegurar a equivaléncia dos sistemas Ax =be A2’ = V.
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Na matriz de iteragao do método de Jacobi existem elementos que sao sempre nulos. Em
que posicao se encontram?

Seja ||.|| uma norma de matrizes. Relacione ||A + B|| com ||A|| e ||B]|.

Suponha que é possivel reescrever o sistema Axr = b na forma x = Mx + ¢ onde M =

l 82 005 ] ec= [ _;/5 ] O que pode afirmar sobre a convergéncia deste método
iterativo?
Suponha que o sistema Az = b foi reescrito na forma A’z = V/, onde A’ obtém-se de

A trocando a coluna i com a coluna j. Indique as restantes alteracoes que devem ser
realizadas para assegurar a equivaléncia dos sistemas Ax =be A2’ = V.

Na matriz de iteracao do método de Gauss-Seidel existem elementos que sao sempre nulos.
Em que posicao se encontram?

Seja ||.|| uma norma de vectores. Relacione ||z + y|| com ||z|| e ||y]|.

Suponha que é possivel reescrever o sistema Axr = b na forma z = Mx + ¢ onde M =

0.5 —0.5 —-0.5 . .
l 05 05 ] ec= [ 0.5 ] O que pode afirmar sobre a convergéncia deste método

iterativo?

Interpolacao polinomial

i |1 49

interpolador de f nos pontos indicados nessa tabela.

Considere a seguinte tabela Verifique se P(x) = 2% ¢ o polinémio

Determine o polinémio interpolador de f nos pontos indicados na seguinte tabela:

x |2 -1 0 1 2
fl)] 0 0 1 0 0
Sejam xg, 1, . .., Ty, n+ 1 pontos distintos no intervalo [a, b]. Indique em que condigoes o

polinémio obtido pela férmula interpoladora de Lagrange ¢é diferente do polinémio obtido
pela férmula interpoladora de Newton.

. Admita-se que f é uma fungao real de varidvel real, com derivada de ordem n+1 continua

em [a, b] e seja P,(z) o polinémio interpolador de f em n+ 1 pontos distintos do intervalo
[a,b]. Indique dois majorantes para o erro de interpolagao |f(z) — P, (x)|.

i |0 1

2
fla) |1 2 4
interpolador de f nos pontos indicados nessa tabela.

Considere a seguinte tabela Verifique se P(z) = 2% é o polinémio
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Determine o polinémio interpolador de f nos pontos indicados na seguinte tabela:

v |2 -1 0 1 2
fl)] 0 0 1 0 0

Indique um conjunto de pontos (z;, f(x;)) por forma a que o polinémio interpolador de
3

f nesses pontos seja P(z) = x°.
Admita-se que f é uma funcao real de varidavel real infinitamente derivavel, e que existe
M > 0 tal que | f®)(z)| < M,Vx € [a,b], Vk € Ny. Suponha que pretende determinar um
polinémio interpolador P,(x) de f que garanta |f(z) — P,(x)| < 0.5 x 1072, Vz € |[a, b].
Indique que férmula utilizaria para calcular o nimero minimo de pontos de interpolacao
para que a condicao sobre o erro de interpolacao seja verificada.

xn |1 2 3
fla) [ 1174 1)9

interpolador de f nos pontos indicados nessa tabela.

Considere a seguinte tabela . Verifique se P(x) = ;%2 ¢ o polinémio

Determine o polinémio interpolador de f nos pontos indicados na seguinte tabela:

r |4 -2 0 2 4
fli)] 0O 0 0 0 1
Sejam x;, Tit1,...,Tiyk, k + 1 pontos distintos no intervalo [a,b] verificando w41 —

xg = h,V0 € {i,...;i + k — 1}. Indique uma relagdo entre a diferenga dividida de
ordem k e a diferenca progressiva de ordem k nesses pontos.

Admita-se que f é um polinémio de grau n e considerem-se k + 1 pontos distintos

Ti, Tit1, - -, Tirk. Indique o valor de flz;, ..., z;yx] para todo o k > n.
. . ZEZ' ‘ 0 1 8 . 1/3 , . , .
Considere a seguinte tabela ) ‘ 01 2 Verifique se P(z) = z'/® é o polinémio

interpolador de f nos pontos indicados nessa tabela.
Determine o polinémio interpolador de f nos pontos indicados na seguinte tabela:

€T; -4 -2
fl@) [0 0

0 2 4
0 0 1
Sejam xg,x1,...,%,, n + 1 pontos distintos no intervalo [a,b]. Denote-se por P, ()
e P,(z), respectivamente, os polindmios interpoladores de f nos conjuntos de pontos
{zo,...,xn_1} e {z0,...,x,}. Escreva uma relac¢ao entre os polinémios P,_i(z) e P,(x).

Admita-se que f é um polinémio de grau n e que os pontos z;, . . . , ;. verificam z, 1 — xp =
h,Ve e {i,....i+k—1}, com h > 0. Indique o valor de A*f(z;) para todo o k > n.



