Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra
FExame de Optimizagcao Numérica
Licenciatura em Matematica

9 de Fevereiro de 2007 la parte Duracao: 2h15m

1. (a) Seja S CIR"e f:IR" — IR. Defina conjunto (5) convexo e fungao (f) convexa.

(b) Sejam f; : R" — IR, i = 1,..., k, fungdes convexas em IR". Mostre que a funcao
definida por f(x) = max{fi(x),..., fr(z)} é convexa em IR".

2. (a) Mostre que o método de Newton é invariante ao escalonamento de f, ou seja, que o
passo de Newton ndo se altera quando se substitui f(x) por Af(x), com A € R*.

(b) Mostre que a condigao de Armijo também é invariante ao escalonamento de f.

3. Seja f : IR" — IR uma fungao continuamente diferenciavel em R", x € R", V f(xy) # 0,
0: € RT e H, € R™" uma matriz simétrica e definida positiva.

(a) Considere a funcio ¢, : IR" — IR definida por ¢x(p) = f(xx) + Vf(zx)Tp. Deter-
mine a solu¢ao 6ptima do problema min{¢g(p) : ||p|| < 0k}

(b) Considere o vector p = —va‘s(i’;kaf(xk) e a funcao ¢y : R — IR definida por

Up(T) = flzg) + 7V f(21) D+ gﬁTHkﬁ. Determine a solu¢ao éptima do problema
min{¢(7) : [|7p]| < ok }-

4. Determine a solucao 6ptima do problema
n n

minimizar Z— sujeita a Zx? =nex; >0,1=1,...,n.

i=1 Yi i=1
5. (a) Descreva, resumidamente, o método da barreira logaritmica para aproximar a solugao

do problema min{ f(z) : g(x) <0}, onde f : IR" — R e g : R" — IR™ sdo fungoes
nao lineares continuamente diferencidveis.

(b) Considere o problema de optimizac¢ao nao linear

min  f(z,y) = 2z + 3y
s.a 222 +92<1

i. Determine a solucao 6ptima deste problema através das condi¢oes de optimiza-
lidade.
ii. Caracterize a trajectéria z(u) e A(p), com p um parmetro positivo, para o
método de barreira logaritmica.
iii. Mostre que quando p tende para 0 se obtém a solucao do problema e o vector
de multiplicadores de Lagrange que lhe esta associado.

Cotagao

1 - 2 valores; 2 - 2 valores; 3 - 3 valores; 4 - 2 valores; 5 - 4 valores
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’ A questao 6 substitui os TPC’s ‘

6. Considere o programa nao linear com restrigoes: min{f(r) = 2?2 + 23 : 1 + x5 = 1}
(a) Encontre, graficamente, a solu¢do do problema e confirme que encontrou a solugao
optima através das condicoes de optimalidade.

(b) Deduza uma expressao para os pontos estacionérios da fungao (de penalizacao quadratica)
m(x,p) = f(x) + 530, g7 (x) e para os multiplicadores de Lagrange associados.

(c) Determine agora uma expressao para os pontos estacionarios da fungao (de Lagrange
aumentada) A(z, A, p) = f(x) — AN g(x) + §9(x)"g(x).

] A questao 7 substitui o projecto ‘

7. (a) Considere um conjunto de pontos P = {(z1,%1),..., (Tn,yn)} C IR®. Formule o
problema onde se pretende determinar a recta que minimiza a soma dos quadrados
das distancias desses pontos a recta procurada. (este problema é conhecido como os
minimos quadrados ortogonais)

(b) Considere um seguintes conjuntos de pontos P = {(z},47),...,(@" yD)}, Q =

{(lea y?)v R (ZE%’ yrcrgz)}v U= {(xllj7y1U)’ R ($g, yllc])} eV = {(CL’Y, yY)? SR (Iz/u ?JX)}
Formule o problema onde se pretende determinar o rectangulo que minimiza a soma
dos quadrados das distancias desses pontos ao rectangulo procurado.

(c¢) Escreva um programa em matLab para resolver o problema da alinea anterior.
Nota: admita que os pontos estao armazenados em vectores P, yP, xQ), yQ, xU,
yU, zV e yV de dimensoes adequadas.

Formulério
x = fminunc(fun,x0,options)

x = fmincon(fun,x0,A b,Aeq,beq,lb,ub,nonlcon,options)

Cotagao

6 - 3 valores; 7 - 4 valores;
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1. (a) Seja S CIR"e f:IR" — IR. Defina conjunto (5) convexo e fungao (f) convexa.

(b) Sejam g;, 1 < i < k, fungdes convexas num conjunto convexo D C IR". Prove que

S={xeD:gl(r)<0,1<i<k}éum conjunto convexo.

2. Considere a aplicacao de um método de direccoes de descida com procura unidireccional

1

exacta para minimizar uma funcao quadrdtica f(z) = 327Qz — ¢"z, onde Q € R™™ ¢
uma matriz simétrica definida positiva e ¢ € IR".

(a) Seja pr uma direcgdo de descida para f, a partir do ponto x;. Mostre que, neste

caso, o passo optimo é dado por
_ ppVS(=)
PeV2f(zk)pr

Verifique que, utilizando procura unidireccional exacta, py é ortogonal a V f(xy1).

A =

Mostre que o método de Newton determina o minimizante de f em apenas uma
iteracao, independentemente do ponto inicial considerado.

Mostre que o passo de Newton satisfaz a condigdo de Armijo para 0 < 3 < %, a
partir de qualquer z, € IR".

Determine a solugao éptima do problema mingegn f(z) = 22+2x1 25+ 323 — 421 — 5T,
utilizando um método de direcgoes de descida com procura unidireccional exacta.

Verifique as condi¢oes de optimalidade para a solucao encontrada na alinea anterior.

3. Seja f : R? — IR definida por f(x1, x9, v3) = 222 4 222 + 222 — 4w, 7973,

Determine os pontos estacionarios de f e verifique se correspondem a minimizantes
ou maximizantes de f.

Considere o conjunto S = {x € R® : 1 + x5 + 73 = 3}. Determine os pontos
estaciondrios para o problema min{f(z) : x € S} e verifique quais correspondem a
minimizantes ou maximizantes de f em S.

Caraterize algebricamente as direccoes de descida admissiveis para f em x € S.
Determine uma base para espago nulo de A, Nu(A).
Determine uma direccao de descida admissivel p para f em 7o = [0 1 2]T.

Determine uma aproximagao para a solucao de min{f(z) : x € S} partindo de zy,
seguindo a direcgao p e utilizando o critério de Armijo (8 = 1/2) para controlar o
passo.

Cotacao

1 - 2 valores; 2 - 5.5 valores; 3 - 5.5 valores;
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’ A questao 4 substitui os TPC’s ‘

4. (a) Descreva, resumidamente, o método da barreira logaritmica para aproximar a solugao
do problema min{ f(z) : g(x) < 0}, onde f : R" — Re g : R" — IR™ sao fungoes
nao lineares continuamente diferenciaveis.

(b) Considere o problema de optimizac¢ao nao linear

min f(z,y) =2z + 3y
s.a 207492 <1

i. Determine a solucao 6ptima deste problema através das condicoes de optimiza-
lidade.
ii. Caracterize a trajectéria z(u) e A(p), com g um parmetro positivo, para o
método de barreira logaritmica.
iii. Mostre que quando u tende para 0 se obtém a solucao do problema e o vector
de multiplicadores de Lagrange que lhe esta associado.

’ A questao 5 substitui o projecto ‘

5. (a) Considere um conjunto de pontos P = {(z1,41),..., (zn,yn)} C IR% Formule o
problema onde se pretende determinar a recta que minimiza a soma dos quadrados
das distancias desses pontos a recta procurada. (este problema é conhecido como os
minimos quadrados ortogonais)

(b) Considere um seguintes conjuntos de pontos P = {(z¥,yf),..., (aF yD)}, Q =

{(Z‘?7 y?)v R (l‘%, yfcr%)}v U= {(xlljﬂy{])? R (Ig7 ylle])} eV = {<I¥= yY)? SRR (@/a yz/)}
Formule o problema onde se pretende determinar o rectangulo que minimiza a soma
dos quadrados das distancias desses pontos ao rectangulo procurado.

(c¢) Escreva um programa em matLab para resolver o problema da alinea anterior.
Nota: admita que os pontos estao armazenados em vectores xP, yP, xQ, yQ, zU,
yU, 2V e yV de dimensoes adequadas.

Formuléario
x = fminunc(fun,x0,options)

x = fmincon(fun,x0,A b,Aeq,beq,lb,ub,nonlcon,options)

Cotacao

4 - 3 valores; 5 - 4 valores;




Exame modelo de Optimizacao Numérica, 2006/07

Este exame foi elaborado com perguntas das folhas préaticas resolvidas nas aulas e com
resultados tedricos demonstrados nas aulas teoricas.
Grupo 1: cotagao 13 valores

1. (a) Defina funcao convexa e conjunto convexo.

(b) Resolva o exercicio 5 das folhas préticas.

2. (a) Descreva em passos gerais o método dos gradientes utilizando a direcgao de descida
maxima com procura unidireccional exacta.

(b) Resolva o exercicio 32 das folhas préticas.
3. Resolva o exercicio 48 das folhas praticas.

4. Demonstre a condicao necessaria de optimalidade de primeira ordem para o problema

min{ f(z) : Az = b}.
5. Considere o problema min{f(x) : h(x) = 0}, onde f : R" — R e h: R" — IR™ sao

fungoes nao lineares.
(a) Defina plano tangente T'(z) a superficie S = {z € IR" : h(z) = 0} em Z.
(b) Seja z € S. Defina ponto regular em relagao as restrigdes h(z) = 0.
(c) Resolva o exercicio 62 das folhas praticas.

Grupo 2: cotagao 3 valores
6. Resolva o exercicio 3 do TPC 1.

7. Resolva o TPC 3.
Grupo 3: cotacao 4 valores

8. Resolva o exercicio 2 do TPC 1.



