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1. Considere as matrizes A = [ 1 2 ] e B= [ 1 9 ]

(a) Verifique que as formas quadréticas 2" Az e 2" Bx coincidem.
(b) Seja A uma matriz quadrada. Prove que A e a parte simétrica de A ((A + AT)/2)

representam a mesma forma quadratica.

2. Seja A uma matriz real e simétrica de ordem n. Prove que A é definida positiva se e s6
se:
(a) Todos os valores préprios de A sao positivos.

(b) Os determinantes de Ay, 1 < k < n, sdo positivos, onde Ay é a submatriz de A
constituida pelas primeiras k linhas e colunas de A.

(¢) A pode factorizar-se na forma A = LDL", onde L é uma matriz triangular inferior
com elementos diagonais unitarios e D uma matriz diagonal com elementos diagonais
positivos.

3. Seja S um conjunto nao vazio. Mostre que S é convexo se e s se para qualquer inteiro

k > 2 a seguinte implicagao é verdadeira

k k
ZEl,...,IEkGS:Z)\jCL’jES, Z/\j:]_, /\jZO, j=1,... k.

J=1 J=1

4. Seja S um subconjunto convexo de R", o € IR e A uma matriz de ordem m x n. Mostre
que os seguintes conjuntos sao convexos.

(a) AS={y:y=Ax,x € S}
(b) aS={y:y=az,z €S}

5. Mostre que se f é uma funcao convexa num conjunto convexo D C IR" e a € IR, entao
S={zxeD: f(xr) <a} éum conjunto convexo.

6. Mostre que a interseccao de conjuntos convexos ¢ um conjunto convexo.

7. Sejam ¢;, 1 < ¢ < k, fungdes convexas num conjunto convexo D C IR". Prove que
S={xeD:g(r)<0,1<i<k} éum conjunto convexo.



8.

10.

11.

12.

13.

14.

Estude a convexidade e concavidade das seguintes fungoes:

(a) f(z1,72) = i + 22723 + 23

(b) f(z1,22) = 217 ("1772)

(¢) f(xy,x9) 2+ 23179 — 1021 + 5y

(d) f(z1,22) = 203

(e) f(x1,m2) =21 + 22

(f) f(w1, @9, 23) = 21 — @9 + 2F + 25 + 203 + 1179 — 2123
(g) flx1,22,73) = 23 + 2123 + 25 + 23

(h) f(z1, 29, 23) = —2% — 4a% — 323 — x179 + X273

(i) f(21,20,23) = —21 + 22 + 27 — 25 + 323

3 @2 3
Mostre que Z + Zy < $1 (64 + Ze ), para quaisquer x,y > 0.

Mostre que %| arctan(z + y)| < va? + 2.

Seja g : IR™ — IR uma funcdo concava em IR". Mostre que f definida por f(z) = 1/g(x)
é convexa no conjunto S = {z € R" : g(x) > 0}.

Sejam f; : IR" — IR, i =1,..., k, fungoes convexas em IR". Mostre que a funcao definida
por f(x) = max{fi(x),..., fr(z)} é convexa em R".

Determine as aproximagoes lineares e quadraticas das seguintes func¢oes nos pontos indi-
cados e estude as suas convexidade e concavidade

a T1,Ta) =€ ei+el 5y, 4+ 1025,z = (0,0)

(a) f(

(b) f(x1, 72, 73) = 1173 + 26" + 22 7 = (1,0,0)
) flay, 29) = log(x129) + /72, 7 = (1,1)

(

T1, g, 23) = sin(zy) + log(zaxs) + 23z3,7 = (0,1,1)

f
f
(c) f
(d) f
Utilizando as instrugoes do MatLab em cada uma das fungoes de duas variaveis do exer-
cicio 8
(a) visualize o gréfico de f,

(b) determine os minimizantes e maximizantes de f.

Verifique se as condicoes de optimalidade de primeira e segunda ordem sao satisfeitas nos
pontos determinados anteriormente.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Considere a funcao quadratica

1
flz) = iazTAa: +bv'z 4o,

onde A € IR™" simétrica, b € IR" e ¢ € IR.

(a) Caracterize algebricamente os pontos estacionarios de f.

(b) Indique uma condicao para que f sé tenha um ponto estaciondrio e calcule o valor
de f nesse ponto.

(¢) Indique uma condig@o para que um ponto estacionario seja minimizante/maximizante

de f.
(d) Seja Z um minimizante local de f. Mostre que z é minimizante global de f.
Determine um minimo global da funcao f(zy,7s) = 3422 — 24z 25 + 41232, usando as
condicoes de optimalidade.

Considere a fungdo f(z) = (z; — 1)%z5 e os pontos de IR? da forma z = (1, 25)7".

(a) Analise as condicoes de optimalidade de primeira e segunda ordem para esses pontos.

(b) O que pode afirmar sobre Z utilizando essas informagoes?

(c) Use a expressao da funcao para obter afirmagoes mais conclusivas sobre as carac-
teristicas de 7.

Considere a fungao de Rosenbrock f(z) = 100(z — 2%)* + (1 — x1)%

(a) Obtenha expressoes para as derivadas de 1% e 2% ordem de f.

(b) Verifique que z* = (1,1)" é um minimizante local.

(c) Mostre que V?f(x) é ndo singular se e somente se 5 — z7 = 0.005.
Encontre os pontos estaciondrios de f(z) = (21 — #3)(z1 — 323) e diga quais sdo mini-
mizantes ou maximizantes, local ou globais.

Sejam g : IR — IR uma fungao estritamente crescente e f : R" — IR. Mostre que
minimizar f(z) é equivalente a minimizar g(f(x)).

Calcule o gradiente e a Hessiana das funcgoes:

(a) f(z) =32 Az +b"x+ ¢, com Ae R eb,ceR"
(b) f(x) =g(Az+0b), com A€ R™" ebec R™.




22. Considere o problema sem restrigdes min f(xy, z2) = x125.

(a) Analise os pontos estaciondrios deste problema.

(b) Analise os pontos estacionarios do problema dado, depois de acrescentada a restrigao:
1. 1‘1—|—LE2:0; ii. .CCl—.’EQ:O.

23. Considere o problema quadratico

min  127Qx +plz +¢
s.a Ar =0,

onde € R™" é simétrica, z,p € R", ¢ € R, A € R™*", b € IR™. Seja Z uma base de
N (A) com ZTQZ definida positiva e x( tal que Axg = b.

Mostre que a solucao deste problema é:
vt =10 — Z2(ZTQZ) ' ZT (Qxo + p).
24. Seja f(x1, 9, x3) = a7 + x5 + 7§ — 4T 12273,

(a) Determine os pontos estacionérios de f e verifique se correspondem a minimizantes
ou maximizantes de f.

(b) Considere o conjunto {x € IR* : x; +x5+x3 = 3}. Determine os pontos estaciondrios
para o problema min{f(z) : x € S} e verifique quais correspondem a minimizantes
ou maximizantes de f em S.

25. Resolva os problemas:

n n
(a) maximizar [[ z; sujeita a
i=1 i=1
n n
(b) minimizar »_ — sujeitaa » a7 =newx; >0,i=1,...,n.

i=1 "1 i=1

T .
Z=1,a,>0,i=1,...,n;

26. Considere o problema de minimizar f, sujeita as restricoes Az = b, com f : IR" — IR uma
funcao duas vezes continuamente diferencidvel. Seja z* um ponto admissivel e Z € IR™*"
(r > n —m) uma matriz cujas colunas constituem um conjunto gerador do espago nulo
de A mas que nao é uma base.

(a) Mostre que a matriz Z7V? f(z*)Z nao pode ser definida positiva.
(b) Mostre que se

ZIV (@) =0 e p'V2f(z*)p >0, para qualquer p € N'(A) — {0},
entao r* é um minimizante local estrito de f na regiao admissivel.

(c) Considere o problema
min f(z) = 23 + 23
S.a X1+ Ty =2,

e a matriz do espacgo nulo das restrigcoes

Verifique que z* = (1,1)7 satisfaz as condigoes necessérias de 1¢ ordem, mas que
a matriz ZTV?f(2*)Z nao é definida positiva. Usando as alineas anteriores mostre
que x* é um minimizante local estrito.



27.
28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.
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Mostre que a matriz A = ss?, com s € IR" — {0}, tem caracteristica 1.

Sejam u,v € IR", A € IR"™" uma matriz nao singular e B = A 4+ uv?. Assumindo que
o=1+vTA " u #£ 0, verifique a férmula de Sherman-Morrison:

1
B l=A4"1——AtwTA™
o
Mostre que se A é uma matriz simétrica, entao existe A > 0 tal que A + A\ é definida
positiva.
Determine todas as direcgoes de descida para a funcao linear f(z) = x1 — 229 + 3z3.

Considere o problema nao linear min f(z), onde f(z) = 23 — x129 + 223 — 22 + ¥1772,

Sejam f: R" — R, z € IR" com Vf(Z) # 0. Seja M € R™™" definida positiva. Mostre
que p = —MV f(Z) é uma direcgao de descida em z.

Considere a minimizagao de f(z) = z] + z172 + (1 — 22)?. Usando a aproximagao inicial

zo = (0,0)T, mostre que escolhendo a direcgao de Newton para py, po = —(V2f(20)) 1V f (),

nem py nem —pg sao direcgoes de descida.

Seja f(z,y) = (y —2°)° + (1 — 2)*
(a) Qual é o minimo global de f?

(b) Efectue uma iteragao do método de Newton cldssico comegando com zy = (2,2)7 e
diga se se trata de um bom passo.

(c) Repita a alinea anterior utilizando os métodos de descida maxima e BFGS (sem
controle do passo).

(d) Proceda ao controle do passo utilizando um esquema de backtracking nos métodos
anteriores (efectue duas itera¢oes em cada método).

(e) Repita a alinea anterior fazendo pesquisa unidirecccional exacta.




35.

36.

37.

38.

39.

40.

Considere a funcgao f(x) = z] + 22 e a direccao de procura py determinada pelo passo
de Newton a partir de o = (1,1)7. Calcule, com uma iteragio, novas aproximagoes do
minimizante de f, usando:

(a) O passo de Newton cldssico.
(b) Procura unidireccional. (Faga §=1/2.)

(c¢) Procura unidireccional exacta.
(Pode considerar apenas um valor aproximado de ay.)

Compare os resultados obtidos com os diferentes métodos.

Determine todos os pontos estacionarios de cada um dos problemas seguintes, indicando
quais sao minimos e maximos locais ou globais:

(a) ming(z,y) = 2* +y* — 2%y
(b) minh(z,y) = 2® +y> + 20y + 7
(c) mini(z,y) = 2>+ y? + 2y — 3z + 2
Para cada um dos problemas, efectue duas iteracoes com o método de pesquisa linear e

com as direcgoes de descida maxima, Newton e Quase-Newton (férmula de actualizacao
de BFGS), comecando no ponto (1,0).

Aplique o método BFGS com procura unidireccional exacta a funcao f(z) = 3 + 423, a
partir de 7o = (1,0)7 usando:

O Y O S R e

Considere a fungdo f(zy,rs) = 2273 + 23 — 2x115 + 223 + 7.

(a) Suponha que se pretende minimizar f, comegando no ponto zy = (0, —2)7. Verifique
que po = (0,1)T é uma direcgao de descida.

(b) Suponha que é utilizada procura unidireccional para minimizar a fungao
F(a) = f(zo+ apo)

e que ¢ utilizado um esquema de backtracking para encontrar o passo 6ptimo «.

Diga se o passo a = 1 satisfaz a condicao de decréscimo suficiente para § = 0.5 e
indique todos os valores de ( para os quais a = 1 satisfaz tal condigao.

Considere a funcao real f(z) = 3||F(z)|]3, onde F : R" — IR" é continuamente difer-
encidvel em IR". Suponha que J(z) é nao-singular para todo o x e considere o método
iterativo definido por

Tyl = T — akJ(a:k)_lF(:vk).

f($k+1) .
f(xx) =1

Leia e execute os codigos Rosenbrock em Matlab para a minimizacao da fungao de Rosen-

1 E @)1, )

Mostre que usando § = 0.5 na condicao de Armijo, se tem |F ()3
T)ll2

brock do exercicio 15. disponiveis em http://www.mat.uc.pt/~1nv/pnl/Rosenbrock.tar.gz.

Utilize o comando diary para registar os resultados.

Comente os resultados para os pontos iniciais zp = (1.2,1.2) e xy = (—1.2,1), usando
passo inicial ag = 1 e imprimindo o passo usado pelos métodos em cada iteracao.
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41. Mostre que no algoritmo de descida méxima com procura unidireccional exacta se tem:

(a) (Tpp1 — l’k)T(xk—l — ) =0,

(b) Vf(zx)"Vf(@ri1) =0,
para qualquer k. Interprete geometricamente.

42. Considere a aplicagao de um método de direccoes de descida com procura unidireccional

exacta para minimizar uma fun¢do quadratica f(z) = %xTQ:E —cT'z, onde Q € R™" é

uma matriz definida positiva e ¢ € IR".

(a) Seja pr uma direcgdo de descida para f, a partir do ponto x;. Mostre que, neste
caso, o passo optimo é dado por

ngf(l‘k)

Ap = ——Fo 7/ N s
‘ PEV2f(xk)pe

(b) Verifique que, utilizando procura unidireccional exacta, py é ortogonal a V f(zx41).

(¢) Mostre que o método de Newton determina o minimizante de f em apenas uma
iteragao, independentemente do ponto inicial considerado.

(d) Mostre que o passo de Newton satisfaz a condigao de Armijo para 0 < g < %, a

partir de qualquer x; € IR".

43. Considere o problema min z* + 223 + 2422 + y* + 129%. Partindo da aproximacao inicial
(x0,%0) = (2,1) e fazendo Ay = 1, m; = 1/4 e ny, = 3/4, determine o valor de (z1,y1) e
A

44. Repita os exercicios anteriores onde se procura o minimizante de f aplicando agora o
método da regiao de confianca (comege com A, = 1) utilizando para matriz Hy na
defini¢ao de 9y (s):

(a) Vi(zi)
(b) a matriz da férmula de actualiz¢do BFGS
(c) Compare o resultados.

Compare ainda os resultados obtidos entre os métodos de pesquisa unidereccional e regiao
de confianca.



45.

46.

Seja f : IR" — IR uma funcao continuamente diferenciavel. A condicao de descréscimo
suficiente em métodos de procura unidireccional, dada por

desempenha um papel semelhante a condi¢ao

fow) — f(ag + i) 1
Vi (0) — Yy (sk) =

dos métodos de regidgo de confianca, em que ¥y(s) = f(zx) + Vf(zp)'s + 15" Bys e
Bj, € R™"™ ¢ uma matriz simétrica.

Mostre que esta afirmagao faz sentido, escolhendo para o efeito By = 0 em x(s) e
associando s; a agpg.
A
Considere ¥x(p) = f(xx)+V f(zr) p+ip" V2 f(2r)p e adireccio ¢ = S —
IV ()l
IV f ()|
CARY f(aR) TV f(2) Y f (1)

Mostre que o escalar 7, = min {1 } é solucao do problema

min ) (7cr)
S. a ||7'Ck|| S Ak



47.

48.

49.

50.

ol.

92.
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Considere o sistema Ar = b, onde A = [ ? :1 i _g} eb = l 12 ] Determine

uma solucao particular do sistema, uma base para o ntcleo e resolva o sistema AT\ =
T
[ 3 -1 1 17 } , utilizando:

(a) o método da redugao de variavel;
(b) a factorizagao AT = QR.

Mostre que a direccao de descida méaxima reduzida é uma direccao de descida em qualquer
ponto nao estacionario.

Considere o problema de optimizagao:

min f(z) = 327 Qu + 'z
s.a Ar=1»

onde @ € IR™"™ é uma matriz simétrica, A € R"™*", c € R™, b € IR™ e ZTQZ é definida
positiva, com Z uma matriz do espago nulo de A.

(a) Utilize o método de Newton, com passo 1 e comegando num ponto admissivel zg,
para mostrar que z* = xg — Z(ZTQZ) 1 ZTV f(xy).
(b) Considere agora f(z,y,2) =2*+y?*+ 2%, A=[111eb=3.
i. Determine uma matriz associada a geracao do espaco nulo de A.

ii. Seguindo o método na alinea (a) resolva o problema, partindo de =y = (2,0, 1).

Utilize o método de Newton reduzido para resolver o problema min 0.52"Qx : Az =,
onde

0 -13 -6 -3

~13 23 -9 3 212 1 3

C=| 6 -9 -1 1’A:[113—1]eb:l2]
-3 3 1 -1

Inicialize o metodo com z, = [1 1 0 0]".

Repita o exercicio anterior com o método da descida maximo partindo do mesmo ponto
inicial. Calcule 3 iteracoes utilizando pesquisa linear exacta.

Prove que a direccao de Newton reduzida ¢é invariante realtivamente a base escolhida para
Nu(A). Diga se o mesmo acontece relativamente a diregdo de descida méxima (prove ou
dé um contra-exemplo).




53. do problema min f(z,y) = 0.5(x —3)2+ (y —2)?):z € S, onde S = {z € R? : y — 22 <
0,2 +y <0,y >0},

(a) Represente graficamente a regiao admissivel e as curvas de nivel de f.

(b) Determine a solu¢ao Gptima através do método das restri¢oes activas. Utilize o
método de Newton reduzido para resolver o subproblema com restrigoes de igualdade
e determine Z pelo método de reducao de varidvel.

(c) Repita o exercicio anterior utilizando a direc¢do de descida méxima, a factorizagao
AT = QR e pesquisa linear exacta.

54. Considere o programa nao linear com restrigoes:
min{f(z,y) = (z+1)* +(y—1)*: 0 <2 <2,0<y <2}

(a) Determine graficamente a solugdo 6ptima do problema.

(b) Confirme, utilizando as condigoes de optimalidade, que a solugao éptima encontrada
na alinea anterior é 6ptima.
(Nota: caso nao tenha resolvido a alinea anterior, utilize as condigdes de optimalidade
para determinar a solugdo 6ptima do problema).

(c¢) Determine a solugao éptima do problema utilizando o método das restri¢oes acti-
vas partindo da aproximacao inicial (xg,yo) = (2,0). Utilize a direcgdo de descida
méxima (com controlo do passo por backtracking) para resolver os sub-problemas
com restrigoes de igualdede que vao surgindo.

55. Seja f : R* — IR definida por f(zy, 7y, x3) = 222 + 202 + 222 — dx 12973,
(a) Determine os pontos estacionérios de f e verifique se correspondem a minimizantes

ou maximizantes de f.

(b) Considere o conjunto S = {z € IR® : z; + 25 + 3 = 3}. Determine os pontos
estaciondrios para o problema min{f(z) : z € S} e verifique quais correspondem a
minimizantes ou maximizantes de f em S.

Caraterize algebricamente as direccoes de descida admissiveis para f em z € S.
Determine uma base para espago nulo de A, Nu(A).
Determine uma direc¢ao de descida admissivel p para f em zo = [0 1 2]T.

Determine uma aproximagao para a solu¢ao de min{f(x) : x € S} partindo de x,
seguindo a direcc¢ao p e utilizando o critério de Armijo (5 = 1/2) para controlar o
passo.

56. Considere o problema
min 2% + 73
s.a T1t+x2=1
(a) Determine a solugao 6ptima x*.

(b) Considere o problema “penalizado” min x% + x3 + u(z1 + 22 — 1)? e calcule a solugao
6ptima x*(u), para cada p > 0.

(c) Verifique que Jim x*(p) = x*.
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57. Dados uma funcao f : R" — IR, 2 € IR" e A > 0, resolva o problema de regices de
confianca:
min  f(z*) +p"V[f(2*) + 3" V2 f(2")p,
s.a|lpl] < A.

58. Considere o problema de optimizagao nao linear

min f(x,y) = 2x + 3y
S. a 2x2+y2§1

(a) Caracterize a trajectéria x(u) e A(u), com p um parmetro positivo, para o método
de barreira logaritmica.

(b) Mostre que quando p tende para 0 se obtém a solu¢do do problema e o vector de
multiplicadores de Lagrange que lhe esta associado.

59. Considere o problema
min 3% — 3z
s.a z+y=1
r—y=20
Caracterize a trajectéria dos minimizantes e os multiplicadores de Lagrange da funcao de
penalizacao quadratica deste problema em fungao de p. Mostre que no limite se obtém o
minimizante global do problema dado e os multiplicadores de Lagrange associados.

60. Considere o problema

min —z2

s,a 1—22>0

(a) Mostre que a funcao de barreira logaritmica ((z,u) tem um minimizante z = 0 se
i >1edois x =41 —psepu<1. Que tipo de ponto é x =0 quando pu < 17

(b) Seja {4} uma sucessao de parmetros de barreira menores do que 1 a convergir para
0 ez = (—1)"\/T — 113 uma sucessido de minimizantes de ((z, uy). Verifique que as
subsucessoes {Tor11} e {291} convergem para pontos diferentes, ambos solu¢ao do
problema original.

61. Obtenha uma expressao para as estimativas dos multiplicadores de Lagrange associadas
aos pontos na trajectéria barreira, com funcao de barreira inversa, e verifique que estes
pontos e estimativas sao solucao das condigoes de optimalidade de 1* ordem perturbadas.



62. Considere o problema nao linear com restrigoes min{ 7= : @ > 1},

(a) Mostre que a funcao de barreira logaritmica é nao limitada inferiormente na regiao
admissivel.
(b) Mostre ainda que essa fungao tem um minimizante local que aproxima a soluc¢ao do

problema z* quando p tende para 0.

63. Considere o problema min{z : z? > 0,z > —1}. Mostre que a sequéncia de minimizantes
globais da funcao de barreira logaritmica converge para o minimizante global do problema
com restri¢oes x = —1, mas que a sequéncia de minimizantes locais (nao globais) converge
para 0, que nao é minimizante do problema com restricoes.

64. Considere a minimizacao de f(z) = 2?, com x > 1.
(a) Para cada inteiro positivo k calcule o minimizante x; da fun¢ao objectivo do prob-
lema sem restrigoes com o termo de penalizagao quadratica.
(b) Repita a alinea anterior utilizando o termo de penalizacao exacta.

(c) Compare os resultados e comente.
65. Considere o programa nao linear com restrigoes: min{ f(z) = 2% + 23 : 1 + 2o = 1}

(a) Encontre, graficamente, a solu¢ao do problema e confirme que encontrou a solucao
optima através das condigoes de optimalidade.

(b) Deduza uma expressao para os pontos estacionérios da funcao (de penalizacao quadratica)
m(z,p) = f(x) + 537, g7(x) e para os multiplicadores de Lagrange associados.

(c¢) Determine agora uma expressao para os pontos estacionarios da fungao (de Lagrange
aumentada) A(z, A, p) = f(z) — \g(z) + £9(x)T g(x).

66. Considere o programa nao linear com restrigoes:
min{ f(z) = 3™ : g(x) = 22 + 23 — 1 = 0}.

(a) Determine graficamente a solugdo 6ptima z* deste problema (confirme depois as
condigdes de optimalidade).

(b) Aproxime a solugao 6ptima deste problema utilizando os métodos de: penalizagao
quadratica, penalizacao exacta, lagrangeano aumentado, programacao sequencial
quadratica e do gradiente reduzido.

(c) Substitua a restricao de igualdade por uma de desigualdade ” <”e aplique o metodo
de barreira com as funcoes de barreira logaritmica e inversa.

(d) Compare os resultados obtidos em termos de || zx—x||, | f(z*)—f(zk)], |g(z*)—g(zk)]|

67. Leia e execute os cédigos em Matlab para a minimizagao da fungao x; + z, com % +
r3 = 2, disponiveis em http://www.mat.uc.pt/~1nv/pnl/el7pontol.tar.gz. Utilize
o comando diary para registar os resultados e format compact para poupar espaco.

Corra o método de penalizagao quadratica e o método da funcao Lagrangeana aumentada.
Comente os resultados obtidos.



