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0 Histéria dos niimeros complexos

Foi no século XVI, a propdsito da descoberta da féormula resolvente das equacoes do
3.9 grau, que se “descobriram” os nimeros complexos.
Aplicando a férmula resolvente & equacao z® = 15z + 4 o italiano Bombelli obteve

=24+ V=131 + (/2 - V=121,

Aparece aqui a raiz quadrada de um ntmero negativo, o que torna a expressao sem
sentido. Mas Bombelli fez calculos com essas raizes como se elas existissem, e usando as
propriedades habituais das operacoes com ntimeros.

Como 121 = 112, devera ser v/—121 = 11y/—1, pelo que

V24 V=121 =/2+11V/=1 e y/2—+v—121=/2—11V/—1.

. z 3 3 ’ ’ .
Como entre os radicandos das raizes \/2 +11y/—1e \/2 — 114/—1 s6 ha uma diferenga
de sinal, ocorreu a Bombelli que essas raizes se possam também escrever na forma

V2+1lV—1=a+b/—1 e (/2—11V/-1=a—b/~1
com a e b nimeros reais. E, de facto, tem-se
C+v=D)’=2+11v=1 e (2-v=1)'=2-11V=1.

(Exercicio: verifique estas igualdades.)
Entao

V2+11V-1=24vV-1 e y/2—-11V—-1=2—-+—1

e vem, para a solucao da equacao,
r=2+V-1+2-v-1=4.

Portanto, trabalhando com estas quantidades imagindrias — as raizes quadradas de
nimeros negativos — Bombelli chegou a um resultado real correcto.

A partir deste episédio, os nimeros da forma a + by/—1, com a e b reais — hoje
chamados numeros compleros — passaram a ser usados nas mais variadas questoes e
aplicagoes da Matemaética, e foram-se impondo pela sua utilidade. (A partir do século
XVIII, com Euler, tornou-se habitual usar a letra i para designar /—1.)

Durante mais de dois séculos, a questao da natureza dos niimeros complexos — que
nimeros sao estes ao certo? — permaneceu em suspenso. S6 durante o século XIX foram
apresentadas respostas satisfatérias para essa questao e foram justificadas as propriedades
destes numeros. Como? Definindo os nimeros complexos a custa de entidades conhecidas
— por exemplo, como pares ordenados de ntimeros reais ou como pontos num plano —
sendo as operagcoes definidas da maneira conveniente. Depois mostra-se que as operagoes
gozam das propriedades desejadas e que no conjunto ha um subconjunto que é uma “copia”
dos nuimeros reais.



1 Conceitos fundamentais

Defini¢ao. O conjunto C dos nimeros complexos ¢é o conjunto {(a,b) : a,b € R}
dos pares ordenados de numeros reais, munido das duas sequintes operagoes:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + be).

Teorema. FEstas operacoes gozam das mesmas propriedades algébricas que as correspon-
dentes no conjunto dos numeros reais: comutatividade, associatividade, distributividade
da multiplicagdo relativamente a adi¢ao. Os pares (0,0) e (1,0) sdo elementos neutros
para, respectivamente, a adigao e a multiplicagio. O simétrico do par (a,b) € (—a, —b).

—b
O inverso do par (a,b) # (0,0) é o2 j_ 02 a2+ b2

> . Portanto, C € um corpo.

Demonstracgao. Exercicio. B

Observagao. O conjunto {(a,0) : @ € R} é um subcorpo de C isomorfo ao corpo R.
Identificando cada ntimero real a com o par (a,0), e denotando o par (0,1) por 7, temos
que Rc Ce

C={a+ib: a,beR}.

Note-se que 72 = —1.

Teorema. C ndao € um corpo ordenado, isto €, em C nao existe uma relagao de ordem
total < compativel com as operacdes, ou seja satisfazendo, para quaisquer zi, za, w € C,

21 <2z V 21 >20 V 21 =29,
<2 —=z1tw<ztw,
<2 NANw>0= z1w < 2nw.

Demonstragao. Suponhamos que existe uma tal relagao de ordem. Como ¢ # 0, tem-se
i > 0 oui < 0. Suponhamos que i > 0 (o outro caso é andlogo). Multiplicando os
membros por i vem 32 > i.0, isto ¢, —1 > 0. Multiplicando ambos os membros por —1
obtemos 1 > 0. Somando —1 a ambos os membros obtemos 0 > —1, contradi¢cao. l

Observacao. Nao faz, portanto, sentido usar os simbolos < ou < entre niimeros com-
plexos. Quando esses simbolos aparecerem entre dois niimeros, trata-se necessariamente
de nimeros reais.



Definicao. Seja z = x+1iy € C. Chamamos a x parte real de z e escrevemos x = Re z.
Chamamos a y parte imaginaria de z e escrevemos y = Imz. Se x = 0 dizemos que
z € imagindrio puro. O mdédulo de z € o nimero real ndo negativo |z| = \/x% + y>.
O conjugado de z € Z =x —1y.

Observacao. A funcao moédulo em C estende a funcao moédulo conhecida em R.
Para propriedades destes conceitos ver os exercicios 4, 6 e 7 da Folha 1.

Observagao. A relacio |z+w| < |z|+|w| costuma chamar-se “desigualdade triangular”.

Definicao. Fizemos um sistema de eixos ortogonal num plano. Identificando cada

nidmero complexo x + iy com o ponto de coordenadas (x,y) obtemos uma representacdo
geométrica de C — o chamado plano complexo.

Observacao. Nesta representagao, dados dois nimeros complexos z e w, |z — w| é
a distancia entre os pontos z e w.

Definicao. Seja z um nimero complexo nao nulo. A medida do angulo que a parte
positiva do eizo real faz com a semi-recta que vai de 0 para z (medido no sentido anti-
hordrio) chamamos argumento de z (notacao: argz). Cada nimero complezo z # 0
tem uma infinidade de argumentos, diferindo uns dos outros por multiplos inteiros de 2m.
Ao arqumento de z que pertence ao intervalo | — 7, 7| chamamos argumento principal
de z. Notagao: argyz. Mais geralmente, dado o € R, denotamos o argumento de z
pertencente ao intervalo o — m, o + 7| por arg,, z.

Seja z € C nao nulo. Ponhamos |z| = r. Seja # um argumento de z. Entdo Rez = r cos 6
e Imz = r sin 6 e podemos escrever

z =r(cos 0 +i sin 0).

Definicao. FEsta é a chamada forma trigonométrica de z, por oposicio a forma
algébrica z = x +iy. Para cos 0 + isin @ usaremos temporariamente a abreviatura cisf.

Observacao. (Igualdade de nimeros complexos escritos na forma trigonométrica) Tem-se
ricisf; = rocisfy se e s6 se r1=ry e 0y =~0,+2kmw para algum inteiro k.
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Teorema. Tem-se
o (11 cist)(ry cishy) = rirg cis(0y + 02) e analogamente para mais de dois nimeros ;

1 1 . rycisy  ry .
rcisd r cis(=0) 5 o ry cisSly 7o cis(0h = 02) ;

o (rcisf)” =r"cis(nf) , n€Z (formula de De Moivre).

o rcisd =rcis(—0) ; o

Demonstracgao. Exercicio. B

Teorema. Sendo z =1rcisd e n € N, z tem n raizes de indice n em C:

0+ 2k
rl/"cis(u) yk=0,1,...,n—1.

n

Demonstragao. Escrevendo w = pcis(a), tem-se w" = z se e s6 se

0 + 2k
p=r'" e a=—""T" kel
n
E simples ver que para k =0,1,...,n—1 obtemos n nimeros complexos diferentes e que

para qualquer outro k£ € Z obtemos um nimero complexo igual a um desses n. W

Observagoes. 1) Este resultado mostra que C é rico do ponto de vista algébrico.

2) Note-se que as n raizes de indice n de um nimero complexo estao nos vértices de um
poligono regular de n lados centrado na origem.

Teorema. (Teorema Fundamental da Algebra para polinémios de graus 2, 3 e 4)
Se p(z) for um polinémio de grau 2, 3 ou 4 com coeficientes complexos, p(z) tem pelo
menos uma raiz compleza.

Demonstragao. Isto é consequéncia do teorema anterior e do facto de que as féormulas
resolventes para equacoes de graus 2, 3 e 4 s6 utilizam raizes. l

Adiante estudaremos a mesma questao para polindmios de qualquer grau.



Exercicios

1. Escreva na forma algébrica:

() (3 — 20)(4 + 5i) + (3 — 20)(4 — 50); (b) (2 — i)(4 + 30)(5 + 2i);
392 2—21 3+4

© s R

(€) i* — 343 + 4i2 + 2i — 6; (f) (124;) .

2. Encontre dois niimeros cuja soma seja 5 e cujo produto seja 9.
3. Resolva em C a equagdao 22 — (3+1)z + (2+2i) = 0.

4. Demonstre as seguintes propriedades dos niimeros complexos:

(a) z = z; (b) =z = -7 (C)z+w:i—t@,
@)z =zm (0 (E) = (1) Rez = =
(g)Imz:Z_‘z; (hYyzeR<=2=7%;, (i) z€iR<= 2= —7%;
W I=2l=lzl () [z[ = |2[; (1) 2z = [2/%

) = = ) e = Lellols ) [2] =

5. (a) Mostre que, se um nimero complexo A for raiz de um polinémio p(z) com
coeficientes reais, entdo A também ¢é raiz de p(z).

(b) Conclua que polinémio com coeficientes reais de grau fmpar tem um nimero
impar de raizes reais (e portanto, necessariamente, pelo menos uma raiz real).

6. Sendo z e w numeros complexos quaisquer, prove que:

(a) |z +w|? = |2|* + 2Re(zw) + |w|?;
(b) |z —w]* = |z|> = 2Re(2w) + |w]*;
(c) |z +wf + |z —w* =2(]z[* + Jw]?).



7. Demonstre as seguintes propriedades do médulo de niimeros complexos:

(a) Rez < |Rez| < |z|; (b) Imz < |Imz| < |z|;
() |z £ w| < [2] + [wl; (d) [[z] = |wl] < |z £ wl.

8. (a) Calcule a distancia entre —2 + 3i e 1.

z
(b) Mostre que se tem ’? <1 seesése Rez>0.
z

9. Represente na forma trigonométrica os seguintes nimeros complexos:

(a) —5; (b) 5i; (¢) —2—2;

(d) 1+ /34 (e) 3v/3 + 3i; (f) (1 —i)(—1+ /3i).

14+iv3)
10. Escreva +—Z na forma algébrica.
1—1iV3

1+4\"
11. Mostre que, para todo o n € N, se tem (1 + Z) = cis (nﬁ>
—1

12. Determine e represente geometricamente:

(a) as raizes ctbicas de 1; (b) as raizes cibicas de — 1;
(c) as raizes quadradas de i; (d) as raizes quartas de — 1;
(e) as raizes quartas de 2i; (f) as raizes de indice n de 1.

: . 8 8 . .
13. Determine as raizes cubicas de ——= + —=1 e represente-as geometricamente.

V2 V2

14. Dado n € N, calcule as raizes de indice n de 1, mostre que constituem um grupo
para a multiplicacdo de complexos e que esse grupo é ciclico (isto é, existe pelo
menos um elemento do qual todos os outros sao poténcias).

15. Escreva os seguintes polinémios como produtos de factores de grau 1:
(a) 22 +1; (b) 2% —1; (c) 22 — 2z +5.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Determine as quatro rafzes da equacao z*+4 = 0 e use-as para escrever o polinémio
2* + 4 como produto de factores de grau 2 com coeficientes reais.

Paran = 2,3,4,5,6, exprima cos nf em funcao de cos 6.

(Sugestao: Usar a férmula de De Moivre.)

Mostre que qualquer polinémio de grau 2, 3 ou 4 com coeficientes complexos tem
pelo menos uma raiz em C.

Sendo |z| =4, Rez = —2 e Imz? > 0, ache o argumento principal de z.

Determine todos os nimeros complexos z que satisfazem z = 2z3.

Interpretando arg(z) como um conjunto, mostre que:

(a) arg(zw) = arg(z) + arg(w) para quaisquer z e w nao nulos.

(b) arg(z?) # 2arg(2).
(c) argy(zw) nado é necessariamente igual a arg,(z) + arg,(w).



2 Nocgoes topolégicas em C

Definicao. Sendo z € C e r > 0, a bola aberta de centro z e raio r ¢ o conjunto
B(z,r) ={w: |w—z| <r}.

(A uma bola aberta de centro em z chama-se por vezes wma vizinhanga de z.)

A bola fechada de centro z e raio r ¢ o conjunto
B(z,r)={w: |w—z| <r}.

A circunferéncia de centro z e raio r ¢ o conjunto
Clzyr)={w: |lw—z|=r}.

Seja ACC. A diz-se aberto se, qualquer que seja z € A, existir r >0 tal que B(z,r) C A.
A diz-se fechado se C\ A for aberto.

Teorema.
e J e C sao conjuntos abertos.
e B(z,r) é um conjunto aberto.

e B(z,7) é um conjunto fechado.

Demonstracgao. Exercicio. B

Teorema.
o Qualquer reuniao de conjuntos abertos € um conjunto aberto.

e Qualquer intersec¢ao de um numero finito de conjuntos abertos é um conjunto
aberto.

e Uma interseccao arbitrdaria de conjuntos abertos nao é necessariamente um conjunto
aberto.

Demonstracgao. Exercicio. B



Definigao. Seja A C C. A diz-se limitado se existir uma bola que o contém.

Teorema. A ¢ limitado se e so se existir uma bola centrada na origem que o contém,
isto €, se e sd se existir R > 0 tal que, para todo o z € A, se tem |z| < R.

Demonstragao. Exercicio. i

Definicao. Seja A C C. Dizemos que A é desconexo se for possivel dividi-lo em duas
partes separadas usando dois conjuntos abertos. Formalmente, A € desconexo se existirem
conjuntos abertos Ve W tais que A CVUW com ANV e ANW ndo vazios e disjuntos.
(Ao par VW chama-se uma desconexao de A.) A diz-se conexo se nao for desconexo.

Teorema. (Topologia e Anédlise Linear) Defina-se conjunto conexo em R exactamente da
mesma forma que em C. Seja A CR. Entao A é conezo se e so se for um intervalo.

Definigao. Seja A um subconjunto de C. Um caminho em A € uma fun¢ao continua
¢: [a,b] = A. Diz-se que o caminho ¢ une os pontos p(a) e p(b).

Um subconjunto A de X diz-se conexo por caminhos se dados dois quaisquer pontos
de A existir um caminho em A que os une.

Observagoes. 1) Dizer que ¢ é continua significa simplesmente que as fungoes reais de
variavel real Rep e Imp sao continuas. Isto é, qualquer que seja ty, para todo o € > 0
existe 6; > 0 tal que
€
[t —to| < 01 = |Rep(t) — Rep(ty)| < 7"
Analogamente, para todo o € > 0 existe d5 > 0 tal que
€
[t —to] < 02 = [Imp(t) — Imp(ty)] < 3
Como Rey(t) — Rep(ty) = Refp(t) — ¢(to)] e Tmp(t) — Im (k) = Im [p(t) — @(to)]
e como, para qualquer complexo z, se tem |z| < |Rez| + |Imz|, vem que, sendo

0 = min{dy, d2}, se tem

[t —to| < = |o(t) —p(to)] <e.



2) A imagem (ou contradominio) de um caminho ¢ é uma curva. Mas a fungao ¢ diz
como ¢ que a curva é percorrida a medida que t percorre o intervalo [a, b].

3) Seja A um subconjunto de C e sejam u,v pontos de A. Se existir um caminho em A
que une u e v, existe um caminho em A com a mesma imagem que ¢ que une v e u.

4) Seja A um subconjunto de C e sejam wu,v,w pontos de A. Se existir um caminho
em A que une u e v e um caminho em A que une v e w, existe um caminho em A que
une u e w.

Teorema. Um conjunto conexo por caminhos é conexo.

Demonstragao. Vamos por absurdo. Suponhamos que A é conexo por caminhos mas
nao é conexo. Entao existem abertos Ve W taisque ACVUW com ANV e ANW
nao vazios e disjuntos.

Seja v um ponto de ANV e seja w um ponto de ANW. Pela hipdtese, existe um caminho
em A que os une. Seja esse caminho ¢: [a,b] — A. Tem-se portanto p(a) =v e p(b) =w
e todos os pontos ¢(t), com t € [a,b], pertencem a A.

Definamos os conjuntos X = {t: ¢(t) € V} e Y ={t: p(t) € W}. Vamos ver que X,Y
constituem uma desconexao de [a,b]. Claramente, X e Y sao disjuntos e [a,b] = X UY.
Além disso, X é nao vazio porque a € X e Y é nao vazio porque b € X.

Seja to€ X. Entao ¢(ty) € V. Como V ¢ aberto, existe e >0 tal que B(p(ty),) CV. Pela
continuidade de ¢, existe 6 > 0 tal que [t —to| < d = |p(t) —¢(ty)| < €. Logo, para todos
os t em |tog—0, to+0[, as imagens p(t) pertencem a B(p(ty), ). Como esta bola estd contida
em V, essas imagens pertencem a V' e, portanto, todos os t em |ty — 0, to + 0] pertencem
a X, por definicao deste conjunto. Provamos assim que X é aberto. Com um raciocinio
andlogo, vemos que Y também é aberto. Logo, X, Y constituem uma desconexao de [a, ]
e [a,b] é desconexo, absurdo. B

Nota. Note-se que, se ty for a, o raciocinio s6 prova que existe § > 0 tal que [a,a+6] C X.
Portanto, X é “aberto para a direita de a”. De forma analoga prova-se que Y é aberto
“para a esquerda de b”. Juntando ao primeiro conjunto um intervalo da forma Ja — r, af
e ao segundo um intervalo da forma |b, b + r[, obtemos uma desconexao de [a,b]: dois
subconjuntos de R que sdo abertos, cuja reuniao contém [a,b] e cujas intersecgoes com
[a, b] sao disjuntas e ndo vazias.

Observagao. O subconjunto de C A = {z+isinl: 2 >0} U {iy: -1<y <1}
¢ conexo mas nao ¢ conexo por caminhos. Este exemplo mostra que o reciproco do
teorema anterior nao é em geral verdadeiro. Mas se o conjunto em causa for aberto o
reciproco é verdadeiro. Este é o contetdo do resultado seguinte.
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Teorema. Se um subconjunto A de C for aberto e conexo entdo € conexo por caminhos.
Demonstragao. Se A = & o teorema é trivial. Suponhamos entao que A # &.

Fixemos um elemento u qualquer em A e consideremos o subconjunto de A
G ={z € A: existe um caminho em A que une u a z}.

Vamos provar que GG = A e, portanto, A é conexo por caminhos.
Suponhamos que G # A. Vamos ver que G e A\ G sao ambos abertos.

Comecemos por GG. Seja z um ponto qualquer de G. Entao existe um caminho que une u a
z, por defini¢gao de G. Por outro lado, como A é aberto, existe r > 0 tal que B(z,7) C A.
Mas para qualquer ponto w desta bola existe evidentemente um caminho que une z a w:
basta tomar o segmento de recta de z para w, correspondente a fungao ¢ : [0,1] — A
definida por ¢(t) = (1 — t)z + tw. Entao existe um caminho que une u a w e, portanto,
w pertence a G. Como w era qualquer em B(z,r), provamos que B(z,r) estd contida em
G. Como z era qualquer em G, provamos que G é aberto.

Passemos a A\ G. Seja z um ponto qualquer de A\ G. Entao nao existe nenhum caminho
em A que une u a z. Como A é aberto, existe r > 0 tal que B(z,r) C A. Vamos ver que
esta bola estd totalmente contida em A\ G. Se nao estivesse, existiria um ponto w nessa
bola que pertenceria a G. Mas entao existiria um caminho em A que une v a w. Como
obviamente existe um caminho que une w ao centro da bola z, terfamos um caminho em
A que une u a z, contra a suposigao de que z ¢ G. Logo, A\ G é também aberto.

Como G e A\G sao ambos abertos e sao nao vazios e disjuntos, formam uma desconexao
de A, o que contradiz a hipotese de que A é conexo. W

Com a mesma técnica de demonstracao podemos obter um resultado mais forte.

Teorema. Se um subconjunto A de C for aberto e conexo entdo, dados dois quaisquer
pontos de A, existe um caminho em A que os une cuja tmagem é uma linha poligonal
composta por segmentos horizontais e verticais.

Demonstracgao. Fixemos um elemento u qualquer em A. Consideremos o subconjunto
G de A formado pelos pontos z para os quais existe um caminho em A que une u a z e
cuja imagem é uma linha poligonal composta por segmentos horizontais e verticais.

Seguindo o raciocinio da demonstracao anterior, com as necessarias adaptagoes, prova-se
que G = A e, portanto, A tem a propriedade desejada. W
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Definigao. Seja A um subconjunto de C. Um niumero complexo zy diz-se um ponto de
acumulagao de A se qualquer bola aberta centrada em zy contiver pelo menos um ponto
de A diferente de z.

Um ponto zy de A que nao seja de acumulagao, isto €, para o qual exista v > 0 tal que
B(zg,7) N A ={z}, chama-se um ponto isolado de A.

Observagoes. 1) Note-se que um ponto de acumulagao de A pode pertencer a A ou nao.

2) Se zp for um ponto de acumulacao de A, existem pontos de A arbitrariamente préximos
de zo. Mais: em qualquer bola aberta centrada em z; existe uma infinidade de pontos de

A. (Prove.)

3) Se A for aberto, todos os pontos de A sao pontos de acumulagao de A. (Prove.)

Teorema. Um subconjunto A de C € fechado se e so se contiver todos 0s seus pontos de
acumulacao.

Demonstragao. (=) Suponhamos que A é fechado. Seja zy um ponto de acumulagao
de A. Se zy nao pertencesse a A, pertenceria a C\ A. Mas, como A é fechado, C\ A é
aberto. Logo, existiria > 0 tal que B(zo,7) C C\ A. Logo, nenhum ponto de B(z, )
pertenceria a A, o que contradiria a hipotese de zy ser um ponto de acumulagao de A.

(<) Suponhamos que A contém todos os seus pontos de acumulagdo. Vamos provar que
C\ A é aberto. Seja zp um ponto de C\ A, isto é zp ¢ A. Se z nado é um ponto de A,
entao, pela hipdtese, nao é um ponto de acumulagao de A. Logo, existe uma bola aberta
centrada em zy; que nao contém nenhum ponto de A, isto é, essa bola esta contida em
C\ A. Portanto, C\ A é aberto e A é fechado. B

Exemplo. Seja
A={0} U {l/n: neN}.

Entao 0 é o unico ponto de acumulacao de A. Como pertence a A, este é fechado. Todos
os outros pontos de A sao isolados.

(Exercicio: para cada um desses outros pontos determine uma bola aberta centrada nele
que nao contenha nenhum outro ponto de A.)
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Exercicios

22. Interprete geometricamente as seguintes fun¢oes no plano complexo:

(a) A aplicacao z — z + w, para w dado.
(b) A aplicagdo z + tz, para t > 0 dado.
(¢) A aplicagdo z +— ciq{6).z, para 6 dado.

23. Para cada uma das seguintes condigoes, represente geometricamente o conjuntos dos
nimeros complexos que a satisfazem, diga se é aberto, fechado ou nem uma coisa

nem outra:

(a) [z — (1+14)] <2 (b) Rez > —1; (¢) 1 <Imz < 2;

(d) 3 < |z —1] <4 (e) |z—i| <3 V|z—i|>4; (f)|z—2|=|z-3i;
@ |5 < () Re(="") < 1/4; () |2 = 2|+ ]2 +2| = 5
(j) Re(z?) < 0; (k) w4 rcist, 0 <t < 2m; (1) tu, t > 0;

(m) (1—t)u+tv, 0<t<1; (n) a<argy(z)<p (0) a<argy(z — 2z9) <.

24. Determine a maior bola aberta centrada em 2¢ que nao contém 3 — 4s.

25. Prove que: (a) @ e C sdo conjuntos abertos.
(b) B(z,7) é um conjunto aberto.
(¢) B(z,r) é um conjunto fechado.

26. Prove que:

(a) Qualquer reunidao de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

(b) Qualquer intersec¢ao de um numero finito de conjuntos abertos é um conjunto
aberto.

(¢) Uma intersecgao arbitraria de conjuntos abertos nao tem de ser um conjunto
aberto.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Seja A um subconjunto de C. Prove que A é aberto se e s6 se for uma reuniao de
bolas abertas.

Prove que A é limitado se e s6 se existir uma bola centrada na origem que o contém,
isto é,
se e s6 se existir R > 0 tal que, para todo o z € A, se tem |z| < R.

Prove que @ e os conjuntos singulares sao conexos.
Prove que um conjunto finito com mais de um elemento é desconexo.
A interseccao de dois conjuntos conexos sera necessariamente um conjunto conexo?

Seja A um subconjunto de C e sejam u, v, w pontos de A. Prove que, se existir um
caminho em A que une u e v e um caminho em A que une v e w, entao existe um
caminho em A que une u e w.

Apresente funcoes explicitas para os caminhos que descrevem as trés curvas seguintes
no sentido indicado.

’f"\

v

Para cada um dos seguintes subconjuntos de C, diga se é conexo ou desconexo e, no
caso de ser desconexo, indique uma desconexao.

(a) B(0,1)UB(3,1);
(b) B(1,1)U B(3,1);
(c) B(1,1)U B(3,1).

Prove que C é conexo.

Prove que as bolas em C sao conjuntos conexos.

14



37.

38.

39.

40.

41.

42.

Justifique porque é que o conjunto A = {x—i—isin% x> 0} U {iy: —1<y<1}
¢ conexo mas nao ¢ conexo por caminhos.

Para cada um dos seguintes conjuntos A e pares de pontos z e w, indique (se possivel)
uma linha poligonal composta por segmentos horizontais e verticais, totalmente
contida em A, que une z e w.

(a) A=B(0,2), z=1+1i, w=1—4;

(b) A=C(0,1), z=—i, w=1;

(c) A= B(0,2)\ B(0,1), z=+2, w=—V2.

Se zg for um ponto de acumulacao de A, mostre que em qualquer bola aberta
centrada em 2 existe uma infinidade de pontos de A.

Prove que, se A for aberto, todos os pontos de A sdo pontos de acumulagao de A.

Considere o conjunto A = {0} U {1/n: n € N}. Mostre que todos os elementos de
A nao nulos sao pontos isolados de A, indicando, para cada um desses pontos, uma
bola aberta centrada nele que nao contenha nenhum outro ponto de A.

Determine os pontos de acumulacao dos conjuntos:

(a) {%:nGN};
(b) {i—i—’il : m,nEN};

m n

(c) {a+ib:a,be Q}.
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3 Limites de funcoes complexas

Definicao. Consideremos uma funcao f : A — C, onde A é um subconjunto de C.
Suponhamos que zy € um ponto de acumulacao de A. Seja w € C. Diz-se que

lim f(z)=w

Z—r20

se a distancia de f(z) a w pode ser tornada tdo pequena quanto se queira desde que se
tome z suficientemente proximo de zy, isto €, se

Veso 550 Vaea 0< |2 — 2| <6 = |f(2) —w| <e.

Observacoes. 1. Note-se que, nesta definicao, f nao precisa de estar definida em zj.
Mas mesmo que f(zy) exista, ndo tem de ser igual a w.

2. Nesta definicao, a importancia de zy ser um ponto de acumulacao de A vem de que,
se nao fosse, existiria £ > 0 tal que B(zp, ) nao contém nenhum ponto de A. E entao a
condicao da defini¢ao seria verdadeira para qualquer w € C.

3. O facto de zp ser um ponto de acumulagao de A garante que o limite de f(z) quando

z tende para zg, se existir, é tnico. Porqué? Se também se tivesse lim f(z) = w/,
Z— 20

com w' # w, tomando ¢ = %|w —w'| existiriam §; > e Jy > 0 tais que, para todo o z € A,
se tem
0<l|z—2 <01 = |f(z)—w|<e e

0<|z—20| <02 = |f(z) v <e.

Como zy é um ponto de acumulacdo de A, existe z € A tal que 0 < |z — 25| < min{dy, I}
e para um tal z ter-se-ia

lw—w'| = |w— f(2) + f(2) —w'| < |w— f(2)] +]f(2) —w'| <ete=2e,
contradizendo a escolha de €.

4. Na maioria das situagdes que vamos considerar, A serd um conjunto aberto, o que,
como ja se referiu, garante que todos os seus pontos sao de acumulacao.

Teorema. Tem-se lim f(z) =w se e sé se lim Re f(z) = Rew e lim Im f(z) = Imw.
Z—r20 Z—rZ20 Z—r20

Demonstracao. Exercicio (recorde-se o exercicio 7 da Folha 1). W
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Observacao. Valem para funcgoes complexas as propriedades da algebra dos limites co-
nhecidas para fungoes reais (limite da soma, do produto, do quociente). As demonstracoes
sao analogas ao caso real.

Definigao. Consideremos uma funcao f : A — C, onde A é um subconjunto de C. Seja
zo um ponto de A que € de acumulacdo. Diz-se que f ¢ continua em z, se

lim f(z) = f(z).

Z—r 20

f € continua em A se o for em todos os pontos de A.

Teorema. Valem para funcoes complexas as propriedades fundamentais das fungoes
continuas conhecidas para fungoes reais (continuidade da soma, do produto, do quociente,
da composicao).

Demonstracao. Exercicio. B

Exemplos.
e As fungoes constantes sao continuas em todo o plano.
e As fungoes z, Rez, Imz, Z e |z| s@o continuas em todo o plano.

e Os polinémios sao fungdes continuas em todo o plano.

p(2)

e Sendo p(z) e g(z) polinémios, a fungao racional ﬁ é continua em todo o plano excepto
q(z

nos zeros de ¢(z).

e A funcao arg,z nao é continua em R™.
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Exercicios

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Prove que lim f(z) =w seesése lim Ref(z) =Rew e lim Im f(z) = Imw.
Z—r20 Z—20 Z—r20

LR .
Mostre que lim — nao existe.
z—0 2

Verifique se existem os limites, quando z tende para 0, das seguintes funcgoes:

(a) 22,

z
l2l.

) =
©

zRez
2|

Prove que as funcgoes constantes sao continuas em todo o plano.

Prove que as fungoes z, Rez, Imz, Z e |z| sdo continuas em todo o plano.
Prove que os polinémios sao funcoes continuas em todo o plano.

Prove que a fungao argyz nao é continua em R™.

Calcule os seguintes limites:

3_2 3_8'
(a) tim =", (b) lim =

; im —.
z=i 2z — 3 z—2 z+ 2

18



4 Derivacao de funcoes complexas

Para uma funcao f complexa de uma variavel real, a sua diferenciabilidade define-se como
em Analise Infinitesimal I e a diferenciabilidade de f é equivalente as de Re f e Im f,
tendo-se f' = (Re f)' + i(Im f)".

Passemos ao caso de funcoes de uma variavel complexa.

Definigao. Consideremos uma funcgao f: A — C, onde A € um subconjunto aberto de R
ou C. Diz-se que f € diferenciavel em z € A se ewistir

fz+h) - f(2)
- .

lim
h—0
A este limite chama-se derivada de f em z. (Notagao: f'(z).)
f € diferencidvel em A se o for em todos os pontos de A. Nesse caso fica definida em A
uma nova fun¢ao f’, a fungao derivada de f.

Observagoes. 1) O limite que define f’(2) pode ser apresentado assim: lim M )
w—sz w— z

2) Valem para fungées complexas, com as mesmas demonstragoes, as proposigoes conheci-
das para funcgoes reais sobre a derivada da soma, do produto, do quociente e da composi¢ao
de fungoes diferenciaveis.

Teorema. Se f € diferencidvel em z, € continua em z.

Demonstracao. Tem-se

lim [f(w) — f(z)] = lim M(w—z) =f(z) lim(w—2)=0

w—rz w—rz w—z w—z

e portanto lim f(w) = f(z). A

w—z

Exemplos. 1) Sao diferencidveis em todo o plano as fungoes constantes e a fungao
identidade, com derivadas 0 e 1, respectivamente.

2) Os polindmios sao diferencidveis em todo o plano.

3) A fungao Z, que é continua em C, nao é diferencidvel em nenhum ponto, porque

z+h—72
h

S| >

e isto nao tem limite quando h tende para 0.
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Seja f uma funcao complexa de varidvel complexa. Sendo z = x + iy, escreva-se

f(z) = u(z,y) +iv(z,y).

4 7 . . _ . . . . . OQu Ou  Ov
Teorema. Se f € diferencidvel em z = x + 1y, existem as derivadas parciais 3, 5y’ o

e g—z no ponto (x,y) e tem-se

. ou v, v, du
f (Z) - %(l‘ay) _'_Z%(x?y) - ay(xay) Zay(zay)

Demonstracao. Por hipdtese, existe

o LGN = 1)

h—0 h

Considerando neste limite o acréscimo h s6 com valores reais, obtemos a primeira das
expressoes indicadas para f’(z). Tomando h com valores imagindrios puros, digamos
h =ik com k € R, obtemos a segunda expressao para f'(z). B

Corolario. Se f ¢ diferencidvel em z = x + 1y, tem-se

ou ov ov ou
%(l‘?y) - a_y(ajay) e %(l‘?y) - _a_y(xay>

(condigoes de Cauchy-Riemann).

Observacao. Uma funcao pode satisfazer as condicoes de Cauchy-Riemann num ponto

e nao ser diferencidavel nesse ponto. Exemplo: Consideremos a funcao f : C — C definida

como tomando o valor 0 sobre os eixos e 1 fora dos eixos. Entao, trivialmente, as qua-
du Ou v v

tro derivadas parciais §, 5yr ox © gy S0 nulas no ponto (0,0) mas a fungdo f nao é

diferencidvel na origem (nem continua é).

Portanto, as condigoes de Cauchy-Riemann sao apenas condi¢oes necessérias para a dife-
renciabilidade.’

L Seja f(2) = u(z,y) +iv(x,y) uma funcio definida num aberto A e seja z = x+iy € A. Se as quatro
derivadas parciais

Oou Ou Ov Ov
Ox ' Oy’ Ox’ Oy
existem e sdo continuas numa vizinhanga do ponto (z,y) e satisfazem as condigdes de Cauchy-Riemann

em (z,y), pode provar-se que f é diferencidvel em z. Isto significa que, para a maioria dos efeitos praticos,
as condicoes de Cauchy-Riemann sao necesséarias e suficientes para a diferenciabilidade de uma funcao.
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Uma aplicacao interessante das expressoes para f’(z) vistas no Teorema,

;o\ Ou v _Ov _Ou
f (Z) - %(I,y) +Z%(l’,y) - ay(‘xay) Zay(xvy)a

é o resultado seguinte.

Teorema. Seja A C C aberto e conexo e seja f : A — C. Se f' =0 em A entdo f ¢é
uma fungao constante.

Demonstracao. Como f’ =0 em A, as derivadas parciais de u e v sdo nulas em A.

Vamos ver que f é constante em qualquer segmento horizontal ou vertical contido em
A. Seja por exemplo S um segmento vertical em A, digamos correspondente a abcissa
zo. Entdao S é um conjunto da forma {zo + it : t € [a,b]} para algum intervalo [a, b].
Definamos nesse intervalo a fungao ¢(t) = u(xg,t). Entao ¢’ = g—z e sabemos que esta
derivada parcial é 0. Logo, ¢ é constante e portanto u é constante no segmento S. Da
mesma forma provamos que v é constante em S e analogamente u e v sao constantes em

qualquer segmento horizontal ou vertical contido em A.

Logo, a funcao f é constante em qualquer segmento horizontal ou vertical contido em A.
Como, por A ser aberto e conexo, quaisquer dois pontos de A podem ser unidos por uma
linha poligonal composta por segmentos horizontais e verticais totalmente contida em A,
provamos que

Vewea f(2) = f(w)

o que implica que f é constante em A. B
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Exercicios

ol.

92.

93.

o4.

95.

56.

a7.

Para cada uma das seguintes funcoes, determine o seu dominio e calcule a sua
derivada:

B+22+1
B+1
1
(23 —1)(22+2)

(a)
(b)

Prove que a fungao f(z) = |z|? = 22 + y? s6 é diferencidvel na origem.

Mostre que as fungoes Rez, Imz, Z e |z| ndo sao diferencidveis em nenhum z € C.

Verifique as condicoes de Cauchy-Riemann para a funcao z2.

Para cada uma das seguintes fungoes, verifique as condi¢oes de Cauchy-Riemann e,
usando as derivadas parciais calculadas, determine a derivada da funcao:

Seja f a fungao de varidvel complexa definida por f(x +iy) = \/|zy|.

(a) Mostre que f satisfaz as condigoes de Cauchy-Riemann no ponto 0.

(b) Mostre que f nao ¢ diferencidvel nesse ponto. (Sugestdo: Tome h a tender
para 0 ao longo da semirecta h = rcig#), com 6 fixo.)

Seja f diferenciavel em C. Prove que, se o contradominio de f estiver contido no
eixo real, entao f é constante.
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o8.

39.

60.

61.

(a) Determine uma fungao f diferenciavel em C que satisfaga
Ref(2) = 2% — 4 + y

onde z = = + iy. (Sugestao: Use as condig¢oes de Cauchy-Riemann.)

(b) Sera f a unica fungao nestas condigoes?
Encontre uma fungao diferencidvel f tal que Imf(z) =2 —5zy e f(0) =0.

Determine as constantes reais a, b e ¢ para as quais a funcao = + ay + i(bx + cy) é
diferenciavel em todo o plano.

Seja f(z + 1y) = u(z,y) + iv(x,y). Supondo que as segundas derivadas parciais de
u e v existem e sao continuas, prove que, se f for diferenciavel, entao

Pu  Pu v v

@%—8—3/2—0 @—Fa—gﬁ—o.

Estas igualdades costumam traduzir-se dizendo que u e v sao fungoes harmonicas.

Conclui-se que, se uma funcao u nao for harmonica, ela nao pode ser a parte real
de uma fungao diferencidvel (e analogamente para v).
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5 Sucessoes e séries em C

Definicao. Dada uma sucessio ui, us, us, ... de niumeros complexos, diz-se que ela
converge ou tende para um niumero w, e escreve-se u, — w ou limu, = w,
se a distancia de u, a w pode ser tornada tao pequena quanto se queira desde que se tome
n suficientemente grande, isto €, se

Veso Jng Vo n>ng = |u, —w| <e.

Observagoes. 1) A definigao de u,, — w é equivalente a afirmar que a sucessao real
|u, — w| converge para 0. Daqui sai, trivialmente, que u, — 0 < |u,| — 0.

2) O uso da notagao lim u,, = w justifica-se pela unicidade de w. Isto é, uma sucessao nao

pode convergir para dois numeros diferentes: se pudesse acontecer u, — w e u, — w',

w — w'|

com w # w', entdo, escolhendo ¢ = , ter-se-ia, para n suficientemente grande,

que u, pertenceria a B(w,e) e também pertenceria a B(w',¢), o que é absurdo, pois
essas duas bolas sao disjuntas. Nao ha portanto problema em dizer que w é o limite da
sucessao (uy).

3) Para o caso complexo vale a seguinte relagao entre limites de fungbes e limites de
sucessoes, com a mesma demonstragao que no caso real: tem-se

lim f(z) =w

Z—r20

se e s se, para toda a sucessdao (u,) convergente para 2, a sucessao f(u,) converge
para w.

Teorema. Tem-se u,, — w se e so se Reu, — Rew e Imu,, — Imw.

Demonstragao. Tem-se, por um lado,
lup, —w| < |Re (up, —w)| + |Im (u, — w)| = |Reu,, — Rew| + |Imu,, — Im w|
e, por outro,
|Reu,—Rew| = |Re (u,—w)| < |up,—w| e |[Imu,—Imw|=|Im (u,—w)| < |u,—w|. B

Deste teorema segue-se imediatamente que valem para sucessoes complexas as propriedades
da algebra dos limites conhecidas para sucessoes reais (limite da soma, do produto, etc.).
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E tem-se também uma importante consequéncia.

Teorema. Se a sucessao compleza (u,) for de Cauchy, isto é,
va>0 3no v'm,n m,n 2 no = |um - un| < g,

entao € convergente. (A reciproca € trivial.)

Teorema. Se u, — w entao |u,| — |w|.

Demonstragao. Isto é consequéncia imediata da desigualdade
[|tn| = ]| < Jutn —w]. W
Note-se que a afirmacao reciproca ¢ falsa. Pense-se no exemplo u,, = ¢". Entao a sucessao

|u,| é a sucessdo constante 1, enquanto que a sucessao u,, é i,—1, —i,1,4,.... Isto é um
caso particular de um tipo importante de sucessoes, as progressoes geométricas:

Teorema. Seja z € C. Se |z| < 1, tem-se que 2" — 0. Se |z| > 1 e z # 1, a sucessio 2"
nao tem limite.

Demonstracao. Tem-se que |z"| = |z|", de onde concluimos imediatamente que, se
|z| <1, a sucessao z" converge para 0 e que, se |z| > 1, a sucessdo 2™ nao tem limite.

Resta o caso de |z| = 1.

Se z=1 temos a sucessao constante 1, com limite 1. Suponhamos agora que |z| = 1 mas
z # 1. Podemos ver que 2" nao tem limite de duas maneiras diferentes.

Primeiro, se 2" fosse convergente seria de Cauchy. Mas, para qualquer n, tem-se
n+1 n| __ n _
2" =2 ="z = 1) =]z =1,
que é uma constante positiva. Logo, 2™ nao pode ser uma sucessao de Cauchy.

Um outro processo é observar que z = cis(#), com # um nimero real ndo miltiplo de 27.
Entao 2" = cis(n#) e, portanto, z" nao tende para nenhum limite, porque as sucessivas
poténcias de z vao rodando na circunferéncia C'(0, 1) com um “salto” de medida 6 de cada
vez. H

Um dos principais usos das sucessoes ¢ no estudo das séries.
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Definicao. Seja
(o)
E Uy = U1 + Uy + U3+ ...
n=1
uma série de termos complexos. A série diz-se convergente se a sua sucessao das somas
parciais
Sl = Uy,

SQ = U1 +U2,

S3 = uy + us + us,

tiver limite. A soma da série ¢ S = lim S, e escreve-se Yu,, = S. Uma série nao
convergente diz-se divergente.

Observagoes. 1) Acrescentar ou suprimir um numero finito de parcelas a uma série nao
afecta a sua convergéncia ou divergéncia (mas, se ela for convergente, claro que altera a
soma).

2) Frequentemente o primeiro valor do indice de soma sera 0.
Com demonstragoes analogas ao caso real, tém-se os seguintes factos basicos:

Teorema.

e Se Y u, for convergente entio u, — 0. (A implicagdo reciproca € falsa.)

e Se a série ¥ u, for convergente, com soma S, e a € C, entdo X (v u,) € convergente,
com soma « S.

o Se as séries Yu, e v, forem convergentes, com somas S e T, respectivamente,
entao X (u, + v,) € convergente, com soma S + T

O resultado seguinte é consequéncia imediata do anteriormente visto para sucessoes:
Teorema. Y u, ¢ convergente se e so se X Reu,, e X Imu,, forem convergentes, e tem-se

Yu, = (X Reu,) +i(X Imuy,).

O teorema seguinte trata de um tipo importante de séries.
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Teorema. Seja z € C. Se |z| < 1, a série

Zz" =14+z+22 422+

n=0

¢ convergente, com soma 1 . Se |z| > 1, a série € divergente.
-z
Demonstragao. Se z = 1, a série é obviamente divergente. Sendo z € C, z # 1, tem-se

1_ n
que 1+z+22+~--+z”‘1:1—z

nao tem limite. Se |z| < 1, a fracgdo do segundo membro tem limite

. (Prove.) Se |z| > 1, a fracgao do segundo membro

—Z

Observacao. A esta ultima série chama-se série geométrica de razao z. Note-se que
nos seus termos figuram apenas poténcias de z.

Definicao. Diz-se que ¥ u, ¢ absolutamente convergente se a série de termos reais
nao negativos X |u,| for convergente.

Teorema. Se Y u, for absolutamente convergente entdo é convergente.

Demonstragao. Vamos ver duas demonstracoes diferentes.

1.* demonstragao: Tem-se |Reu,| < |u,| e [Imu,| < |u,|, e portanto as séries reais
Y Rewu, e ¥ Imu, sdo absolutamente convergentes, logo sdo convergentes (pelo teorema
correspondente a este para séries reais). Logo, ¥ u,, é convergente.

2.* demonstragao: Designemos por S, e T,, as sucessoes das somas parciais das séries X u,,
e X |uy|, respectivamente. Vamos ver que (.S,) ¢ uma sucessao de Cauchy. Tem-se

S = S| = [tns1 + -+ U] < funsa| + -+ |um| = [T — Tl -

Como X |u,| é convergente, a sucessao (7,) é de Cauchy e a conclusao segue. W

Observacao. A reciproca da afirmacao do teorema é falsa, como se sabe do estudo de
séries de termos reais.
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O teorema sugere que, para estudar a convergéncia de séries > u,, de termos complexos,
podemos muitas vezes tentar aplicar a X |u,| os critérios de convergéncia conhecidos para
séries de termos reais positivos ou nao negativos, como o critério de comparagao, o critério
de d’Alembert ou o critério de Cauchy.

Teorema. Se Y u, for absolutamente convergente, tem-se |Su,| < X |u,|.

Demonstracgao. Designemos por S,, e T}, as sucessoes das somas parciais das séries X u,
e Y |uy|, respectivamente. Tem-se

S| = Jur + -+ un| < fun] 4 -+ o fun| =T,

e portanto
S u,| = [lim S,| = lim [S,| <lim T, = % [uy,|. W

Com demonstragao analoga ao caso real, tem-se o seguinte facto:

oo oo
Teorema. Se E Up € E v, forem absolutamente convergentes, com somas S e T,
) n=0 n=0
respectivamente, entao
o0 n
E E UkUn—k
n=0 k=0

¢ convergente, com soma ST .

A série do teorema chama-se produto das duas séries dadas.
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Exercicios

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Seja Y u, uma série convergente e suponhamos que os u,, estao todos no primeiro
quadrante. Prove que, entao, > u, ¢ absolutamente convergente.

1— 2"
1—=2

Sendo 2 € C, 2 # 1, proveque 1+z24+ 22+ -+ 21 =
Sendo |z| < 1, ache a soma da série z + 2% + 2% + ... .

- .
Ache a soma de %—————I——+....

Ache a soma das seguintes séries, representando geometricamente o conjunto dos
valores de z que as tornam convergentes:

(@) 1+ (2 =2+ (2 =22+ (2 =2+

z+i  (z4+1)? (z+14)?
O S

Para cada uma das seguintes fungoes f(z), ache uma série cuja soma seja f(z) e
diga quais os valores de z que tornam a série convergente:

1 1 1 1 1
i (b)1_227 (C)2_27 (d)1_2z+1_z
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6 A funcao exponencial

Teorema. Sendo z € C qualquer, a série
ano I 2 6

3|N

converge absolutamente.

Demonstracgao. Se z = 0 a afirmagao é trivial. Supondo z # 0 e aplicando o critério de
d’Alembert a série dos mdédulos, a conclusao é imediata. W

Definicao. Para cada z € C, chamamos exponencial de z a soma da série referida no
teorema anterior. Notagoes: exp z ou €.

Teorema. Também as séries

00
ZQn 2 4

z z > z
B A A
U G > " ¢ 2 (V'GTi= 6w

n

sao absolutamente convergentes qualquer que seja z € C. Designamos as suas somas,
respectivamente, por cos z e sin z.

Demonstragao. Analoga. H

Observacao. Note-se que estas trés funcoes estendem ao plano complexo as funcoes
exponencial, coseno e seno conhecidas para a variavel real.

Teorema. (Férmula de Euler.) Para todo o z € C tem-se

e” =cos z+1isin 2.

Demonstragao. Simples verificacao usando as séries que definem as func¢oes. l

0

Observacao. Devido & férmula de Euler, passamos a escrever e em vez de cis 6.

eiz + efiz eiz o efiz
Corolario. cos z = —s e sinzg=——
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Teorema. Para quaisquer z,w € C tem-se exp(z + w) = exp z - exp w.

Demonstracgao. Tem-se

N i z+w i 1< n! P
exXplz U) = — —z w =
p( n! nl e El(n — k)!

n=0 n=0
o0 n _ o0 o0
w™ k on w"
E E — | = E — E — | =expz-expw.
k' (n—k)! n! n!
=0 n=0 n=0
Deste teorema seguem-se imediatamente varias consequéncias:
(o . 1
Corolério. 1. exp z nunca é 0 e tem-se = exp(—2).
exp z

2. Sendo z = x + iy, tem-se
e* =e"(cos y+1i sin y)

e portanto

le’] =eR°* e Imz éum argumento de e,

3. A exponencial de variavel complexa é uma fungao periédica de periodo 27i.

Teorema. A fungao exponencial é diferencidvel em C e tem-se (exp z) = exp z.

Demonstragao. Escrevendo z = = + 1y, temos
_ oz T
eXp z =€ Ccos Yy +1e s y.

E imediato verificar que as funcoes u(z,y) = e"cosy e v(xr,y) = e”sin y satisfazem as
condigoes de Cauchy-Riemann. Como sao continuas em todo o plano, concluimos (ver
nota de rodapé da pagina 13) que a fungao exp é diferenciavel em C. Quanto a derivada,
usando uma das expressoes vistas na seccao 4, temos

0 0
(exp 2) = a—j;(x,y) + z'a—;(x,y) =e"cosy+ie’siny=exp z. N

Corolario. As fungoes cos e sin sao diferenciaveis em todo o plano complexo e tem-se
(cos z)) = —sin z e (sin z)’ = cos z.

eiz + e—iz
Demonstragao. Este facto é imediato a partir das expressoes cos z = —5 e
. eiz _ e—iz
sinz=——_11
21
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Definigao. Seja z # 0. Um numero complezo w é um logaritmo de z se exp w = z.
Notagao: log z.

Teorema. Seja z # 0. Tem-se log z = In|z| +iarg 2.

Demonstragao. Suponhamos exp w = z e ponhamos w = a + tb. Entao, como visto
anteriormente, tem-se |exp w| = e e b é um argumento de exp w. Logo, a = In|z| e
b é um argumento de z. W

Observagao. Cada numero complexo z # 0 tem portanto uma infinidade de loga-
ritmos (todos com parte real In|z|) diferindo uns dos outros por miltiplos inteiros de 27i.
Quando se toma o argumento principal de z, obtemos o chamado logaritmo principal de z.
Notacao: log, z.

Corolério. O conjunto dos valores da funcao exponencial é C\ {0}.

Demonstragao. Acabamos de ver que todo o z # 0 tem logaritmos.

Definigao. (José Anastdcio da Cunha) Sejam z,w € C, z # 0. Define-se poténcia de
base z e expoente w por
2% = exp(w log z).

Observacgoes.

e 2" tem portanto uma infinidade de valores. Quando se toma o logaritmo principal
de z, obtém-se o chamado valor principal de z*.

e Vejamos qual o valor principal da poténcia e*, em que a base é o nimero de Neper
e=12,71828182...:
e® =exp(z logy e) = exp z.

Isto justifica o nosso uso da notacao e* para exp z.

e Esta definicao foi apresentada pela primeira vez no livro Principios Mathematicos,
Lisboa, 1790, pgs. 108-109. O autor, José Anastdcio da Cunha (1744-1787), foi
professor da Universidade de Coimbra entre 1773 e 1778. Foi o primeiro matematico
a dar uma definigao correcta de convergéncia de uma série, no mesmo livro (pg. 106).
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Exercicios
68. Calcule €, €™ ™, =™ ™2 T/ ki (| c 7).
69. Determine o médulo e o argumento principal de e, e2tt e3t4,
) b

70. Mostre que o contradominio da fungao exponencial é C\ {0}.

71. Verifique as condigoes de Cauchy-Riemann para a funcao exponencial e, usando as
derivadas parciais calculadas, determine a derivada dessa fungao.

72. Prove que cos’ = —sin e sin’ = cos.

(Sugestao: Use as expressoes de cos e sin em termos da exponencial.)

73. Sendo z um numero complexo qualquer, prove que:

(a) cos(—z) = cos z;

(b) sin(—z) = —sin z;

(c) cos(z +w) = cos z cos w — sin z sin w;
(d) sin(z + w) = sinz cos w + cos z sin w;
(e) cos®z +sin’z = 1.

74. Investigue a periodicidade das funcoes cos e sin.
) T
75. Prove que sin z = cos (— — z)

2

76. Determine os valores de sin i, cos i, tg(l+1).
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77. As fungoes cosseno hiperbélico e seno hiperbdlico sao definidas por:

e+ e * ef —e’ %
chz=——— e shz=—"—
2 2

Prove que:

(a) chz = cos iz;
(b)
()
(d) sh(z+ w) =shzchw + chzshw;
(e) ch’ = sh;
(f) sh’ = ch.

shz = —isginiz;

ch(z +w) = ch z chw + sh z shw;

e

f

78. Escrevendo z = x + iy, determine as partes real e imagindria das funcoes cos z,
sin 2z, chz e sh z e verifique as condigoes de Cauchy-Riemann para essas fungoes.

79. Calcule log4, log(—1), log i, loge e log(1 + i), e em cada caso indique o logaritmo
principal.

80. Determine os zeros das fungoes cos e sin de variavel complexa.

81. (a) Determine os valores de z € C para os quais cos z = 2.

(Sugestao: Multiplique ambos os membros da igualdade por € e note que
obtém uma equagao do segundo grau em e%.)

(b) Quantos dos valores achados em (a) sdo reais? Seria isso de esperar?
82. Mostre que o contradominio das fungoes cos e sin é C.

83. Calcule 1V2, (—i)f, 2¢, (14 i)'*, ¢ em cada caso indique o valor principal.
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7 Séries de poténcias

Definicao. Seja zp € C. Uma série de poténcias de z — zy € uma série do tipo

Z an(z — 20)" = ag+ ay(z — 29) + as(z — 20)* + - --

n=0

onde z € uma varidvel e os coeficientes ag, ay,as, ... sao numeros compleros.

A primeira questao que se poe perante uma série de poténcias é qual o conjunto dos
valores de z para o qual a série converge.

Lema de Abel. 1 - Fizemos zy € C. Seja w # zy. Se Yan(z — z)" for convergente no
ponto w, € absolutamente convergente para todo o z tal que |z — z| < |w — 2|.

2 - Se Ya,(z — z)" for divergente no ponto w, € divergente para todo o z tal que
|z — 20| > |w — 2.

Demonstragao. 1 - Observemos que, para todo o n, se tem

z—z
an(z = 20)"| = lan(w —20)"] - [ =2
Por hipétese, ¥ a,(w — zp)" é convergente e portanto a,(w — zy)"™ — 0. Logo, também
|an(w — 29)"| — 0. Portanto, a partir de certa ordem tem-se |a,(w — z)"| < 1, donde, a
partir dessa ordem,
n
lan(z — 20)"| < il

w — 2p
Concluimos que, se |z — zo| < |w — 2|, a série ¥ |a,(z — 29)"| (com a excep¢ao de um
n

, . , . - 2= 20 /o iy
nimero finito de parcelas) é majorada pela série ¥ | ——| , uma série geométrica de
w — 2y

razao menor que 1, logo é convergente.

2 - Consequéncia imediata do ponto 1. W

Defini¢ao. Dada uma série de poténcias ¥ a,(z2—29)", chamamos raio de convergéncia
da série ao numero real nao-negativo

R =sup{|z — 20|: L a,(z— 20)" converge}.

Se a série convergir em todo o C, dizemos que o seu raio de convergéncia € 4+00.
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Teorema. Dada uma série de poténcias X a,(z—29)", seja R o seu raio de convergéncia.
Entao a série converge absolutamente em B(zy, R) e diverge em C\ B(zp, R).

Demonstracao. Seja z € B(zo, R). Entao existe w € B(zy, R) tal que |z — zo| < |w — zo].
Como |w — zg| < R, a série X a,(w — z9)" converge. Logo, pelo Lema de Abel, a série
Y a,(z — z9)" converge absolutamente.

Seja agora z € C \ B(z, R), isto é, |z — 2| > R. Entao existe w tal que
|z — 20| > |w — 2| > R. Como |w — 2| > R, a série Xa,(w — z)" diverge. Logo,
pelo Lema de Abel, a série ¥ a,(z — 2z9)" diverge. B

Observagao. Sobre o comportamento da série de poténcias na circunferéncia C'(zg, R)
nao se pode fazer nenhuma afirmacao geral: tanto pode haver convergéncia da série em
todos os pontos de C(zy, R), como em nenhum, como convergéncia nalguns e divergéncia
noutros.

Teorema. Tém-se as sequintes formulas para o raio de convergéncia da série
Yan(z—2)":
1 1
R= IO e R= T )
lim {/|a,| lim ‘n+‘1
G,

validas se os limites indicados existirem.

Demonstragao. Suponhamos que existe o segundo limite e que |z — z9| < R. Entao,
|an|

|a'n+1|
que a série Y a,(z — 2z9)" converge absolutamente.

a partir de certa ordem, tem-se |z — 2| < Isto implica, aplicando o critério de

d’Alembert a série X |a,(z — 2z0)",

Suponhamos agora que |z — zp| > R. Usando um raciocinio andlogo concluimos que a
série ¥ a,(z — z0)" nao converge absolutamente. Mas uma andlise da demonstracao do
critério de d’Alembert mostra que isto acontece porque |a,(z — zp)"| - 0. Logo, também
an(z — 29)" —+ 0 e, portanto, a série ¥ a,(z — 2¢)" diverge.

Os raciocinios com o outro limite sdo andlogos, usando o critério de Cauchy.

Observacao. Uma férmula para o raio de convergéncia que é véalida em todos os casos é

1

~ lim sup an|

R
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Vamos agora interessar-nos pelas fungoes que sao somas de séries de poténcias.

Definigao. Uma func¢do que, numa bola aberta B(zo, R), seja ai soma de uma série de
poténcias de z — zg chama-se uma funcdo analitica nessa bola. Também se usa a palavra
holomorfa.

Pelo que vimos sobre operacoes com séries podemos concluir imediatamente o seguinte:

Teorema. Dado zy € C, sejam f e g duas fun¢oes analiticas em bolas centradas em 2,
digamos

f(2) =) anlz—2)" ¢ g(z) =) balz—2)",

onde a primeira série tem raio de convergéncia Ry e a sequnda tem raio de convergéncia
Ry. Entao f+ g, af (onde a € C) e fg sao também analiticas. Concretamente, sendo
R = min{ Ry, Ry}, tem-se

o

f(z Z (an +by)(z — 20)" em B(z, R)

n=0

Z aay)(z —z0)"  em B(z, Ry)

= Z (Z akbn—k) (2 —20)" em B(z, R)

n=0 k=0

Observacao. No caso de f(z)g(z), usamos o facto de que as duas séries convergem
absolutamente em B(zp, R).

Poe-se agora a questao da diferenciabilidade de uma funcao analitica. Comecamos com
um resultado preparatorio.

Teorema. As séries de poténcias

an(z — 29)" g nay(z — z)" !

o0

n=0

tém o mesmo raio de convergéncia.

Demonstracgao. Isto é consequéncia das férmulas para o raio de convergéncia vistas
anteriormente. W
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Lema. Sendo a e b quaisquer nimeros complexos distintos e n um numero natural > 1,
tem-se

n_ pn
b — an—l +an—2b+an—3b2 4o +a2bn—3 +abn—2 +bn—1 )
a —_—

Demonstragao. Imediato. B

E temos agora o resultado fundamental, que nos diz que uma série de poténcias pode ser
derivada termo a termo.

Teorema. Seja

o
E an(z — z)"

n=0

uma série de poténcias com raio de convergéncia nao nulo. Seja f(z) a sua fun¢ao soma.
Entdo, na bola aberta em que a série converge, f € diferencidvel e tem-se

o
= Z nan,(z — 20)" .
n=1

Demonstragao. Para simplificar a escrita, vamos tomar zy = 0 (a demonstragao no caso
geral é andloga). Temos portanto

oo
= g a2’ .

n=0
o
Designemos a soma da série g na,z""! por g(z). Seja R o raio de convergéncia das duas
n=1

séries.

Pretendemos mostrar que, para todos os z € B(0, R), se tem f'(z) = g(z), isto é,

(f(w) — f(2)

w—z

lim
w—z

—g(z)) ~0.

Temos



Pelo lema anterior podemos escrever isto assim:

oo
E (WM w2 w2 =)

n=1
Vamos separar esta expressao numa soma de duas parcelas, com M a escolher posterior-

mente:
M

n=1

o0
+ E (W w2 4 w4 2 =)
n=M+1

Designemos a primeira parcela por P(w) e a segunda por Q(w).
Seja € > 0 arbitrario.

Seja r tal que |z| < r < R. Entdo a série X na,r""! é absolutamente convergente (pelo
teorema anterior) e, portanto, existe M tal que

o0

_ £
Z Ina,r" ' < 1

n=M+1

Escolhendo w suficientemente préximo de z para que também |w| < r vem, para esse M,

o0

|Q(w)| = Z an(w”_l + w”_gz + -+ wzn_2 + z”—l _ nzn—l) <
n=M+1

o)
1 €
< Z 2nla,|r" ! < 3
n=M+1

A parcela P(w) é mais simples. Trata-se de um polindmio em w e claramente P(w) — 0
quando w — z. Tomando w suficientemente préximo de z conseguimos que

|P(w)| < g

Escolhendo w de forma a serem satisfeitas as duas desigualdades temos, finalmente,

fw) - [(2)

w—z

—9(2)| = [P(w) + Q(w)| < [P(w)| + |Q(w)| <€
e, portanto, f'(z) = g(z). W
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Corolario. Seja f analitica, digamos

F(2) =) anlz—2)",

n=0

com raio de convergéncia nao nulo. Entdo f(z), na bola aberta em que a série converge,
¢ infinitamente diferencidvel e as suas sucessivas derivadas podem ser calculadas derivando
a série termo a termo sucessivamente.

Teorema. (Teorema de Taylor) Seja

flz) = Z an(z — z)"

n=0

com raio de convergéncia nao nulo. Entao, para todo o n, tem-se

ap = —f(n)(ZO) )
n!

Demonstragao. Basta observar que o termo independente da série cuja soma é f (")(z)
énla,. B

Observagao. Deste tltimo facto conclui-se que uma fungao f(z) nao pode ser soma
de duas séries de poténcias de z — zy diferentes (com raio de convergéncia nao nulo).
De facto, de

f(z) = Z an(z — 29)" = Z by(z — 29)"

n=0 n=0

vem, para todo o n,
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Exercicios

84. Determine o raio de convergéncia das seguintes séries de poténcias:

@Y MY @Y @Y (@)Y
0w @Y oy ) S

n

85. Mostre que:

(a) E 2" diverge em todos os pontos da fronteira do circulo de convergéncia.

(b)

ZTL

—, converge em todos os pontos da fronteira do circulo de convergencia.
n

P A
(c) g — nao tem nem um nem outro desses comportamentos.
n

86. Ache uma série de poténcias de z + 2 que tenha como soma a fungao

determine o respectivo raio de convergéencia.

87. Escreva os quatro primeiros termos nao nulos de uma série de poténcias de z que
z

tenha como soma a func¢ao e determine o respectivo raio de convergéencia.
88. Derivando as séries de poténcias cujas somas sao as fungoes indicadas, prove que:

(a) (e*) = e*; (b) (cos z) = —sinz;  (c) (sinz) = cos z;
(d) (chz) =shz; (e) (shz) =chz.

89. Considere a série de poténcias Z(n +1)2" =1+22+32"+...
n=0

(a) Determine o seu raio de convergéncia.

(b) Determine a sua funcao soma (Sugestao: Procure uma série de que a série dada
seja a derivada.)
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(o.)
90. Seja 5 a,z" uma série de poténcias com raio de convergéncia positivo. Supo-

n=0
nhamos que a sua funcdo soma f(z) satisfaz as seguintes condigoes:

(L+22f(=) = 1, f(0) =0,

Determine a série de poténcias E anz".
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8 Integracao de funcoes complexas de variavel real

Defini¢ao. Seja [a,b] C R um intervalo e seja f : [a,b] — C uma funcdo continua (isto
¢, Re f e Im f sdo continuas). Define-se integral de f entre a e b por

/abf(t)dt:/abRef(t)dtﬂ/abImf(t)dt.

Vamos ver algumas propriedades simples destes integrais.

Teorema. Sejam f1, f2 : [a,b] = C continuas. Entao
b b b
/ Lf1(t) + fo(t)] dt = / Fu(t)dt + / fa(t)dt.

Demonstragao. Consequéncia imediata da definicao. B

Teorema. Seja o € C uma constante. Entao

bafumt:a bf@ﬂt
/ /

Demonstragao. Seja a = a1 + tap, com aq e g reais. Tem-se entao

b b
/ af(t)dt = / (oq +iag)[Re f(t) +ilm f(t)]dt =

= /b ai.Re f(t)dt — /b asIm f(t)dt +i l/b ap.Im f(t)dt + /b as.Re f(t)dt} =

::a{legﬂwdt—a2thnfuyu+¢{a{lbhnfumt+a2/%Refuyﬁ]:

a

b b
= (g + iag)/ [Re f(t) +iIm f(t)]dt = a/ f(t)dt. &

Teorema. Sendo c € [a,b], tem-se

lvwﬁ_lv@w+lvwﬁ

Demonstragao. Consequéncia imediata da definicao. H

43



Teorema. Tem-se

/ bf(t)dt] < [

b b
Demonstragao. Se / f(t)dt =0, a desigualdade é trivial. Suponhamos / ft)dt #0

b b b
e ponhamos / f(t)dt = re. Tem-se r = e‘“’/ f(t)dt = / e f(t)dt, pela segunda
propriedade vista acima. Como 7 é real temos ‘

r = Re(r) = Re </b e”f(t)dt) = /ab Re[e ™ f(t)]dt .

Logo, recordando que |e™*| = 1, vem

/abf(t)dt‘ =r= /ab Re[e " f(t)]dt < /ab [Rele ™ f(#)]]dt < /ab ™ f(t)|dt = /ab |f(¢)|dt .

Teorema. Se F' for uma primitiva de f, tem-se
b
/ F(t)dt = F(b) — Fla).

Demonstragao. Consequéncia imediata da definicao e do Teorema Fundamental do
Célculo para fungoes reais de uma variavel real. l

Teorema. Se ¢ : [c,d] — [a,b] for uma bijec¢ao com derivada continua, tem-se
b d
[ s = [ setons)as

Demonstragao. Consequéncia imediata da definicao e do teorema correspondente para
funcgoes reais de uma variavel real.

Observacao. Diz-se que o segundo integral se obtém do primeiro pela mudanca de
variavel t = ¢(s).
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9 Integracao de funcoes complexas de variavel com-
plexa

A integracao de fungoes complexas de variavel complexa faz-se ao longo de caminhos
no plano. Sistematizemos o material necessario sobre caminhos.

Definigao. Seja A C C. Um caminho em A € uma funcao continua v : [a,b] — A,
onde [a,b] é um intervalo em R. A ~(a) chama-se origem ou ponto inicial e a ()
extremidade ou ponto final do caminho v. Diz-se que o caminho v une os pontos y(a)
ev(b). Sey(a) =~(b) diz-se que v é um caminho fechado. O conjunto dos valores de ~y
chama-se imagem do caminho e denota-se por {v}.

A imagem {7} é uma curva. A fungdo 7y diz-nos como é que a curva é percorrida a
medida que ¢ percorre o intervalo [a, b].

Defini¢ao. Seja v : [a,b] — A um caminho em A. Seja ¢ : [c,d] — [a,b] uma bijec¢do
crescente. Entdao yo ¢ : [c,d] — A é um novo caminho em A, com as mesmas origem,
extremidade e imagem que vy, que se diz obtido de v por mudanga de parametro.

Observagao. Sendo [a,b] um intervalo qualquer, a fungao ¢ : [0, 1] — [a, b] definida por
©(s) = (1 — s)a + sb é bijectiva e crescente. Através dela podemos considerar qualquer
caminho, por mudanga de parametro, definido no intervalo [0, 1], ou mesmo em qualquer
outro intervalo.

Defini¢ao. Dado um caminho v : [a,b] — C, o caminho oposto de v € o caminho™y
definido pory (t) =~v(a +b—1t), t € [a,b].

Se v une u e v, 0 caminho*y une v e u e os dois caminhos tém mesma imagem.

Definicao. Sendo v; e 7o dois caminhos, com a extremidade de vy, igual a origem de s,
define-se o caminho 1 Uy da maneira natural, obtendo-se um caminho cuja origem € a
de 1, cuja extremidade € a de 7y, e cuja imagem € {1} U{} (e analogamente para mais
de dois caminhos).

Observagao. Seja 7 : [a,b] — C um caminho e suponhamos que 7' existe e é continua.

b
Conforme estudado em disciplinas anteriores, o comprimento de v é compy = / 1Y/ (¢)] dt.
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Se tentarmos definir integral de uma fungao ao longo de um caminho de forma analoga
ao integral para funcoes de uma variavel real, somos conduzidos a seguinte definicao.

Definigao. Consideremos uma funcao continua f : A — C, onde A é um subconjunto de
C. Seja vy : [a,b] = A um caminho em A com derivada continua (excepto eventualmente
num nidmero finito de pontos). Define-se integral de f ao longo de v como sendo o
numero complezxo

/Wf(Z)dZZ /:f(v(t))-v’(t) dt,

devendo entender-se o sequndo membro como uma soma de integrais se houver pontos
onde nao eziste v'(t).

Observacgoes. 1. Note-se que, para / f(2)dz existir, a fungao f tem que estar definida
vy

na imagem de 7y e para o cédlculo do integral s6 interessam os valores de f nessa imagem.
2. Sempre que no texto se tratar de integrais ao longo de caminhos, supor-se-a, conforme a
defini¢ao, que as fungoes sao continuas nas imagens dos caminhos e que estes tém derivada
continua (excepto eventualmente num nimero finito de pontos).

3. Quando num integral se indicar um segmento de recta [u,v] como caminho de inte-

gracgdo, a parametrizacdo que se estd a usar é (1—t)u + tv, t € [0,1]. Analogamente,
quando se indicar uma circunferéncia C'(u,r), a parametrizaciao é u + re’, t € [0, 27].

Teorema. O integral nao depende do parametro usado no caminho, isto €, se yop for um
caminho obtido de vy por uma mudanca de parametro ¢ com derivada continua, tem-se,

para qualquer fungdo f,
/ f(z)dz:/f(z)dz.
Yo 2!

Demonstragao. Sejam v : [a,b] = A e ¢ : [c,d] — [a,b]. Tem-se

Of@ﬂz:/’ﬂhn¢ﬂ$wwwwwm8:/‘ﬁﬂ¢@mvwwnwwm82

zéﬂmmvwwzlﬂWk

usando o teorema sobre mudanca de variavel para integrais de fungoes de variavel real. B
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Observagao. Se v for o intervalo real [a, b] (percorrido uma s6 vez de a para b), tem-se,

para qualquer funcao f,
b
/ F(2)dz = / £Vt
o a

Esta propriedade mostra que o integral de funcoes de uma variavel complexa ao longo de
caminhos generaliza o integral de fungoes de uma variavel real em intervalos.

Teorema. 1. Se v for um caminho constante, tem-se, para qualquer funcgao f,

[/f(z)dz = 0.

2. Para quaisquer funcoes fi, fo e qualquer caminho vy, tem-se

L () + fal2)]dz = / filz)dz + / fol2)dz

e analogamente para mais de duas fungoes.

3. Para qualquer funcdo f e qualquer caminho v, tem-se, sendo o € C uma constante,

Laf(z)dz = a/vf(z)dz.

4. Para qualquer funcao f e quaisquer caminhos v, € va, com a extremidade de v, igual
a origem de 7y, tem-se

/%U72 f(2)dz = /71 f(2)dz + /72 F(2)dz

e analogamente para mais de dois caminhos.

5. Para qualquer fungao f e qualquer caminho v, tem-se

/<7 f(z)dz = —Lf(z)dz.

Demonstragao. Provamos apenas a propriedade 5, ja que as outras sao consequéncias
imediatas da definigao. Seja ¢ : [b,a] — [a,b] definida por p(s) = a + b — s. Tem-se

/w ez = [ e W — / Fa(atb— 1))/ a+b— £).(Lyt.

Fazendo t = ¢(s), isto é igual a
a b
- / /()7 ()¢ (8)ds = (—1).(~1).(~1) / /() (s)ds = — / f(z)dz. ®
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Teorema. Para qualquer funcao f e qualquer caminho v, tem-se

l F(2)dz

onde M é max {|f(z)|: z € {v}} ou qualquer outro majorante de |f(z)| em {~}.

< M - compry

Demonstragao. Seja vy definido no intervalo [a, b]. Tem-se
[ e
.

Teorema. (Teorema Fundamental do Calculo para fungoes de varidvel complexa)
Se v :[a,b] = A é um caminho em A e F' é uma primitiva de f em A, entao

b b b
/fmmvwﬂs/vmmvwwSM/wwszmmm-

/ﬂmu:mwm—Fww»

Demonstragao. Isto é consequéncia do facto de que F(v(t)) é uma primitiva de

f(y(@®)A'(t). A

Observacao. Se A for aberto e conexo, quaisquer duas primitivas F} e F, de uma funcao
f diferem por uma constante. De facto, de F| = f e Fj = f tiramos que (F} — F3)' =0
e, portanto, por A ser aberto e conexo, F; — F5 é constante.

1
Exemplo. Seja v a circunferéncia C'(0,1). Entao / — dz = 2mi. Como ~ é fechado,

v ?

concluimos do Teorema Fundamental que a funcao — nao é primitivavel em nenhum

1
conjunto que contenha C'(0,1). De facto, — é a derivada de log,, porque, escrevendo
z

z=¢eP ew = e, temos

lim logo(w) - IOgo(Z)

w—z w—z g—=p el —eP  limg,,

ed—eP ep

q—7p 1 1 1
>

q—p
Mas logy(z) = In|z| + iarg,(z) e j4 sabemos que arg, nao é continua em R™, portanto

log, também nao ¢ continua em R~, logo nao ¢ diferencidvel em R™. Isto d4 uma ideia
de porque é que aquele integral nao é obrigatoriamente 0.

1
Sendo v o mesmo caminho, tem-se / — dz =0 (porque?).
2
N
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Observacao. O Teorema acima é simples e 1util mas tem aplicagao limitada, porque
exige saber se a funcdo integranda f tem primitiva, o que pode nao ser facil (fora de
casos simples como polindmios, a fungao exponencial, etc.). No estudo da dependéncia
do integral em relagao ao caminho — ou, equivalentemente, no estudo do anulamento do
integral ao longo de um caminho fechado — vai ter mais importancia a diferenciabilidade
da fungao integranda.
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Exercicios

91. Calcule /f(z) dz onde:
o

(a) f(z) = Rez, v é o segmento [0,2 + ;

(b) f(z) =Imz, v é a semicircunferéncia |z| =1, 0 < argz < 7.

92. (a) Sejam 7 e o as poligonais [1,i] e [1,1 + 4,14], respectivamente.

Calcule L f(2)dz e / F(2)dz onde f(z) =z

(2

(b) Mesmo exercicio com f(z) = z.

93. Usando a defini¢ao de integral ao longo de um caminho, mostre que, se 7 : [a,b] — A
¢ um caminho num conjunto A e F' é uma primitiva de f em A, entao

/ f(2)dz = F(4(b)) — F(x(a)).

94. Usando o exercicio anterior:
(a) Volte a calcular /[ | zdz;
1,4

(b) Calcule / (22 — iz 4 7)dz, onde 7 é qualquer caminho com origem em 1 — i e

¥
extremidade em —2 + 1.

95. Mostre que a funcao z nao tem primitiva em C.

96. Sendo zy € C e r > 0, mostre que:

1
(a) / dz = 2mi;
C(zo,r) # — *0

1
(b)/ . dz=0, k=2.3,....
Cleom) (2= 20)F

20



< 2v/5.

97. Sem calcular o integral, mostre que

/ Rez dz
[0,—2-4]

62
/—dz < re.
v 2

98. Sendo (t) = e, t € [0, 7|, prove que

sinz
/ —2 dZ
c(0,1) <

100. Determine um majorante de

< 2rme.

1
[ i
72+Z

99. Prove que

, onde y(t) = e t € [0, 7.
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10 Teorema de Cauchy e consequéncias

Comecamos por ver a relagao do integral de fungoes de uma variavel complexa ao longo
de caminhos com o integral curvilineo de func¢oes de duas varidveis reais.

Teorema. Seja f(2) = u(x,y) +iv(x,y). Entdo

/ f(2)dz = / fulz, y)dz — v(z, y)dy] + i / oz, y)dz + u(z, y)dy]

v

Demonstragao. Seja 7 definido no intervalo [a, b]. Identificaremos quando necessério o
nimero complexo 7(t) com o par ordenado (Rey(t),Im~y(t)).

Tem-se

/ f(2)dz = / (1) + iv(1(1))] - [Rey' () + il (2)] dt =
b b
- / () Rey'(£) — w(y(t))-Imey (£)]dt + i / () Iy (8) + v(y(8)) Rev (8)]dt =

Z/[U(l’,y)dw—v(wyy)dy] + i/[v(x,y)d%w(x,y)dy]-l

Y Y

Observacao. Daqui em diante tratar-se-4 apenas com caminhos fechados para os quais
seja geometricamente inequivoco o que é a “parte de dentro” e a “parte de fora” do
caminho. Além disso, dado um caminho fechado, supor-se-a, salvo indicagao em contrario,
que ele é percorrido uma sé vez e deixando a parte de dentro do lado esquerdo. Para um
tal caminho, o caminho oposto é percorrido deixando a parte de dentro do lado direito.

Teorema. (Teorema de Cauchy) Seja f uma func¢do diferencidvel num conjunto aberto
A CC. Seja v um caminho fechado em A. Se f for diferencidvel dentro de v, tem-se

Lf(z)dz:o.

Demonstracgao. Provaremos o Teorema de Cauchy sob a hipdtese, mais restritiva, de f
ter derivada continua em A e dentro de 7.

Nessas condigoes, escrevendo f(z) = u(x,y) + iv(x,y), as funcdes u e v tém derivadas
parciais continuas.

Pelo teorema anterior tem-se

/ f(2)dz = / fulz, y)dz — v(z, y)dy] + i / oz, y)dz + u(z, y)dy]

v
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Aplicando o Teorema de Riemann-Green a estes dois integrais curvilineos, e designando
por D a parte de dentro de v, obtemos

[ sz = [ | =Grten = Gate| sy [ S - G doay.

Como u e v satisfazem as condi¢oes de Cauchy-Riemann, estes dois integrais duplos sao
nulos, donde a conclusao. W

Observacao. A demonstracao do Teorema de Cauchy no caso geral de se supor apenas
f diferencidvel é mais delicada e nao a estudaremos. Mas ha um tipo de caminhos para
os quais a demonstragao sob essa hipotese mais fraca é razoavelmente simples, para além
de interessante, e vale a pena ve-la.

Demonstragao do Teorema de Cauchy para caminhos triangulares. Suponhamos
que « é um caminho triangular, percorrido uma sé vez de forma a deixar a parte de dentro
do triangulo do lado esquerdo. Designemos o triangulo por A. Seja f diferenciavel num

aberto contendo A. Pretendemos provar que f(z)dz = 0.
Y

N A
7

Unindo os pontos médio dos trés lados, dividimos A em quatro triangulos A, A®) A®G)
AW Introduzimos assim quatro novos caminhos cujas imagens sdo as fronteiras &;, &,
&3, &4 dos quatro triangulos, percorridas nos sentidos indicados.

Tem-se
/ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz + f(2)dz (porqué?).
v &1 &2 &3 &4
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Ponhamos ¢ = . Entao ¢ > 0 e pretendemos mostrar que ¢ = 0. Tem-se

[Y f(2)dz

- / fde < | f2)az +' f(2)dz +‘ FEd| + | [ )]
v & &2 1§ &4
Seja (2)dz| o méximo das quatro parcelas do lado direito. Entao tem-se
&
c <4 f(z)dz] .
&

Ponhamos A; = AU e denotemos por 7; o caminho cuja imagem ¢é a fronteira de A;.

Tem-se portanto
/ f(2)dz
et

Agora repetimos todo o processo com o triangulo A; e assim sucessivamente. Obtemos
uma sequéncia de triangulos A D Ay D Ay D - -+ tendo-se, para todo o n,

/7 REE L

€  COmp Y, = 5 compy.
Seja zp um ponto pertencente a todos os triangulos A,,. Sabemos que f é diferenciavel
em zg. Seja e > 0 arbitrario. Entao existe d > 0 tal que, se 0 < |z — zo| < J, se tem

f(Z) - f(zO) . f/(ZO)

zZ— 20

L <
—-C
1=

além de, claro, compy; = %Comp .

1 <
—c
qn

<e,

isto é,
|£(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < elz— 20l

Tomemos N suficientemente grande para que, para todo on > N, se tenha A, C B(z, 9).

Entao, paran > N e todo o z € A,,, tem-se

|f(2) = f(20) — f'(20)(2 — 20)| < €|z — 20 -

Se z € A, seguramente |z — zy| < comp~y,. Vem entao

< €.comp ,.Ccomp Yy, .

/ F(2) = F(z0) — F(z0)(z — 20)ld=

Tn

Mas / [—f(20) — f'(20) (2 — 20)]dz = 0, porque a fungao integranda é primitivavel. Logo,

[ n F(2)dz

ficamos apenas coin

< e.(comp,)?.
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Vem, finalmente, que

1
—c <

1 < €.

(comp)?

4n

/Y RCE

donde ¢ < e.(comp~)?. Como comp~y é fixo e € é arbitrério, ¢ tem que ser igual a 0. B

Observacao. Da validade do Teorema de Cauchy para caminhos triangulares deduz-se
facilmente a sua validade para qualquer caminho cuja imagem seja uma linha poligonal
fechada.

Vejamos o caso de um quadrilatero cuja imagem ¢é constituida por quatro segmentos de
recta yi, 72, 73 € V4.

T

R

Sendo ¢ a diagonal indicada na figura, é imediato ver que

Af@mzéf@@+4f@w+4f@@+ﬁf@wz

_ L R /7 g fEE

e estes dois integrais sao ambos nulos pelo caso triangular.

A generalizagao para qualquer poligono é imediata, por indugao sobre o niimero de lados.
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Uma consequéncia simples e importante do Teorema de Cauchy é a seguinte.

Teorema. (Teorema da deformagcao do caminho.) Seja f uma funcao diferencidvel num
conjunto aberto A C C. Sejam v e o caminhos fechados em A, com o dentro de . Se f
for diferencidvel entre v e o (isto é, na regiao do plano que estd fora de o e dentro de 7y),

o Lf(z) dz:/Uf(z) dz .

Demonstragao. Unamos um ponto P de v a um ponto de ¢ por um caminho 7 e

consideremos o caminho fechado v U7 U & U 7 (comecando e acabando em P).

v

Pelo Teorema de Cauchy tem-se

f(z)dz=10
/}:UTU?U# ( )

/%# f(z)dz = / f(:)dz - / f(2)dz,

o que prova o teorema. W
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11 Foérmula integral de Cauchy

Um dos mais importantes e curiosos teoremas de Analise Complexa afirma que os valores
de uma funcao diferenciavel numa bola sao determinados pelos valores que ela toma
apenas na fronteira da bola. Concretamente, tem-se o seguinte:

Teorema. (Férmula integral de Cauchy.) Seja f uma fungao diferencidvel num conjunto
aberto A C C. Seja C(z9, R) uma circunferéncia contida em A e suponhamos que f €
diferencidvel dentro de C(zy, R). Entao

vaEB(zo,R) f(CL) L f(Z)

= 7= dz.
2T Jozom) 2 — A

Demonstragao. Fixemos um ponto a na bola B(zy, R). Tem-se

JEC ANy G CEIICES DI
C( C(z0,R)

2,R) 2 — @ z—a

B 1 f(z) — f(a)
= f(a) /C(Z(LR) z—adz + /O(ZO,R) P dz .

O primeiro integral é igual a 27i. Vamos provar que o segundo integral é igual a 0.
Pelo teorema da deformacao do caminho, tem-se

/ [() =@, _ / ) = fla) .
C(z0,R) Z—a Clae) Z—a

com ¢ arbitrério, suficientemente pequeno para que a circunferéncia C'(a, ) esteja contida

na bola B(z, R).

z)— f(a
Como f ¢ diferencidavel em a, o quociente M ¢ limitado nas vizinhancas de a,
z—a
isto é, existe uma constante K e existe ¢ tal que, se |z — a| < §, se tem
f6) - @) _
z—a

Vem entao, para qualquer € < 9,

JRRCECN
C(a,e)

zZ—a

< K.2me.

Como ¢ é arbitrariamente pequeno, o integral tem de ser 0. Logo,

/ /() dz = 2mi.f(a)
c(

z0,R) < — @

como pretendiamos provar. W
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Exercicios

101. Usando a férmula integral de Cauchy, calcule os seguintes integrais:

(a) / g
c(or) #

sin z
o [ dz |
c(2,3) 7 — 4

e’LZ
(c) / 1 dz , onde ~y é o caminho cuja imagem é constituida pelo segmento
z
v

[—2, 2] seguido da semicircunferéncia 2¢*, ¢ € [0, 7] ;

e'LZ
(d)/ dz , parar<1ler>1.
C(0,r) 22 +1

102. Sejam f e g funcdes diferencidveis num aberto A e seja B(zy,r) C A. Suponhamos
que os valores de f coincidem com os de g em C(zg,7). Prove que, entdo, f e g
coincidem em B(zg, 7).

103. Indique duas fungoes f e g reais de variavel real diferenciaveis num aberto contendo
[0,1] e tais que f(0) =g(0) =2 e f(1)=g(1) =3.

104. Mostre que, para funcoes reais de variavel real, nao existe nenhum resultado com
as implicacoes da formula integral de Cauchy. Isto é, que afirme que os valores de
uma fungao diferenciavel num intervalo [a, b] sdo determinados pelos valores que ela
toma apenas na fronteira do intervalo.
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12 Consequéncias da féormula integral de Cauchy

Vamos reescrever a férmula integral de Cauchy mudando as letras usadas. Sendo f uma
fungao diferenciavel num conjunto aberto A C C e C(zp, R) uma circunferéncia contida
em A tal que f é diferencidvel dentro de C'(zp, R), entao

szB(Zo,R) f(z) L/C( f(w) dw.

210 Jo(zom) W — 2

Escrita assim, fica mais claro que a férmula nos da uma representacao dos valores de f
dentro de C(zp, R) desde que conhegamos os seus valores sobre a circunferéncia,

Desta representacao tira-se uma consequéncia muito surpreendente: se f for diferenciavel
numa bola aberta, é analitica (isto é, soma de uma série de poténcias) dentro dessa bola!

Teorema. Seja f uma fungao diferencidvel num aberto A C C e seja B(zy, R) C A.
Entao f € analitica em B(zy, R), isto €, existem nimeros complezos ag, ay, as, . .. tais que

szB(zo,R) f(z) = Z Cln(Z — Zo)n.

n=0

Demonstragao. Para simplificar a escrita, vamos tomar zy = 0 (a demonstragao no caso
geral é andloga). Tomemos z arbitrério em B(0, R) e escolhamos r tal que |z| < r < R.
Pela férmula integral de Cauchy tem-se

z —L f(w) dw .
£2) /C(

210 Joory W — 2

o s -~  Z
Como w percorre C(0,7), tem-se |z| < |w|, pelo que a série geométrica de razao —
w

€ convergente.

Notemos que se tem, sendo M um natural arbitrario,

1 1 1 z 22 M

— ~=— | l+=F 5+ F ()]
w— 2 w(l——) w woow w

w

As parcelas designadas por (*) sao

S M+1 . S M+2 . SM+1 - 5 . 2 . SMy1 SMAL
wM+T T M2 wM+1 w | w? WM+ | T g MA gy —
w
Logo, temos
1 1 LA 22 I M M+l
w—2 w  w? 3 WML M (= 2)



e portanto

1 1z 22 M M+l
_ b 2L ELE dw —
/() 270 J (o) fw) <w * w? * w3 Tt wM+l + wM+ (w — z)) v
M
= Z anz" + Qu(2)
n=0
onde
1 1 M+1
WL fw) o QW):—./ _fw)
2mi Joo,) W 21 Joo,y WM (w — 2)

Vamos ver que a sucessao Qys(z) converge para 0. Como f é continua em C(0,r), é
ai limitada, isto é, existe K tal que |f(w)| < K para todo o w € C(0,r). Ainda para
w € C(0,r) tem-se |w| = r e, portanto, |w—z| > |w| — |z| = r—|z|. Vem entao, aplicando
o teorema sobre o médulo do integral,

1 Kz K| (M)M

< —2 =
@)l = o TG ) T v =

r

que — 0, porque |z| < r.

Logo, f(z) = Z a,z" . I
n=0

Observacgoes. 1 - Na demonstracao do teorema no caso de zy qualquer, o passo inicial
seria escrever

1 1 1

w—z_(w—zo)—(z—zo)_<w_zo)(1_ z—zo)

w — 2y

e o resto do raciocinio é analogo, substituindo z por z—zy e w por w—zy nos sitios
apropriados.

2 - Como z é arbitrario em B(zg, R), o raio de convergéncia da série é pelo menos R e a
sua convergéncia em B(zg, R) é absoluta, como vimos atras.

3 - Este teorema é falso para funcoes reais de variavel real. O exemplo classico é a funcao
f definida em R por f(t) = e se t #0 e f(0) = 0. Esta funciio é diferencidvel em
todo o R, nao ¢ a funcao nula mas a sua série de Taylor em 0 é a série nula.

O que é que se passa com a correspondente funcao de varidavel complexa definida por

f(z) = eV se z £ 0 e f(0) = 0?7  Exercicio: Verifique que essa fungao nao é
diferenciavel em 0, e portanto o teorema nao se aplica.
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E imediata a seguinte consequéncia do Teorema:

Corolario. Se f for uma fun¢ao diferencidvel num conjunto aberto A C C, entdao f tem
deriwadas de todas as ordens em qualquer bola aberta contida em A.

Analisando a sequéncia do raciocinio, concluimos que os coeficientes a,, na série

f(z) = Z an(z — z)"

n=0
sao dados por
1
2m C(zo,r) (w - ZO)n+1
clo . R . . / (n)(zo) .
Como ja tinhamos visto que tém de ser iguais a T concluimos que
n!
|
() (5) = _ S —0.1.2
/ (ZO> 2mi /C(zo,r) (w _Zo)n+l v B

Escrevendo z em vez de 2y, podemos afirmar que, se f for diferencidvel numa bola aberta
B(z, R), se tem

|
() = S =0,1,2
7= o /cw) (w—zymt T TR

onde, pelo teorema da deformacao do caminho, podemos tomar para caminho de inte-
gracgao qualquer circunferéncia C(z,r) dentro da bola aberta B(z, R), isto é, com r < R.

Desta 1ltima observagao tira-se imediatamente o seguinte.

Teorema. Se f for diferencidvel numa bola aberta B(z, R) e se, tomando qualquer r < R,
K for um majorante dos valores de |f(w)| sobre a circunferéncia C(z,1), entdo tem-se,
para todo o n,
n n!K
fP @) < —

,,nn

Demonstragao. Tem-se

! ' K 'K
"_/ _fw) | ont K, nE g
C(z,r) (w

271 — z)ntl = 2m il rn

1) =

61



Corolario. (Teorema de Liouville) Se f for diferencidvel e limitada em todo o plano
complexo, tem de ser constante.

Demonstragao. Suponhamos que f é diferenciavel em todo o plano complexo e que é
limitada, isto é, existe K tal que |f(z)| < K para todo o z € C. Aplicando a estimativa
do teorema anterior no caso n = 1, obtemos
K
Viee [f/(z) < —.

r

Aqui 7 pode ser qualquer, porque o valor do integral acima, e portanto o valor de f'(z),
nao dependem de r. Tomando r arbitrariamente grande, vemos que f’(z) tem de ser 0, e
portanto f é constante. W

Observacao. Note-se que esta afirmacao é falsa para funcoes de varidvel real. Por
exemplo, as fungoes cos e sin sao diferencidaveis e limitadas em todo o R mas nao sao
constantes. Do mesmo passo concluimos que as fungoes cos e sin de variavel complexa
nao sao limitadas.

O Teorema de Liouville permite dar uma demonstracao quase instantanea do Teorema
Fundamental da Algebra.

Teorema. (Teorema Fundamental da Algebra) Seja p(z) um polindmio ndo constante
(isto €, de grau > 1) com coeficientes complexos. Entao p(z) tem pelo menos uma raiz
em C.

Demonstragao. Suponhamos que p(z) ndo tem nenhuma raiz em C. Entao a funcao

é diferenciavel em todo o plano complexo. Se provarmos que f(z) é limitada em C entéo,
pelo Teorema de Liouville, tem de ser constante e o mesmo acontece a p(z), em contradigdo
com a hipdtese.

Resta entao provar que f(z) é limitada em C. Suponhamos que o grau de p(z) é n. Entao
p(2) = apz" 4+ ap_12""' + - + a1z + ag, com a, # 0.
Tem-se

1 1

f(z) - - Ap—1 ai Qo
: )

p(2) Z”<an+ 4+t -+
2 Ak

e, portanto, |f(z)| — 0 quando |z| — +00. Como claramente f(z) é limitada em qualquer
bola centrada na origem, f(z) é limitada em todo o plano. B
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Exercicios

105.

106.

107.

108.

109.

(a) Prove que se uma fungao f(z) for diferencidvel numa bola entdo é ai primi-
tivavel. (Sugestao: f(z) é soma de uma série de poténcias.)

(b) Reciprocamente, prove que se uma fungao f(z) tiver uma primitiva F'(z) numa
bola entao é ai diferenciavel. (Sugestao: F'(z) é infinitamente diferencidvel.)

Ache a série de poténcias de z cuja soma é indique o circulo de con-

1—2z—22
vergéncia e mostre que os coeficientes a,, satisfazem ag = a; = 1, a2 = aps1 + ay.

(Diz-se que esta fungao é a “func¢ao geradora” da sucessao de Fibonacci.)

Ache a série de poténcias de z cuja soma é logy(1 + 2) e indique o circulo de con-
vergencia.

> —1)n+1
Prove que na bola B(1,1) se tem log,(z) = Z il (z—1)".
n
n=1

Desenvolva as seguintes fungoes em série de poténcias em torno dos pontos zy indi-
cados e em cada caso determine o raio de convergéncia:

720:1;

e?
1
]
z

22+5’Z0 ’
I S -0
z—3)(z+5) 7

(i) cosz?, =0
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110.

111.

112.

113.

114.

Se f for diferencidvel numa bola B(0, p) e for uma func¢do impar, mostre que no
desenvolvimento f(z) = g a,z" todos os coeficientes de indice par sao iguais a
zero. Prove um resultado andlogo para fungoes pares.

Seja f uma funcao diferencidvel numa bola B(0, p) e suponhamos que f satisfaz
f(2) = f(2z) para todo o z. Prove que, entdo, f é constante.

Calcule o integral/ 5 dz para os caminhos C(0,3) e C(1,3).

4 2(z—1)

z

Calcule / 6—5 dz.
c(0,1) #

Calcule os seguintes integrais:

1
(@) /C(l,r) (z — 1) de
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13 Teorema de Laurent

Vimos na secgao anterior que uma funcao diferencidvel numa bola aberta centrada num
ponto zg € ai soma de uma série de poténcias de z — zy:

o
E an(z — zo)"

n=0

E se f for diferenciavel numa bola centrada em zy excepto em 237

Definicao. Seja f uma funcdo. Dizemos que zo € uma singularidade de f se a funcao
nao for diferencidvel em zy. Dizemos que zg ¢ uma singularidade isolada de f se a
fungao for diferencidvel em B(zo, R) \ {20} para algum R > 0.

Vamos ver um interessante resultado que implica que, nas vizinhancas de uma singular-
idade isolada de uma funcao, esta continua a ser a soma de uma série de poténcias mas
admitindo poténcias de expoente negativo.

Teorema. (Teorema de Laurent) Seja f uma funcao diferencidvel numa coroa circular
aberta {z : Ry < |z — 2| < Ra} (onde Ry > 0 e Ry < 400). Entdo existem nimeros
complexos a,, n € Z, tais que, para todo o z nessa coroa circular, se tem

F& =L e+ Ll

Demonstragao. Tomemos z arbitrario na coroa circular indicada. Sejam r; e ry tais
que Ry <1 < |z — 29| < 19 < Ry e designemos por C e Cy as circunferéncias C'(zg,71) €
C(z0,72), respectivamente.

Seja p suficientemente pequeno para que a bola B(z,p) esteja dentro da coroa circular
definida por r; < |z — zo| < re. Pela férmula integral de Cauchy tem-se

z :L de
£ '/<;<z,p>

21 w— Z
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Unamos um ponto P de C5 a um ponto de C; por um caminho 7 e consideremos o caminho
fechado Cy U 7 U au K (comegando e acabando em P).

Pelo Teorema da deformacao do caminho, tem-se

[ A, fw)
Clzp) W 2 couru Oy UST W — 2

[ fw) [ S [ fw)
CoUtU

LT w— 2 oy, W—2 o, W—2Z

Y

donde

_ 1 fw) . 1 [ flw)
f(z)_%/@w—zdw QWi/Clw—zdw'

Repetimos agora o raciocinio do primeiro teorema da seccao anterior para estes dois
integrais. No primeiro, a analogia é completa: escrevemos

I 1 B 1
w—z (w—20) — (2 —20) (w — z0) | 2T %
w — 2y
Z— 20

e aparece-nos a soma de uma série geométrica de razao

, que tem moédulo < 1
w — 2y
porque |z — zy| < ro e para w € Cy se tem |w — 2| = 7.
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No segundo integral escrevemos

1 _ 1 _ 1 _ 1
w—2 z—w  (z—z)— (w—z) (2_Z0)<1_w—zo)

zZ— 20

w — 2o

e aparece-nos a soma de uma série geométrica de razao , que tem modulo < 1

zZ — 20
porque |z — zy| > r; e para w € C] se tem |w — 2| = 77.

O resto do raciocinio decorre de forma totalmente andloga, obtendo-se no final para os
coeficientes ..., a_o, a_q, ag, a1, Ao, ... as expressoes
1 f(w)

Ay — —

———d €z
2m C(zo,r) (w - ZO)n—H v (n )

onde r nao depende de z e pode ser qualquer entre R, e Ry. Em particular, tem-se

1
1=~ f(w) dw. Note-se que estes coeficientes sé dependem de f e de zo. B
Uy C(zo0,r)
Definicao. A soma de séries + an(z — 2 or vezes abreviada para
G ; ) HZ:O 0)" (p p

[e.9]
g a,(z — 29)" ) chama-se a série de Laurent de f na coroa circular dada.

n=—oo

~ - . - (n) .
Observacao. Neste contexto nao fazem sentido as expressoes ! n$Z°) para os coeficientes,
porque zy é uma singularidade de f. Ainda assim, a série de Laurent de f numa dada
coroa circular centrada em zy € Unica.

Suponhamos que também se tinha

f(Z):Z(Z_ZO —|—Zb (2 — 20)"

n=1

ou, destacando uma parcela na primeira série,

= by, b_y
:Z(z—zo)" z—zo+zb (2= 20)"

n=2 n=0
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E simples ver que estas duas séries sao primitivaveis na coroa circular, pelo que os
seus integrais ao longo de C'(zg, ) sdo nulos (onde Ry < r < R»). Logo, temos

b_
/ f(z)dz = / L dz=2mib_,
C(z0,r) C(zo,r) # — 20

e portanto b_; = a_; (apenas mudamos a letra usada para a varidvel de integracao). Para
os outros indices basta multiplicar f(z) por poténcias de z— z; e repetir este procedimento.
f(z)

Z — 20

Por exemplo, com f(z)(z — zy) obtemos b_s = a_y. Com obtemos by = ay. Etc.
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Exercicios

115. Ache as séries de Laurent das seguintes fungoes nas coroas circulares indicadas:

1 1
(a)Z"" 0<’Z‘<OO, (b)m, 0<|Z—3‘<OO,
zZ _
1 . e*
(c)22+1, 0<|z+1] <2 (d);, 0 < |z| < oo;
1
1z 0 ' ) —— 0 1 0 —1] < 1.
(e) e, 0 < |z] < oo ()Z<1_Z), <lzl<1l e 0<|z—1|<

116. Determine as quatro primeiras parcelas da série de Laurent da funcgao na

2
Z —_—
coroa circular 0 < |z — 1] < 2.
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14 Classificacao das singularidades isoladas. Residuos

Definicao. Seja zy uma singularidade isolada de uma funcgao f. Se na série de Laurent

E an (2 — 20)" houver apenas um nimero finito de coeficientes a,, comn < 0 que sejam
n=-—00

nao nulos, zy diz-se um poélo de f.
Se

_ w0 _
f(z)_(z—zo)m+ +Z_z0+ao+a1(z 20) +

com a_,, # 0, diz-se que 2y € um polo de ordem m. Os pdlos de ordem 1, 2, 3 chamam-se
simples, duplos, triplos.

Teorema. zy € um polo de ordem m de [ se e so se, nas vizinhancas de zy, for possivel
escrever

() = 2

(z — z9)™
com g uma fungdo diferencidvel em zy e suas vizinhangas, e satisfazendo g(zy) # 0.
Demonstracgao. Isto é consequéncia de que uma funcao é diferencidvel em zy e suas

vizinhangas se e sé se for soma de uma série de poténcias de z — 2y (com expoentes nao
negativos).

Definicao Seja zy uma singularidade isolada de uma fungao f. Se na série de Laurent
o0

E an(z — 29)" todos os coeficientes a,, com n < 0 forem iguais a zero, zy diz-se uma
n=-—00

singularidade removivel ou aparente de f.

Observacao. Se z; for uma singularidade removivel de f, a singularidade pode ser
“removida” definindo f em zy por f(z) = ao.

Definicao. Seja zy uma singularidade isolada de uma func¢ao f. Se na série de Laurent

E an(z — 2z0)" houver um nimero infinito de coeficientes a,, com n < 0 que sejam nao
n=—oo

nulos, zg diz-se uma singularidade essencial de f.
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Definicao. Sendo zy uma singularidade isolada de f, o coeficiente a_q de
Z—Z0
de Laurent de f chama-se residuo de f em z, e denota-se por Res(f; zo).

Observacoes.

1. Se zp for uma singularidade removivel de f, é 6bvio que Res(f;29) = 0.

2. Se zy for um pdlo simples de f tem-se

Res(f; z0) = [(z — 20).f(2)] =2

isto é, escrevendo

tem-se

Res(f; 20) = g(20) -

3. Mais geralmente, se zg for um polo de ordem m de f tem-se

1

Res(f;20) = (e — o)™ SR

isto é, escrevendo

tem-se
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Exercicios

117. Cada uma das seguintes fungoes tem uma singularidade isolada em zy = 0. Em cada
caso, diga se se trata de um pdlo e, se for, indique a sua ordem.

W5 w5 (@ 5 (©) -
O @ W I e 0) 5
Wt 02 S waa (L) @S

118. Calcule:

< ;1) ; (h) Res (e'/*;0) ; (i) Res

/m\ VR
E
VR
N | =
~
=
~~_

() Res (m—ﬂgﬂ); (k) Res (;_0—8:/4 w/4> (1) Res

(m)Res(m;@ (0 #£ a € R); (n)Res( apiit) (0£aER).

1
(O) Res (m, 0) .

119. Se zy for singularidade isolada de f; e de fo, prove que também o ¢é de f; + fo e
tem-se Res(f1 + f2;20) = Res(f1; z0) + Res(f2; 20)-
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120. Prove que, se z, for pélo simples de f;, e fy for diferencidvel numa bola B(zy, R),
entao Res(f1fe;20) = fa(z0)-Res(f1; 20). Mostre que o mesmo nao se passa neces-
sariamente se zy for pélo de f; de ordem > 1.

121. Sejam f e f, diferencidveis em B(zg, R) e suponhamos que fi(29) # 0 e que fo(2) =

/ ~ fl. o fl (ZO)
0 e fi(z) # 0. Prove que, entao, Res (E, zo) = F(a)
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15 Teorema dos residuos

De onde vem a importancia dos residuos? Recorde-se que, na série de Laurent de uma
funcao f(z) num conjunto do tipo B(zg, R) \ {20}, temos as seguintes expressoes para os

coeficientes: |
anz—./ LG -dz (neZ),
21 C(z0,r) (Z — Zo)nJr

onde 0 < r < R. Estas expressoes nao sao uteis para calcular os coeficientes. Pelo
contrario, sao mais uteis lidas da direita para a esquerda, como forma de calcular integrais
(no caso de conhecermos a série de Laurent por outros meios). Em particular, no caso
n = —1, somos conduzidos ao seguinte resultado.

Teorema. Seja zg uma singularidade isolada de uma funcao f, isto €, f € diferencidvel
em B(zy, R) \ {#0} para certo R > 0. Entdo, sendo r < R, tem-se

/ f(2)dz = 2mi - Res(f; 2p) .
C(z0,7)

Daqui deduzimos o teorema mais geral sobre integracao estudado nesta disciplina.

Teorema. (Teorema dos residuos.) Seja f uma funcgdao diferencidvel num conjunto aberto
A CC. Seja vy um caminho fechado em A. Suponhamos que as singularidades que f tem,
dentro de vy, sao zi, 22, ..., %,. Entao

/f(z) dz = 2mi - Z Res(f; zx) -
gl k=1

Demonstragao. Tracemos p pequenas circunferéncias dentro de  centradas nas singu-
laridades z1, 22, ..., 2p. Chamemos C1,Cy, ..., C, a estas circunferéncias.

Unamos 7 a estas circunferéncias por caminhos 7, 73, . . ., 7, conforme indicado na figura.
Consideremos o caminho fechado v U 7 U ﬁlu 7<T Um U @U % U---umnU @U ﬁ,.
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Pelo Teorema de Cauchy, o integral de f ao longo deste caminho fechado ¢ 0. Mas
o mesmo integral é igual a

/f(z)dz — Z ; f(2)dz

ou seja, pelo teorema anterior, € igual a

/f(z)dz - 27?2'-2 Res(f; zx)

v k=1

o que prova o teorema. W
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Exercicios

122. Calcule:

241
a dz;
(@) /0(1,3) (z+1)(z—1)°
sinz
b / —dz;
(b) C(0,2) 2(z—1)

VA
(©) / dz:
C(3,1) 22 +1

1
(d) /cu,l) CERVCENE

z 1 1
(e) /Wﬁ dz onde v é, sucessivamente, C' (O, 5) , C (1, 5) , C (1, g) :

2
(f) / % dz para todos os valores possiveisde r, 0 <r <2e2 <r <
cor 2(2% +4)

dz;

1
() / — dz;
1
h / dz;
(b) c(-1,yy (1=2)°

z
i ——dz;

i 2Ve% dz (r :
() /C(O’T)<1+ Je/= dz (r > 0);

1
(k) / T dz, onde vy é a curva constituida pelo segmento [—r,r] seguido da
z
gl

semicircunferéncia re”, 0 <t < (r > 1).
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16 Aplicacoes do Teorema dos residuos ao calculo de
integrais de funcoes de variavel real

Definimos o integral de f ao longo de um caminho + : [a,b] — C como sendo o nimero
complexo

lf(Z)dz = /abf(’y(t)).fy’(t) dt.

Mas, para caminhos fechados, aprendemos um resultado tao forte (o teorema dos residuos)
que podemos ler a igualdade ao contrério

b
/ F((0) (8) dt = / f(2)dz

e usa-la para calcular integrais de funcoes de uma variavel real, desde que consigamos
escrever a funcao integranda na forma f(y(t)).7/(t) para algum caminho fechado 7 definido
em [a, b].

Um exemplo interessante é o de uma fungao integranda que contenha cost e/ou sint,
sendo o intervalo de integragao [0, 27]. Como se tem

cit 4 it oit _ it
cost=—— e sint = ————,
2 21

tomando para v o caminho fechado e®, t € [0,27] conseguimos transformar o integral
pedido num integral ao longo da circunferéncia C(0, 1), que podemos calcular usando o
teorema dos residuos.

Concretamente, tem-se o seguinte:

Se ¢ (x,y) for uma fungao racional, tem-se

2 2 ity it it it
_ 1
/ Y (cost,sint) dt = / Y € te , —— — e dt
0 0 2 21 1€t
_ / w(z%—zl?z—.zl).idz
C(0,1) 2 21 1z

p
= 2mi- Z Res(f; zx)
k=1

onde 21, 29, ..., 2, sao as singularidades que a funcao
2427t z—271\ 1
z) = ) - -
f(z) 4 ( 2 21 ) 1z

tem dentro da circunferéncia C(0,1).
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Outra aplicacao interessante do teorema dos residuos encontra-se no calculo de certos
integrais improprios. Vamos ver apenas dois exemplos muito simples.

x
O primeiro exemplo é o de uma funcao racional ]%
q(x

numa varidvel real z, com ¢(x) sem raizes reais e graug(zr)—graup(z) > 2. Nesta
situagao sabemos que o integral impréprio

e

s q(x)

, onde p(x) e g(x) sdo polindémios

é convergente e ¢ igual a

+R
lim ]Lx) dz .
R—+oo | p q(7)

2

Estendamos a funcao integranda ao plano complexo e calculemos o integral

/qu%dz

onde v é o caminho indicado na figura:

>
-R R

z
Como m ¢ uma funcao racional, tem um numero finito de singularidades. Sendo R

q(2)

suficientemente grande para que v deixe do lado de dentro todas as singularidades que
estao no semi-plano acima do eixo real, temos

Afﬂdz - 2W;R(Z<_§)

q(z)
. . - p(2) , .
onde z1, 29, . . ., 2, 580 as singularidades que a fun¢do —— tem no semi-plano {z: Imz>0}.

q(2)

2 Note-se que este tipo de limite (s vezes chamado “valor principal de Cauchy” do integral impréprio)
“+oo

pode existir sem o integral impréprio ser convergente. Pense-se por exemplo no integral / z dx.

— 00
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Mas tem-se
/Mdz—/ﬂ%wdx—l—/@dz,
5 4(2) “r q(x) s 4(2)
onde ¢ é a semi-circunferéncia Re®, t € [0,27]. O valor do integral / % dz nao
Y
depende de R, desde que este seja escolhido suficientemente grande, como indicado atréas.
#p(z)

q(z)
z)

Como graugq(z)—graup(z) > 2, quando |z| aumenta a funcdo aproxima-se de

22p(

q(2)

constante K > 0. Assim, para z sobre o caminho ¢ e R suficientemente grande, tem-se

uma constante. Logo, para |z| suficientemente grande, tem-se < K para alguma

po)| K
q(z)| — R?
Segue-se que
p(2) K 7K
——dz| <7mR — = —
[,q(z> TR TR

Em conclusao: )
—+o00
/ %d:}:z?ﬂi-g RGS<M;Z]€)
T

—00
o : - p(2) , .
onde 21, 22, . . ., 2, 820 as singularidades que a fun¢gdo —— tem no semi-plano {z: Imz>0}.

q(2)

Exactamente da mesma forma prova-se que, se p(z) e ¢(z) forem polinémios, com ¢(x)
sem raizes reais e graug(x) — graup(x) > 2, tem-se

/m it P o i Res (eiz 1&;;%)

oo q(x) — q(z

. p(2

Lz p_( ) tem no
q()

semi-plano {z : Imz > 0}. Tomando a parte real e a parte imaginaria, podemos assim

calcular integrais improprios do tipo

+o00 +o0
/ cosT @ dr e / sin x M dz.

. q(z) 0 q()

onde, tal como atras, 21, 22,...,2, sao as singularidades que a funcao e

H&4 muito mais exemplos de aplicacao do teorema dos residuos ao calculo de integrais
improprios.
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Exercicios

123. Usando o teorema dos residuos, calcule:

27 1
dt;
(&) /0 2+ cost
2w 1
b — dt;
()/0 (2+cost)?
(c) / T _cos(3) dt;
o H—4dcost
2w 1
d dt;
(d) /0 3— sint

27 1
— dt.
(€) /0 (3 — sint)?
124. Calcule:
+o00 2
@ [ e

o Th+1

400 1
(b) / po rs

o0

+o0 T

() /_ o @122+ 9) dz;
“+oo :EZ

() /0 i
+o0 ei;r

(¢) /OO a:2—|—1d$’

+o00
(f) / cosr
0

2 +1
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17 A transformada-z

Definicao. Seja ug, uq,us,... uma sucessao qualquer de niumeros reais ou complezos.
Define-se a transformada-z da sucessdao (u,) como sendo a fun¢ao de varidvel compleza

= U U
U(z):Zunz’":uo—l—;l—l—Z—;—i-....
n=0

Notagao: U(z) = Z[(uy)].

Observacao. A funcao U esta definida e é diferenciavel para os valores de z para os quais
a série — que é uma série de Laurent — converge. E simples ver (considerando a varidvel

w = —) que o conjunto de tais valores de z é, salvo casos extremos, necessariamente da

forma {z : |z| > R} para algum R > 0, mais eventualmente pontos da fronteira.

Exemplos. (a) Z[(1,a,a? a%,...)]= o (para |z| > |a]), onde a € C\ {0}.

z

(b) Z[(0,1,2,3,...)]:m

(para |z| > 1).

Propriedades simples. 1 - A transformacao (u,) — Z[(u,)] ¢ linear, como fungao entre
espacos vectoriais de sucessoes e de funcoes.

2 - Sendo U(z) a transformada-z da sucessao (u,,), é simples ver que
Z(uns1)] = 2U(2) — uoz

Z[(Uny2)] = 22U(2) — upz® —urz

ete.

Observacao. Usando o teorema dos residuos, é possivel inverter a transformada-z, isto
é, achar a sucessao (u,) a partir da fungdo U(z), como se vé a seguir.

Teorema. Para qualquer n € Ny, tem-se, pela expressao vista atrds para os coeficientes

das séries de Laurent, que
1
U, = — [ 2" 'U(2)dz
2mi ),
onde vy é um caminho fechado dentro do qual estiao as singularidades de U(z). Logo, u,
¢ igual a soma dos residuos da fungao 2" U (2) nas suas singularidades.
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Observacao. A transformada-z pode ser usada para achar o termo geral de sucessoes
definidas por recorréncia linear. A técnica consiste em aplicar Z a relacao de recorréncia
e usar a linearidade e as propriedades relativas a Z[(u,4p)]. Obtém-se uma equacdo
algébrica em U(z), que se resolve para obter U(z), e no fim inverte-se a transformada
para obter a sucessao desejada.

Vejamos esta técnica aplicada a sucessao de Fibonacci, definida por ug = 1, uy = 1 e
Upto = Unpi1 + U, para todo o n € N.

Vamos determinar U(z), a transformada-z da sucessao de Fibonacci.

Aplicando a segunda propriedade acima vista a relacao de recorréncia que define a sucessao
de Fibonacci, e usando a linearidade, obtemos

2U(2)— 2> —2=2U(2) — 2+ U(2),

uma vez que ug = 1 e u; = 1. Segue-se que

22 22

U(Z):ZQ—Z—lz(Z—CID)(Z—\IJ)7

145 1-+5

onde & = e U=

sao as raizes do denominador. Ambas sao poélos simples

de 2" U (2). 2Calculemos os respectivos residuos:
Res(z"1U(2): ®) = —— . Res(z"U(2); ¥) = — |
o — v v—o
Como & — ¥ = \/5, tem-se
u, = 1 (& — )

V5

que ¢é o termo geral da sucessao de Fibonacci.
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Exercicios

125.

126.

127.

128.

129.

Prove que se tem Z[(a")] = & (para |z| > |a|). Em particular, Z[(1)] = Zl
z—a z—

(para |z|>1).

Prove que Z[(n)] = (para |z] > 1).

(-1

Usando residuos, calcule a transformada-z inversa das seguintes fungoes:

1 I 1 22 z

(a) 2 _ 7 ; (d) m; (e)

Usando transformadas-z, determine (u,) sabendo que
(a) Upp2 — Upy1r — U, =0, wg=wu; =1 (sucess@o de Fibonacci).

(b) Upio =4upig — 3wy, u =0, wu; =4

(a) Sendo (u,) e (v,) sucessoes, a sua convolugao (u,) * (v,) é a sucessao (w,)
definida por

Prove que Z[(u,) * (v,)] = Z[(un)].Z[(v,)] -

2

22—4, determine (w,) tal que Z[(w,)] = W(z) por dois pro-
Z p—

(b) Sendo W (z) =

CEeSSs0s:

i. usando o teorema dos residuos;

ii. calculando a convolugao (uy,) * (v,), onde Z[(u,)] = & 5
Z j—
z
Z|(v,)] = .
()] =
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18 A transformada de Laplace

Defini¢ao. Seja f uma funcao de varidvel real continua em [0, +00[. Define-se a trans-
formada de Laplace de f como sendo a func¢ao

F(s) = /0+0<> ft)e®tdt.

Notagao: F(s) = L[f(¢)].

Observacoes. 1. F' ¢ definida para os valores de s para os quais o integral converge.
O conjunto de tais valores é geralmente definido por uma condicao da forma s > s* para
algum s* (ou Res > s*, se quisermos admitir valores complexos para s).

2. Supomos que f e as suas derivadas tém as propriedades necessarias para cada raciocinio.

Propriedades simples. 1 - A transformacao f — L[f] é linear, como funcao entre
espagos vectoriais de fungoes.

2 - Sendo F(s) = L[f(t)], tem-se
LIf'(t)] = sF(s) = f(0)
LIf"(t)] = s"F(s) — sf(0) = '(0)

ete.
at 1 z .
Exemplos. (a) L[e*]=—— (para s > a), onde a é um numero real.
s—a
n n!
(b) L[t"|= pEs) (para s > 0).

Observacao. Usando o teorema dos residuos, é possivel inverter a transformada de
Laplace, isto é, achar a funcao f a partir da funcao F', como se vé a seguir, omitindo os
pormenores.

Teorema. FEstenda-se a funcio F ao plano complexo e suponhamos que F(z) € uma
funcgao diferenciavel em C excepto num numero finito de singularidades. Entao tem-se

£ = - / ¢ F(2) dz

= om

onde vy € um caminho fechado dentro do qual estdo as singularidades de F(z). Logo, f(t)
¢ igual a soma dos residuos da fungio e F(z) nas suas singularidades.

Omitimos a demonstracao deste teorema.

84



Observacao. A transformada de Laplace pode ser usada para resolver equacoes difer-
enciais lineares (problemas de valor inicial). A técnica consiste em aplicar L a equagao,
usar a linearidade e as propriedades relativas a £[f®)]. Obtém-se uma equacdo algébrica
em F'(s), que se resolve, e no fim inverte-se a transformada para obter a fungao desejada.

Observacao facultativa. O resultado sobre a inversao da transformada de Laplace
obtém-se a partir da relagdo entre esta e a transformada de Fourier: sendo f(¢) uma
funcao de dominio R, a sua transformada de Fourier é

“+o0o
olw) = ft)e ™dt , weR
supondo que o integral existe qualquer que seja w € R. Escrevemos F|[f(t)] = p(w).

A transformagao F é linear, tem propriedades andlogas a £ e pode também ser usada
para resolver certos tipos de equacoes diferenciais.

Seja agora f(t) definida em [0, +00] e consideremos a sua transformada de Laplace F'(s) =
0+°o f(t)e *'dt mas com s € C. Estendamos f a R definindo f(¢t) = 0 para t < 0.
Escrevendo s = o + iw, é 6bvio, tendo em conta a definicao da transformada de Fourier,

que

LIf(1)] = F[f(t)e™]
e portanto a transformada de Laplace pode descrever-se em termos da transformada de
Fourier.

E possivel inverter a transformada de Fourier, isto é, achar a fungao f(t) a partir da
funcao ¢(w). O teorema fundamental sobre essa questao afirma que

0 -5 [ T o)t

g % .
Este resultado, tendo em conta a relagao entre a transformada de Fourier e a transformada
de Laplace, permite inverter esta tltima, obtendo-se

1 [t

ft)e " = F(s)e™'dw

2r )

donde, recordando que s = 0 + iw,
1 [T
F0) = 5 /_  Pletd.

Este integral impréprio calcula-se usando o teorema dos residuos de forma analoga a dos
integrais referidos na secgao 16, obtendo-se finalmente a formula acima referida

f(t) = QLWZ/ F(2)e*dz.
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Exercicios

130.

131.

132.

133.

134.

135.

1
Sendo a € R, prove que L[e%] = (para s > a)
s—a
n n!
Prove que L[t"] = e (para s > 0).

Usando residuos, calcule a transformada de Laplace inversa das seguintes funcgoes:
1 1 1 52 S
: : : d —>— . — .

Usando transformadas de Laplace, determine f satisfazendos
(a) f(t) = 3f'(t) + 2f(t) = 67", f'(0) =3, f(0) =

(b) f'(t) +2f(t) =€, f(0) = 1.

(c) f"(t) +4f'(t) +3f(t) = 6e™, f'(0) =1, f(0) =

(d) f(t) —4f(t) =0, f(0) =1, f(0) =

(e) f'(t) + f(t) = €', £(0) = 0.

Sendo f e g fungdes continuas em [0, +o0[, a sua convolugao f * g é a fungao h

definida por
/ flz)g(t — x)

Prove que L[f x g| = L[f].L

1
Sendo H(s) = T determine h(t) tal que L[h(t)] = H(s) por dois processos:
s2(s —
(a) usando o teorema dos residuos;
1 1
(b) calculando a convolugdo f x g, onde L[f(t)] = — , L[g(t)] = T
s s —
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19 Zeros de funcgoes diferenciaveis

Definicao. Seja A um subconjunto de C seja f : A — C uma funcao. Seja u um ponto
de A. Dizemos que u é um zero de f se f(u) = 0.

Seja u um zero de f e suponhamos que f é diferenciavel e nao nula numa bola aberta
centrada em u. Entao, nessa bola, f(z) é a soma de uma série de poténcias de z — u:

f(z) = Z an(z —u)".

n=0

O coeficiente ay é igual a f(u) e portanto é igual a 0. Designemos por m o indice do
primeiro coeficiente que é nao nulo (como f nao é a fungao nula, os coeficientes nao sao
todos nulos).

Definicao. Seja w um zero de f. Se na série f(z)zz an(z —u)" se tiver
n=0

ap=a1=ao=-""=0p_1=0 € a,#0

dizemos que u € um zero de ordem m de f (também se usa a palavra multiplicidade).
Sem =1,2,3, u diz-se um zero simples, duplo, triplo de f.

A ordem de um zero de f pode caracterizar-se de varias maneiras.

Teorema. As trés condigcoes sequintes sao equivalentes:
(a) u € um zero de ordem m de f.

(b) Nas vizinhangas de u, f pode factorizar-se na forma f(z) = (z — u)™ h(z), com
h diferencidvel nessas vizinhangas e h(u)#0.

(c) flu)=f'(u) = f"(u)=---=f"D(u)=0 e f™(u)#0.
Demonstracgao. Se u for um zero de ordem m de f, tem-se, na bola em causa,
f(2) = am(z — )™ + apmyr(z — )™+ = (2 — )" [a + Qmpr(z —u) + .. ]

isto é, f(z)=(z—u)™ h(z) com h diferencidavel na mesma bola e h(u) #0, porque h(u) = a,,.
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Reciprocamente, se f(z) = (z —u)™ h(z), com h diferencidvel numa bola centrada em u,
e h(u) # 0, entdo u é obviamente um zero de ordem m de f.

oo

Como os coeficientes na série f(z)= Z an,(z —u)" sdo dados por a, =
n=0

equivaléncia entre (a) e (c). B

Da factorizacdo f(z) = (z —u)™ h(z) tiramos uma consequéncia importante.

Teorema. Desigmenos por Zy o conjunto dos zeros de f. Se f nao for a funcao nula e
u for um zero de f, entao u € um ponto isolado de Zy, isto €, nas vizinhancas de u ndao
ha nenhum outro zero de f.

Demonstragao. Suponhamos que a ordem de u é m. Temos f(z) = (z — u)"™ h(z) com
h diferencidvel nas vizinhangas de u e h(u) # 0. Como h é diferencidvel, é continua.
Logo, como h(u)#0, existe uma vizinhanga de v onde h(z)#0. Logo, nessa vizinhanga
de u, f nao tem nenhum outro zero. B

[sto tem uma consequéncia imediata:

Corolario. Se u for ponto de acumulagao de Zy (e portanto também um zero de f) numa
bola centrada em u, f tem de ser a funcao nula nessa bola.

Esta observagao pode ser generalizada com o resultado seguinte.

Teorema. Seja A um subconjunto aberto conexo de C. Seja f : A — C uma fungao
diferencidvel. Se Zy tiver um ponto de acumulagao em A, entao f tem de ser a fungao
nula em A.

Demonstragao. Seja u € A um ponto de acumulacao do conjunto dos zeros de f em
A. Como A é aberto, existe uma bola B(u, R) contida em A. Pelo coroldrio anterior, f
tem de ser a funcao nula nessa bola e, portanto todas as derivadas de f se anulam em u.
Denotemos por GG o conjunto dos pontos de A onde todas as derivadas de f se anulam.
Vamos ver que G = A, o que implicara que f é a fungao nula em A.

Como vimos, G # &, pois u € G. Suponhamos que G # A. Vamos ver que G e A\ G
sao ambos abertos. Comecemos por G. Seja v um ponto qualquer de G. Como A é
aberto, existe uma bola B(v, R) contida em A. Nessa bola, f(z) é a soma de uma série
de poténcias de z — v e os coeficientes sao %f(”) (v), logo sao todos zero porque v € G.
Logo f ¢ a fungao nula em B(v, R) e portanto essa bola estd contida em G, que é assim
aberto. Passemos a A\ G. Seja w um ponto qualquer de A\ G. Entao existe k tal que
f®(w) # 0. Como f®(w) é continua, existe uma vizinhanga de w onde f*)(z) # 0. Isto
é, existe uma bola centrada em w totalmente contida em A\ G. Logo, A\ G ¢ aberto.
Como G e A\ G sao abertos e sdo nao vazios e disjuntos, formam uma desconexao de
A, o que contradiz a hip6tese de que A é conexo. W
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Corolario. (Teorema da unicidade.) Se duas fungoes f e g diferencidveis num aberto
conexo A tiverem os mesmo valores num conjunto que tem um ponto de acumulagdo em
A, entao tém de ser a mesma funcao.

Demonstragao. Basta aplicar o teorema anterior a funcao f —¢g. W

Estes resultados sao falsos para funcoes de uma varidvel real. Pense-se por exemplo na
seguinte funcao de R em R:

f(gc):{o2 sex <0

T sex >0

A funcao f é diferencidvel em R e Zy = R;. Todos os pontos de Z; sao pontos de
acumulagao mas f nao é a fungao nula.

O teorema de unicidade diz uma coisa extraordinaria. Sendo A C C aberto conexo, uma
funcao diferenciavel f: A — C é determinada pelos valores que toma num conjunto que
tenha um ponto de acumulagao em A. Esse conjunto pode ser por exemplo uma curva,
ou uma bola.
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Exercicios

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

Determine a ordem de todos os zeros da funcao sin z.
. ~ 2 .
Determine a ordem do zero u = () para as fungoes 2> (ez — 1) e 6sin23+23(25-6).

Determine a ordem de todos os zeros das seguintes fungoes:
(a) 22+ 9; (b) zsin z; (c) (1 —e*)(2? —4)3; (d) 1 — cos z;

(e) (22 — 7?)%sin z; (f) sin® 2; (g) sin 2% (h) (z = 1)(1 —e*1).
Determine todas as fungoes f diferencidveis em C tais que f(z) = e* para z € R.

Usando o teorema da unicidade, prove que cos? z 4 sin® z = 1 para qualquer z € C.

1
Existe alguma funcao f diferencidvel nas vizinhancas de 0 que satisfaga f (—) =
n

1

1
f(——) =—; para todo o n € N?
n n

.. (1 e
A funcao sin (— tem uma sucessao infinita de zeros que se acumulam no ponto 0
z

mas nao € a fungao nula. Porque é que isto nao contradiz o teorema da unicidade?

Sejam f e g fungdes diferencidveis num aberto conexo A. Prove que, se f(2)g(z)=0
para todo o z€ A, entdo f ou g tem de ser a funcao nula.

(Na linguagem da Algebra, isto significa que o anel das fungoes diferencidveis em A
¢ um dominio de integridade.)
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20 Teorema de Rouché

Nesta secgao vamos ver aplicagoes interessantes de resultados anteriores.

Suponhamos que u é um zero de ordem m de uma fungao diferenciavel f. Entao,
como vimos na secgao anterior, tem-se, nas vizinhangas de u, f(z)=(z —u)™h(z), com
h diferencidvel nessas vizinhancas e h(u)#0. Segue-se que

f'(z) =m(z =)™ h(z) + (2 — u)"H(2)

donde
) m WG
f(z)  z—u h(z)
W(z) . y .
e hz) é diferenciavel em u e nas suas vizinhancas. Logo,
z

Res (£50) = m.

Com um raciocinio analogo concluimos que, se u for um pélo de ordem m de f, entao

Res (4150 = <an.

Daqui tira-se imediatamente, usando o teorema dos residuos, o seguinte:

Teorema. Seja A um conjunto aberto e seja v um caminho fechado em A. Seja f uma
funcao diferencidvel em A, nao nula em {v} e cujas singularidades dentro de y sao todas
polos. Designemos por Ny o nimero de zeros de f dentro de v e por Py o numero de
polos de f dentro de v (todos contados com as suas multiplicidades). Entdo

L [rE,
%[/ f(z)dZ—Nf—Pf.

Corolario. (Teorema de Rouché) Seja A um conjunto aberto e seja~y um caminho fechado
em A. Sejam [ e g funcgoes diferencidveis em A e dentro de . Se, para todos os pontos
z de {v}, se tiver

l9(2) = F()| < |F(2)],

entao f e g tém o mesmo numero de zeros dentro de 7.

Demonstragao. Ponhamos F(z) = ?z) Entao os zeros de F' sao os zeros de g e os
z

polos de F' sao os zeros de f. Portanto, tem-se

Ng— Pp = N, — Ny.
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Assim, para provar o Teorema de Rouché, bastara, conforme o teorema anterior, mostrar

U
que / F(( )) dz = 0. Calculemos entao esse integral, supondo o caminho 7 definido no
z
.

intervalo [a, b]. Tem-se

G PG (Fey)()
/7F<z> dz‘/a F(v(t))””dt‘/a Foni) ™

A hipétese diz que, para todos os pontos z de {7}, se tem

|F(z) — 1| <1, ousea |F(y(t))—1] <1 paratodosost € [a,b].
Logo, a imagem do caminho F' o~y estd contida na bola B(1,1). Continuando, temos
F’ 1
/ (2) dz = / —dz
o F(Z> Fory z

e este ultimo integral é nulo, pelo Teorema de Cauchy, porque, como vimos, 0 esta fora
de FFoy. I

O Teorema de Rouché permite determinar o nimero de zeros de fungoes diferenciaveis
dentro de caminhos fechados, comparando-as com outras mais simples. Nesse espirito,
conseguimos obter uma nova prova do Teorema Fundamental da Algebra:

Teorema. Seja g(z) um polindmio de grau n (com n > 1) de coeficientes complexos.
Entao g(z) tem n raizes em C.

~1
2P a2V A+ ag.

Demonstragao. Ponhamos, sem perda de generalidade, g(z) =
=2z". Temos

Vamos aplicar o Teorema de Rouché as funcoes g(z) e f(z)
|g(2) - f(2)| = ‘alzn_l 4+t an’
donde, para z # 0,
lg(z) — f(=)|
|7(2)]

Ora isto tende para 0 quando |z| aumenta. Assim, para |z| suficientemente grande,
digamos |z| > R, tem-se

aj an
A F Al

ai (079
A FA

<1,

isto é, |g(2) — f(2)| < |f(2)|. Logo, pelo Teorema de Rouché, g(z) tem o mesmo nimero
de zeros que z" em B(0, R) e esse numero é n. B
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Exercicios

144. Para cada um dos seguintes polinomios, determine, usando o Teorema de Rouché,
o numero de zeros que tem na regiao indicada:

2=324+1 (2| <1)
2T=5244+22-2 (]2 <)
2 —12242 (2] <2)
A4 -4+l (1<|2]<2)
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21 Solucoes de alguns dos exercicios

8. b) A primeira condigio é equivalente a |z — 1|> < |z + 1]2. Agora use-se o ex. 6.a e b.

a) 5 cis(m)

b) 5 cis(m/2)

c) V2.2 cis(—3m/4)
d) 2 cis(7/3)

e) 6 cis(m/6)

f) v/2.2 cis(57/12)

10. —1/2 —i/3/2

11. Consequéncia de que (14 1)/(1 — i) =i = cis(7/2)

12. a) 1,cis(27/3), cis(—27/3)
b) —1,cis(7/3), cis(—m/3)
c) cis(m/4), cis(—3m/4)
d) cis(mw/4), cis(37/4), cis(—m/4), cis(—37/4)
e) 2Y/4cis(/8), 21/ 4cis(57/8), 2/ 4cis (97 /8), 21/ 4cis(137/8)
f) cis(2km/n),k=0,1,...,n—1

13. /2. 2cis(37/12), v/22cis(117/12), v/2 2cis(197/12)

15. a) 22+ 1= (2 —i)(z+1)
b) 2t —1=(z—-1)(2+1)(z —i)(z +1)
c) 22 —22+5=(2—1-2i)(2 — 1+ 20)

16. 2t +4 = (22 — 22 +2)(22 + 22 + 2)

94



17. cos20 = 2cos? 6 — 1
cos 30 = 4cos® 0 — 3cosh
cos40 = 8cos* 0 — 8cos?h + 1
cos 50 = 16 cos® § — 20 cos® @ + 5cos d
cos 60 = 32cos% 0 — 48 cos* @ + 18 cos? 0 — 1

24. B(2i,3v/5)

34. a) Desconexo. As duas bolas indicadas formam uma desconexao.
b) Desconexo. As duas bolas indicadas formam uma desconexao.

¢) Conexo (é conexo por caminhos).
42. ¢) C

50. a) 8 + 3i
b) —12
51. a) Dominio: C\ {—1,cis(7/3),cis(—n/3)}
Derivada: (—42% +2)/(2% +1)?
b) Dominio: C\ {1,cis(27/3), cis(—27/3),iv/2, —iv/2}

Derivada: —(5z% + 622 — 22)/[(2% — 1)2(2% + 2)?]

57. Ponhamos f(z) = u(z,y) + iw(z,y). Se o contradominio de f estiver contido no
eixo real, entdo v(z,y) = 0 para todos os x,y. Logo, as duas derivadas parciais de v
sao ambas nulas para todos os z,y e, portanto, as de u também (pelas condigoes de
Cauchy-Riemann). Portanto, f’ é nula em todo C e f é constante.

58. a) f(z) = 2® —y* + xy +i(2xy — 2/2 + y?/2) = (1 — i/2)2?

59. f(z) = —=ba?/2 4 5y*/2 — y + i(x — Bry) = —52%/2 + iz
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1—-=2
—1+2
65—
1 L
66. a) 3 (convergéncia se |z — 2| < 1)
b) g (convergncia se | +i] < 2)
—————  (convergéncia se |z + i
24+1+2 &
67. a) Y (1) 2", |2 <1
n=0
b)Y 2zl <1
n=0
) > 22 |2 < 2
n=0

d) i(l +2M)2" 2| < 1/2

n=0

68. e’ =1

69. |¢!| = 1, argumento principal: 1

|e?*!| = €2, argumento principal: 1

31| = 3, argumento principal: 4 — 27
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z 2 3 1
87. € :<1+Z+Z_+Z_+...)(__i+

z+4 2 6

B 1 3z 522 1723

1716 6 Tres T
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91. a) 2+

b) —7/2

92. a) O integral ao longo de v é i, ao longo de o é 2i

b) Ambos sao iguais a —1

94. b) —22 + (101/6)i

100. Por exemplo 7

101. a) 2mi
b) 27misin4

c) /e

112. Primeiro caminho: —27i; segundo caminho: mie

113. mi/12

114. a) 0
b) —27
¢) 0
d) 2mi[l + (=1)"1)/(n — 1)!

e) 2mi/(n — 2)!
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1
115, a) ——
z
1
b
) o3y
< /1\" - 1 1\? 1
%1 1 1 1 oz
d)% e atator gt t
=/ 1 1 1
°) — (n'z") * (2!22) L
f) Z anl7 Z(_anl(z . 1)7171
n=0 n=0
e* e/2 5
116. 51— Z_l+e/4+(e/8)(z—1)+(e/48)(z—1) +...

117. a) Singularidade removivel
b) Pélo de ordem 1
c
d
e
f

g
h
i) Nao é um pdlo

j) Pdlo de ordem 3

k) 0 é um pélo de ordem 1 desta funcao

~—

Singularidade removivel
Pélo de ordem 1
Pélo de ordem 2
Singularidade removivel
Pélo de ordem 1

Singularidade removivel

_ — — —

1) Singularidade removivel
m) Pélo de ordem 2

n) Nao é um pdlo

0) Pélo de ordem 2
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118. a) —1/2

1) v2/2
m) 1
n) —1/2a%e"

o) 1/4ia

122. a) 2mi (note-se que (2% +1)/(z +1) = 22 — 2z + 1 e portanto —1 ¢ singularidade
removivel)

b) 2mi(—1+sin1)

c) mi

d) —mi/4

e) —2mi, wie, mi(e — 2)

£y /2,0 <r<2; 2mi,r>2

g) —2mi
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123. a) 27/4/3
b) 47/(3v/3)
c) /12
d) 7/v2
e) 37/(8v2)

124. a) 7/v/2
b) 0
0

)

)
)

[

3

/8
) m/e
f) m/(2e)

o
3

126. Zn] =1/242/2>+3/2>+ ...
Ponhamos w = 1/z. Entao Z[n] = w + 2w?® + 3w + - -+ = w(l + 2w + 3w? + ...). Para
|w| < 1, a série entre parénteses tem soma 1/(1—w)?. Logo Z[n] = w/(1—w)? = z/(2—1)?
para |z| > 1.
128. a) u, = (a"*t* — ") /(a — b), onde a = (1 +/5)/2, b= (1 — /5)/2

b) u, = 2(3" — 1)
129. b-i). w, = Res[z"T1/(2? — 4); 2] + Res[z"T1/(2? — 4); —2] = 2"~ 4 (=1)"2"~1 isto &,
w, = 0 se n for impar e w, = 2" se n for par

b-ii). u, = 2", v, = (—2)", seja w, = u, * v,, usando a defini¢do de convolugao de
sucessoes, vem que w, = 0 se n for impar e w, = 2" se n for par
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133. a) e~! 4 2e*

137. Ordem 4 e ordem 15, respectivamente.

138. a) 3i e —3i sao ambos zeros simples
b) 0 é um zero duplo, k7w (com k inteiro ndo nulo) sdo zeros simples.
¢) 2 e —2 sao zeros triplos, 2kmi (com k inteiro) sado zeros simples.
e) ™ e —7 sao zeros triplos, km (com k inteiro diferente de 1 e —1) s@o zeros simples.
f) k7 (com k inteiro) sdo zeros triplos.

h) 1 é um zero duplo, 1 + 2k7i (com k inteiro nao nulo) sdo zeros simples.
139. S6 a funcao exp z.
141. Nao.

144. a) Um.
b) Trés.
¢) Um.

d) Trés.
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