Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra 2006-07
Caderno de Exercicios Séries, Equacdes Diferenciais e Transformadas de Laplace
Matemdtica 1 ENG. QUIMICA E DE MATERIAIS

Séries de poténcias

1. Determine o intervalo de convergéncia das seguintes séries de poténcias:
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o o oo (@ —a)
2. Determine o intervalo de convergéncia da série Z T b> 0.
n=0
3. Mostre que, se a série de poténcias Z cpx” tem raio de convergeéncia r, entao a série de poténcias
n=0

o
E ¢,z tem raio de convergéncia /7.

n=0

Séries de Taylor e de Maclaurin

4. Desenvolva em série de poténcias de x as fungoes de expressoes analiticas indicadas, e determine os

intervalos de convergéncia das séries obtidas:

(a) 1/(1 —x); (b) 1/(1+ =) (c) /(A —2%);  (d) 1/(1+a%);

(e) 1/(3+x); (f) In(1 — x) (g) argtanhx (h) arctanx;

(i) 1/vVa—a?; () e (k) 37 (1) sinz;
(m) cosx; (n) sin3x + z cos 3z ; (o) arcsinz (p) 3/((1 —x)(1+2x));
(q) zsinhz/(1—2?); (r) cosz/V1 —a?; (s) /0 sint /t dt (t) /0 1/V1 —thdt;

5. Considere a fun¢ao f : R — R definida por f(x) = e~/ ,sex #0, f(0)=

(a) Escreva o polinémio de Taylor de f no ponto x = 0.

(b) Obtenha a série de Taylor de f em 0, e verifique que o raio de convergéncia é infinito.
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(c) Verifique que, salvo em z = 0, a fungdo nao coincide com a respectiva série de Taylor. O que

pode concluir sobre lim R, (z)?

n—-+o0o
(d) Sabe-se também que, para cada x € R e para cada n € N, existe &,(z) € ]0,z[, tal que
I ARRI(E),
R,(x) = *—2>-=

CESY 2"t O que pode concluir sobre a sucessao (f"(&,(x)))?

6. Desenvolva as seguintes funcoes em série de poténcias, determinando a regiao de convergéncia:

(a) Inz segundo poténcias de x — 1. (b) v segundo poténcias de x — 4.

(c) €® segundo as poténcias de = + 2.

7. Utilize os desenvolvimentos em série de MacLaurin de e”, sinz, cosz e 1/(1 —z), e a igualdade

r = a+ (x — a), para determinar os desenvolvimentos em série de Taylor para = = a:
(a) €°; (b) sinz. (c) 1/z.
8. Determine o desenvolvimento em série, segundo poténcias de x, de:
(a) Ve (b) 1/2+ ).
9. Determine os desenvolvimentos em série das fungoes, indicando f (”)(0) ,n €N/ de:
(a) f(z)=In(1+ 3z); (b) f(z) =In(1+3z) — 1/v1 — 22,

10. Mostre, usando desenvolvimentos em série de Maclaurin apropriados, que:

0 1 0 . 71_271—}—1

o oo . 2n+l V2
@2V Gm="1 @2V mmmmic g

135 ... (2n—1) !
11. Considere o desenvolvimento em série de poténcias arcsinz = Z .
—~ 246 ... (2n) 2n+1

(a) Verifique que o desenvolvimento em série de poténcias indicado pode ser escrito na forma
oo

) (271)' x2n+1
arcsinr = Z 22n(n')2 o I 1 .
n=0

(b) Determine o raio de convergéncia.

(c) Determine o intervalo de convergéncia.

oo

T (2n)! 1
(d) Mostre que 5= % (20 1

12. Usando séries de Maclaurin, prove as seguintes igualdades:

inr — 1 inr — 1
(a) lim 2l — % 2 () lim e T~

-0 3 6’ z—0 tanxy — x 2

13. Determine as seguintes primitivas:

(a) /Oxetht; (b) /Oxiftdt; (©) /Oxcos(tQ)dt.
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14. Determine os seguintes integrais definidos, apresentando o resultado na forma de uma série numérica:

(a) /Ol/zﬁdx; (b) /Olﬁsin:ndx.

Aplicacao de séries de poténcias a resolugao de equagoes diferenciais

15. Resolva as seguintes equacoes diferenciais, apresentando o resultado em série de poténcias:

Equacgoes Diferenciais de Primeira Ordem

16. Usando o método de separacao de varidveis, resolva as seguintes equagoes diferenciais:

(2) ' = (z+1)%; (b) y I za'(y) = (y+ 1/2)*;
(¢) e"yy =e ¥ +e 7, (d) ¥ = ((2y +3)/ (42 + 5))".
17. (a) Mostre que a funcdo ¥, definida implicitamente pela equacio z® + 29* = 1, é solucdo da
equacdo diferencial y' = zy/(2* — 1).
(b) Mostre que a funcdo y, definida implicitamente pela equacdo 2% In y — 2> = 0, é solucdo da
equacdo diferencial y' = zy /(2 + y?).
18. Determine a solugao dos seguintes problemas, na forma implicita e na forma explicita:
(a) /1 —y2de —v1—a2dy =0, y(0) = v3/2(b) (14+2") dy+z(1+4y*)de =0, y(1) =0
19. Determine a solucdo da equacio zy' = y? — y, que passa no ponto:

(a) (0,1); (b) (0,0); (¢) (1/2,1/2); (d) (2,1/4).

20. Muitas vezes uma pequena alteracao, seja na condigao inicial ou na prépria equacao, provoca uma
mudanca radical na solugao de uma equacao diferencial. Determine a solugao explicita de cada um
dos seguintes problemas de valor inicial, e compare, graficamente, as solucoes obtidas nas vizinhancas
de (0,1):

(a) ' = (y—1)% y(0)=1; (b) ¥ = (y—1)*40.01, y(0)=1;
(c) ¥ =(y—1)* y(0)=1.01 (d) ¥ =(y—1)*>=0.01, y0)=1.

21. Verifique se as seguintes equacoes sao exactas. Em caso afirmativo, determine a solucao geral:
(a) 2tydt+ (t*—1) dy =0;
(b) (e* —y cos(ty)) dt + (2te* —t cos (ty) +2y) dy = 0;
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22

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

(c) (cosysint—ty?) dt+y (1—1t°) dy=0;

(d) (2t +y)dt — (t+6y) dy=0;

(e) 2y —1/t+cos3t) y'(t)+yt > —4t> —3ysin3t =0;
(f) 14+Int+y/t)dt=(1—-1Int) dy;

(g) xzdr +ydy = (vdy +ydx)/(2* + y°).

€

)
)
)
)

. Determine uma funcao M de tal forma que a seguinte equacao diferencial seja exacta
M(t,z)dt + (te” + 2tz +1/t) de=0.

Resolva as seguintes equacgoes diferenciais usando o factor integrante u indicado:

(a) t+x)dt+tIntde =0, u(t,z)=1/t;
(b) (—tx sint+2x cost) dt + 2t costdr =0, u(t,z)="tux.

Mostre que cada uma das seguintes equagoes diferenciais admite um factor integrante u funcao

apenas de uma das variaveis. Determine u , e use-o para resolver a equacao.

(a) y2/2+2yet+ (y—l—et) y =0; (b) y/xdx + (y3—ln SL’) dy =0;
(c) (z+y®) dv—2zydy =0; (d) ¥/ +2/ry=62>.

Mostre que uma equacgao do tipo y' + p(z)y = q(x) com p e g fungdes continuas nalgum intervalo

I C R, admite um factor integrante da forma e”® | com P uma primitiva de p em I.

Determine a solugao geral das seguintes equacgoes diferenciais lineares de primeira ordem, indicando

o maior intervalo onde esta definida a solucao:

(a) 2°y +ay =1; (b) ydo = (ye¥ — 2z) dy;
(c) vy —y = a?sin x; (d) (2 = 1)y +2y = (z+1)>.

Determine uma solucao continua para os seguintes problemas de valor inicial, e represente-a grafica-

mente:

(@) ¥'+2y = fz), flz)=

1 se0<x<3
0 sex>3

r sel<zx<l1

(b) (@®*+ 1)y +22y = f(z), f(x)z{ . y(0)=0.

—xr sex>1

Determine uma solugao continua para o problema de valor inicial 4/ + P(z)y = 4z, y(0) =3, onde

2 se0<zx<1
P(z) = , e represente-a graficamente.
—2/x sex>1

Escreva uma equagao diferencial linear de primeira ordem cujas solu¢oes admitam a recta de equacao

y = 3z — b, por assimptota, quando z — +oc.

Escreva uma equacdo diferencial linear de primeira ordem, que admite Y, = x* por solugdo parti-

cular, e tendo em conta que Yy = C/z® é solucdo geral da equacdo homogénea associada.
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31. Considere uma equagdo diferencial do tipo y' + p(z)y = q(x)y", n # 1 e n # 0, dita de Bernoulli,

com p e g fungoes continuas nalgum intervalo I C R.

(a) Mostre que, efectuando a mudanca de varidvel, definida por '™ = z, com n # 1 se obtém

uma equagao diferencial linear de primeira ordem.

(b) Em cada uma das seguintes alineas, verifique que a equacao é do tipo referido na alinea anterior.

Determine a solugao geral fazendo a mudanca de variavel indicada:
iy +1/zy =2y x>0; iy —y=e"/y;
il ¥ =[(1-28)y" —y] /3; iv. (1-2%)y —zy—zy*=0.

32. Considere a seguinte equagao diferencial de primeira ordem y' = (z +y)/(z — y).

(a) Prove que, efectuando uma mudanga de variavel definida por y = x 2z, a equacao dada reduz-se
a uma equacao de variaveis separaveis. Resolva a equacao obtida, e determine em seguida a

solugao geral da equacao dada.

(b) Escreva a equagao diferencial que se obtém efectuando a mudangas de varidvel definidas por

x = pcos b, y=psinf. Resolva a equacao obtida e determine a solucao geral da equacao

dada.
33. Considere a equacio diferencial y =z vy + (y)>.
(a) Mostre que, cada elemento da familia de funcoes y = C'z + C?, C € R, é uma solucdo da

equacao diferencial dada.

(b) Determine k € R de forma que y = k2? seja solucdo da equacdo diferencial dada.

Para os valores de k determinados obtém-se solucoes que nao verificam a forma da solugao

geral, y = C'x 4+ C?. Estas solucdes dizem-se singulares.
34. A equagao diferencial ordindria, y' = f (t,y) diz-se homogénea se f (\t,\y) = f (t,y), A € R.
(a) Prove que se y' = f (t,y) é uma equagao diferencial ordinédria homogénea, é possivel escrevé-la
na forma y' = g (y/t).
(b) Prove que efectuando a mudanga de variavel dependente, definida por y/t = z, a equacao dada

transforma-se numa equagao de variaveis separaveis.

35. Prove que as seguintes equacoes diferencia sao homogéneas e determine as suas solugoes gerais:

(a) 22 + 92 —tyy =0. (b) ty =y+tedt.

(c) (¥ —y/x) my/z =1 (d) t—y)dt+(t+y)dy=0.
36. Identifique e em seguida resolva as seguintes equacoes diferenciais ordinarias:
(a) Y +y=1. (b) y/\/4 Y2+ 12/ (1 +1%) =
(c) v +sin(t+y/2) =sin(t —y/2). (d) 2%y +ry+2y*=0.
(e) v —2ye' =2/ye. (f) zdy — y*dx = ydu.
(8) y/x+siny/z=y. (h)

g 3ty*y —2y° =17,
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

(a) Mostre que, efectuando uma mudanca de varidvel definida por, u = ¢/, a equacdo 3" = 2z (y/)°
reduz-se a uma equagao diferencial de primeira ordem. Resolva-a e determine, em seguida, a

solugao geral da equacao dada.

(b) Resolva a equacdo diferencial 3?y” =y, depois de efectuar a mudanca de varidveis, definida

por u=1y".

Escreva e classifique a equacao diferencial que se obtém, depois de efectuar, a mudanca de variavel,

definida por x =sint, na equacdo (1—2°) y" —ay +y=0.

Escreva e classifique a equacao diferencial que se obtém, depois de efectuar, a mudanca de variavel,
definida por 3z +2 = €', na equacio (3z+2)°y" +3 (32+2)y —36y=32>+4x+1.

(Crescimento demogréfico) A taxa de crescimento de uma populacao, a, é a soma das taxas de na-
talidade, n, e migracao, g, menos a taxa de mortalidae, m, i.e. a = n+ g —m. O crescimento da
populacao num instante dado é igual ao produto da populacao nesse instante pela a taxa de cresci-
mento da populagao; se a populagao no instante ¢ for representada pela funcao P, o crescimento

da populagao serd também igual & derivada de P, i.e P'(t) =a P(t).

(Modelo de Malthus) Neste caso a taxa de crescimento da populacdo, a, é constante; a equacao
diferencial resultante ¢, portanto, uma equagao de variaveis separaveis. O nimero inicial de bactérias
numa cultura é 600 e aumenta para 1800 em duas horas. Supondo que a taxa de variacao do niimero
de bactérias é directamente proporcional ao nimero de bactérias presente, determine o niimero de

bactérias ao fim de 4 horas.

(Modelo Logistico) Neste caso considera-se que a taxa de mortalidade é directamente proporcional &
populacao presente, com taxas de natalidade e migracao constantes. A taxa de crescimento da popu-
lacdo P é entdao b — k P, com b e k constantes. A equacao diferencial que descreve o crescimento

de uma populagdo nestas condicoes ¢ P'(t) = b P(t) — k P(t).

Admitamos que a populacao de Lisboa, P, verifica em cada momento, a equacao diferencial P'(t) =
P(t)/25 — P2(t)/(25.10°) . Supondo que em 1980 existiam em Lisboa 8.10° habitantes calcule o

numero de habitantes em 2010.

(Problemas de aquecimento e arrefecimento) Entre dois corpos em contacto existe transferéncia de calor
por conducao, do corpo mais quente para o mais frio. Se a temperatura do objecto em qualquer
instante é T' e a temperatura do meio ambiente é M , a taxa de variagao da temperatura do objecto
em qualquer instante sera directamente proporcional a diferenca entre a temperatura do objecto e a

do meio ambiente T'(t) = k (M(t) — T(t)), onde k é uma constante de condugao térmica.

Um objecto metélico & temperatura de 100°C' é mergulhado em dgua. Ao fim de cinco minutos a
temperatura do objecto desceu para 60° C'. Determine o instante em que a temperatura do objecto

é de 31°C, sabendo que a dgua é mantida a 30° C.

(Problemas de cinética quimica) Uma bola de naftaleno de forma esférica, evapora-se de modo tal que
o volume diminui a uma taxa proporcional a area da sua superficie. Suponha que a bola tem um
raio inicial de 1 em e que passados trés meses observa-se que o raio é de 0,5 ¢cm . Determine quanto

tempo levard a bola de naftaleno a evaporar-se completamente.
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43. (Trajectérias ortogonais) Uma curva que intersecta ortogonalmente cada elemento de uma familia de
curvas diz-se uma trajectoria ortogonal a dita familia. Suponhamos que a familia de curvas é definida
pela relacdo y = f(z) + ¢, ¢ € R, onde f é funcdo real de varidvel real diferencidvel. Determine

uma equagcao diferencial ordinaria a que estao sujeitas as trajectérias ortogonais desta familia.

44. Determine as trajectorias ortogonais das familias de curvas seguintes:
(a) y=ka”. (b) y=(z+k) " (c) * —y* =k. (d) y=ke™

45. (Circuitos eléctricos) Num circuito eléctrico, (C-RB), constituido por um gerador (G), que, em cada
instante ¢ produz uma voltagem de E(t) volts (V) e uma corrente de I(t) amperes (A), por uma
resisténcia de R ohms (Q2) e por uma bobina (B) que gera uma indutancia de L henrys (H), tem-se
que, a diferenga de potencial nas extremidades da bobina ¢ dada por Vz(t) = LI'(t) e a diferenga
de potencial nas extremidades da resisténcia é dada por Vg(t) = RI(t). Entao, de acordo com
uma das leis de Kirchhoff, quando for fechado o interruptor, obtém-se Vp(t) + Vg(t) = E(t), ou
seja LI'(t)+ RI = E(t). Se o circuito eléctrico, (C-RC), for constituido por um gerador (G),
que, em cada instante ¢t produz uma voltagem de E(t) volts (V) e uma corrente de [(¢) amperes
(A), por uma resisténcia de R ohms (€2) e por um condensador (C) com capacitancia de C' farads
(F) e que gera uma carga de Q(t) coulombs, tem-se que, a diferenca de potencial nas extremidades
do condensador é dada por Vg (t) = Q/C. Tendo em conta que I = @'(t), de acordo com uma
das leis de Kirchhoff, quando for fechado o interruptor, obtém-se Vi(t) + Vr(t) = E(t), ou seja

RQ'(t)+Q/C = E(t).
Suponha que num circuito (C-RC) a resisténcia é de 52, a capacitancia de 0.05F e o gerador
fornece uma voltagem constante de 60 V.
(a) Escreva uma equagao diferencial que descreva a variagdo da carga no circuito ao longo do tempo
e resolva-a.
(b) Se a carga inicial for Q(0) = 0C, determine o seu valor passados 2 s.

46. Suponha que num circuito (C-RB) a resisténcia é de 122, a indutancia de 4 H e o gerador fornece

uma voltagem constante de 60 V.

(a) Escreva uma equagao diferencial que descreva a variagao da intensidade da corrente no circuito

ao longo do tempo e resolva-a.

(b) Se a intensidade inicial for I(0) = 0 A, determine o seu valor passados 10 s.

Equacoes Diferenciais Linerares

47. Verifique se as fungdes y;(z) = €” e yy(z) = €** constituem um sistema fundamental de solugoes

para as seguintes equagoes diferenciais:
(a) v" =3y +2y=0; (b) y" —4y" + 5y — 2y = 0.

48. (a) Mostre que as fungdes z1(t) = cos (wt) e xo(t) = sin(wt), w # 0, constituem um sistema
=0.

fundamental de solugdes para a equacio z” (t) + w? z(t)
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49.

50.

51.

52.

53.

o4.

55.

(b) Determine a solucao particular da equagao referida na alinea anterior, que satisfaz as seguintes

condigoes iniciais z(0) =1 e 2/(0) = w.

Determine o integral geral das seguintes equagoes diferenciais lineares de coeficientes constantes e,

nos casos indicados, determine o integral particular que verifica as condigoes iniciais dadas:

(a) y —y—2y—0 y(0) =0, y'(0)=3.

(b) v —6y" + 12y =8y =0, y(0)=1, ¢ (0)=0, y"(0)=-3.

(c) 2"(t) — 22" (t) — 32'(¢t) =0, :U(O) =1, 2/(0) =6 =2"(0).

(d) (D ) +1)y =0, y(0)= ’(F/2) =2

(e) y™® +y® =0. (f) y“ (g) (D* —4D?+4D)y = 0.
(h) y® +18y" + 81y = 0. (1)@/7“'2+y(”)—'0 () 4" +y™ =0.

(k) ¢yt =y, (1) (D+1)*+4)*y=0.

Escreva uma equacgao diferencial linear de terceira ordem, homogénea, com coeficientes constantes,

sabendo que o polinémio caracteristico associado admite 4 por raiz simples e —5 por raiz dupla.

O polinémio caracteristico associado a uma equacao diferencial linear, homogénea, com coeficientes

constantes, tem as raizes —1/2 e 3+ i. Escreva uma equagao nessas condigoes.
(a) Escreva uma equacao diferencial linear, homogénea, de coeficientes constantes, de ordem minima
que admite as funcoes y; =z e yo = €* por solugoes particulares.
(b) Determine a solucao particular da equagao da alinea anterior, que satisfaz as condigoes iniciais

y(0)=1,4(0)=—-1ey"(0)=1.

Considere o seguinte problema com valores de fronteira: " + Ay =0, y(0) =0, y(7/2) =

Determine os valores de A para os quais o problema dado tem solugao nao trivial.

Determine uma equacao diferencial linear, homogénea, de coeficientes constantes e de ordem minima

e que admite a seguinte solugao particular:

(a) y =4e* +3e™"; (b) y = 6ze* sin 3z ;

(c) y =7+ 2z + 5e*; (d) y=16+3xe"cosx;

(e) y = 2x + bxe” (f) y = 2* — 5sin3z;

(g) y=4+22*>—e¢ 33”; (h) y= /4smx—1/4sm3x

(i) y = 4e "sin2z; (j) y =ze “sin2x — 3e” " cos 2z;

Equacoes nao homogéneas. Método do polinédmio anulador e de Lagrange.

Usando o método do polinémio anulador, integre as seguintes equacoes diferenciais completas de

coeficientes constantes:

(a) y”—9y:€3x; (b) y///_4y//+5y/_2y:2x+3;
(c) ¥ —y — 6y =e*sin2z; (d) y" + 4y = sin®2x;
(e) " —y =3(2—12%); (f) o' —y = 3e* cosx; (g) v'+y=mxe” + 27"
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56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

"

(a) Determine a solugao geral da equacao y” +4y' = cosx .

(b) Sabendo que ¢* ¢ uma solucdo particular da equacao y” + 41y’ = f(z), determine:

i. o integral geral de v + 41y =2 f(z) — 3cosx; ii. a fungao f(x).

Determine o integral geral da equagao diferencial y”+y = cosx, sabendo que x sin /2 é um integral

particular dessa mesma equagao.

Resolva o seguinte problema de valor inicial y"+4y = g(z), y(0) =1, ¢'(0) =2, onde g(x) =sinz,
rxel0,7/2], g(z) =0, z>mn/2.

Utilizando o método da variagao das constantes arbitrérias (método de Lagrange), encontre os inte-
grais gerais das seguintes equacoes diferenciais:
(a) ¥ +y =secx; (b) y" — 4y = * /x;
(¢) y' + 3y + 2y = sin e”; (d) ¥ =2y +y=e"/(1+2?).
(a) Resolva o seguinte problema de valor inicial ¥’ —4y'+4y =sin z, y(0) =0, ¢'(0)=1, z € R.
(b) Determine o integral geral de y” — 4y’ + 4y = 25sin x +e* /2, 2> 0.

(a) Construa uma equagao diferencial linear, de terceira ordem, com coeficientes constantes e com-

pleta, que admita y;(z) = z 4+ 1Inz e ya(x) = In & por solugdes particulares, e sabendo que

ys3(z) = e** é uma solucdo particular da equacido homogénea associada.

(b) Determine a solucao geral dessa equacao diferencial.

Uma FEquacgao diferencial de Euler é uma equacao diferencial linear da forma

anx”y(”)Jran_lx"‘ly(”_”+...+a1$y'+a0’y:9(1’>7 rel,

onde ag,aq,...,a, sdo constantes reais, g é uma fungao continua em [ e I C]0,400| ou I C
] —o00,0[. Uma equagao deste tipo, é uma equacao de coeficientes varidveis que se pode transformar
numa equacao diferencial linear de coeficientes constantes efectuando uma mudanca de varidvel

independente adequada.
Se I C]0,+oo| faz-se a mudanga de variavel definida por = = e’.
Se I C] —o00,0] faz-se a mudanca de variavel definida por = = —e'.

Considere a equacao diferencial 2? ¢’ + 102y +8y =2*, = <0.

(a) Classifique-a;
(b) Efectue a mudanca de varidvel definida por x = —¢' e resolva a equagao obtida.
(c) Escreva a solugao geral da equagao dada.

Considere a equacao diferencial z°y” + 2y’ —y =lnz, = >0.

(a) Classifique-a;
(b) Efectue a mudanga de varigvel definida por 3’ = z .

(c) Na equacgao obtida na alinea anterior, efectue a mudanca de varidvel definida por z = ¢’ e

resolva a equacao obtida.
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(d) Escreva a solucao geral da equacao dada.
64. Considere a equacao diferencial z3y” —62%y" + 152y’ — 15y =0.

(a) Mostre que esta equacao admite um sistema fundamental de solugbes com fungoes da forma

™, meL.

(b) Determine a solu¢ao da equagao dada que satisfaz as seguintes condigoes y(1) =1, (1) = 0.

Método de abaixamento de ordem ou de D’Alembert.

65. Utilizando o método do abaixamento de ordem (método de d’Alembert), encontre os integrais gerais
das seguintes equagoes diferenciais, sabendo que as equagoes homogéneas associadas admitem os

integrais particulares, y;, indicados:

/

c) vy’ +2y —wy=—€", com y(v)=e"/x;

)

)

(c)

(d) 2—2)y"+Q2x—-3)y" —2y +y=0, <2, com y(z)=¢e";

(e) 29— (1+2)y +y=2"e**, >0, com y(z)=1+uz;

(f) 2*(@+3)y”" —32z(z+2)y"+6(1+2)y —6y=0, >0, com y(x)=a.
)

(¢ 23 y" 62 y'+15zy — 15y =0, >0, com y1($)=$692(95):x3'

Questoes variadas relativas a equagoes diferenciais lineares de ordem n.

66. Em todas as alineas as funcoes apresentadas sao solugoes de determinadas equacgoes diferenciais
lineares homogéneas em certos intervalos. Averigie se cada um dos sistemas de solugoes é um
sistema fundamental de solucoes para uma equacao diferencial linear homogénea num certo intervalo,

e determine essa equacao e o correspondente intervalo:

(a) {2,z —4,2%}; (b) {a?, 2%} ;

(c) {e” €™, e™}; (d) {2,2+2,2—4};

(e) {r —1,sinz,cosx}; (f) {1, z,sinx,cosz};

(g) {z,Inz}; (h) {z* 2 —1/2,(z - 1)*};
(i) {e®,sinh z,cosh x}; (G) {l,z,1/x,}.

67. Considere a equacdo diferencial (1 —2?) ¢ —zy' = 0.

(a) Classifique-a;
(b) Efectue a mudanca de varidvel definida por = = cost e resolva a equacao obtida.

(c) Escreva a solugao geral da equagao dada.

68. Determine:
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(a) Para x > e, funcoes ag(z), ai(z) e f(x) de tal modo que 1 , 14+ 2 e 1+ logx sejam integrais
particulares de 3" + ao(z) vy’ + a1(z)y = f(x);
(b) O integral geral da equacao diferencial obtida na alinea anterior, justificando convenientemente.
69. Sabendo que a equacdo diferencial 2y + x1y — y = 82, admite como solucdes particulares z° e
2% + 1/z, determine o seu integral geral.

2

oz oy
70. Considere a seguinte equacdo diferencial | 0 1 ¢ | = (2> 4+ —1) ", (%)
1 O y//

(a) Mostre que €” e e” + 1/x sao duas solugoes particulares de () ;

(b) Conclua, a partir da alinea anterior, que 1/x é uma solugao particular da equagao diferencial

homogénea associada a (x);

(¢) Mostre que {x,1/x} é um sistema fundamental de solugoes para a equacao homogénea associada
a (%);
(d) Indique a solugao geral de (x).
71. Considere a seguinte equacdo diferencial, ¢” (xz — 1)y” —ze®y 4+ "y = ¥ (x — 1),
(a) Mostre que y;(x) =z e yo(x) = €® sdo solugdes da equagao homogénea associada & equagao
dada.
(b) Determine a solucao geral da equagao dada.
72. (a) Mostre que o conjunto {xB, x4} é, no intervalo |0, +oo[, um sistema fundamental de solucoes
para uma equacao diferencial linear homogénea de segunda ordem.

(b) Escreva uma equagdo diferencial linear ndo homogénea cuja solucdo geral é y(z) = ¢ o +

cort4+lnz, r>0.

(c¢) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial
22y — 62y +12y=12Imx -7, y(1)=0, y(1)=1.

73. (a) Determine a solucdo geral da equacdo diferencial 2" + z = e**!.
b) Indique duas solucoes particulares da seguinte equacao diferencial 2’ + 2z = 3¢e”.
( q coes p g quag

Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

74. Escreva cada um dos sistemas diferenciais seguintes na forma matricial x' = Ax + F:

vy = =3y +4y2—9ys Yy = h1—Yatys+t—1
(a) § ¥5 = 6y1— 1o : (b) S vh = 2uy1 +ys—ys — 3¢?
ys = 10y +4y2+3ys3 Yh = Y1+ yYs+ys+tE—t+2

75. Escreva cada um dos sistemas seguintes sem recorrer a forma matricial:

UHEERIHE B
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7 5 =9 0 8
M) y=14 1 1 |y+]|2|"—]0]e?.
0 -2 3 1 3

76. Considere a seguinte sistema de equagoes diferenciais ] = —2x1 + x5, x4 =x; —215. Resolvendo
a primeira equacao em ordem a s e substituindo na segunda, obtém-se uma equacao diferencial
linear de segunda ordem em x,. Resolva esta equagao e determine em seguida a solugao do sistema
que satisfaz as condigoes iniciais z1(0) =2 e 22(0) = 3.

77. Transforme cada um dos seguintes sistemas diferenciais numa equacao diferencial de segunda ordem.
Em seguida determine a solucao que satisfaz as condigoes iniciais indicadas:

(a) ) = 31— 29 z1(0) = 3 (b) Ty = x — 2x9 z1(0) = —1
a ; 3
xh = 21— 21, z9(0) = 1/2 vy, = 31 —41 x5(0) 2
t
78. (a) Seja y uma solucdo da equacdo diferencial 3" + 1 +y = 0. Mostre que x(t) = [ y’((t)) ] é
Y
- ) i . , 0 1
solugao do sistema diferencial x' = . . X
. (1) . . : L 0 1
(b) Sejax(t) = 0 solugdo do sistema diferencial x" = L X Mostre que y(t) = z1(t)
T —
é solucao da equacao diferencial 3" — 41y + 3y = 0.

79. Transforme cada um dos seguintes sistemas diferenciais numa equacao diferencial linear homogénea
com coeficientes constantes. Indique um sistema fundamental de solugoes e escreva a solugao geral
do sistema dado:

0 1 1 0
(a) x' = X. (b) x' = 0 1| x
-1 -1
-1 2
4 -2 2
80. Mostre que o sistema diferencial x’ = | —1 3 1 | x, admite o conjunto
1 —-15
t t t
{[egt e o] o e en] [et o o] }
como sistema fundamental de solucoes. Escreva a sua solucao geral.

81. Determine a solucao geral dos seguintes sistemas diferenciais:

2 -7 [0 —4 (1000
) X = = | x; b) x' = | x; c)x'=| 1 5 =1 | x;
@x=|_ ] ) x=|, ] ©

- - | 1 6 -2

(2 —1 3 11 -1 Ly
dx'=]2 -1 3|x; (e9x=|1 1 1 |x;(f)x= - : ;

2 -1 3 -1 1 1 -
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IR 0 1 3 2 6
(g) x' = 5 _1 | % (h)yx'=1]-10 x; (H)x'=]-2 1 =2|x;
- 0 0 5 -1 -2 —4
[0 31
j)x=] -2 -1 1|x
0 0 2
82. Mostre que se A é uma matriz diagonal, i.e., A = Diag(\y, ..., \,), entdao ' = Diag(e™, ... ).

83.

84.

Uma matriz A diz-se nilpotente se existe k € N tal que A* = 0. Determine a funcio matriz

exponencial de cada uma das seguintes matrizes nilpotentes:

00 000
(a) A= [ ] ; (b B=]110 0
10
010
Em cada uma das alineas seguintes, mostre que existe A € R, tal que a matriz A — A I é nilpotente.
Use este resultado para determinar e’
3 o] 2 1 -1 [ 2 0 0
(a) A= 0 3 (b) A= -3 -1 1 (c) A= 4 -2 0
: : | 9 3 4 1 0 -2
1] [ 3 [0 1 0
(d) A= L3 (e) A= -1 ) A= 0 0 1
- - 0 0 2 | -1 -3 -3
85. Determine a solucao geral dos seguintes sistemas diferenciais:
( T = T 5 —4 0
(a) ¢ xf = 2mx3 ; b)x'=1]1 0 X;
(| 73 = 431 — 613+ 613 0 2
( ¥, = —xp—4x, (11 1
(c) ¢ o = w1 +3xy dx=]2 1 -1]|x
[ 73 = 73 | 0 -1 1

86.

87.

Determine a solugao geral das equagoes diferenciais seguintes, depois de as reduzir a um sistema de

equacoes diferenciais lineares de primeira ordem da forma x' = Ax:

(b) 29" +2y —y=0.
(d) v" =3y +2y=0

(a) y///_2y//+y/:0'
(C) y///_2y/l_y/+2y:0'

Determine a solugao geral dos sistemas diferenciais seguintes, depois de os ter reduzir a um sistema
de equacoes diferenciais lineares de primeira ordem da forma x’ = Ax:
7 1 /
+ =0 -2y, + =0
(a) { Y1 T Y2 (b) { Y1 Y1 T U .

ity = 0 TR
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3 1 =2 1
88. (a) Resolva problema de valor inicial y'= | -1 2 1 |y, y(0)=| 4
4 1 -3 -7
(b) Mostre que, se Av = Av, entdao e (t=to)y ¢, € R, é solucao de y' = Ay.
3 1 =2 1
(¢) Resolva o seguinte problema de valor inicial y'= | —1 2 1 y, y(=3)= 4
4 1 -3 -7

89. Determine a solucao dos seguintes problemas de valor inicial:

0 0 1 1 1 -1
(@) x'=131 -2|x, x(0)=| 0 [;b)x=]|2 1 —-1]|x, x(00=| 0 |;
2 2 1 ~1 | 0 -1 1
11 1 | [ -1 1 2 1
)x'=] 2 1 -1 |x, x()=]0|;(d)x=]-111]x, x(00=1]0
| 3 2 4 0 | |2 1 3 1

90. Determine et sendo:

4 1 01 [0 -1
A= ; b) A= ; A= ;
(a) I (b) 0] (c) Lo
[0 1 0 10 0 [ 1 1
(dA=1|1 0 0 |; () A= |3 2 | ) A=1]2 1 -1];
1 -1 1 2 2 1 0 -1 1
1 1 1 11 2
(g) A= 2 1 —-1|; (h) A=|-111
32 4 21 3

91. Determine a solucao dos seguintes problemas de valor inicial:

,__4 5 4et cost 10
(a) x' = » _2lx+[ 0 ],X(O)—[O],

x| ] ] o]

2 01 et 1
c)x'=]020|x+]| 0 |, x(0=]1
01 3 et 1

92. Para cada um dos sistemas seguintes, determine uma solugdo particular y(¢f) da forma

y(t) = e*(at +b), onde a e b sdo vectores constantes:

1 1 -1 1 3 2 4 2
(a) xX'=]23 —4|x+e'|2]; b)) x'=120 2| x+e]|1
4 1 —4 4 2 3 2
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Transformadas de Laplace. Aplicagoes.

93. A partir da definicao de transformada de Laplace, mostre que:

(a) L{1} =1/s;(b) L{e"} =1/(s—a), s>a; (c) L{t"} =n!/s"T" s>0, neN;
(d) L{cos(wt)} =s/(s*+w?), s>0; (e) L{sin(wt)} =w/(s* +w?), 5>0.

94. Mostre que se f(t) =t Y2 entao L{f(t)} = V7/\/5,

95.

ot

Mostre que f(t) = e”” nao admite transformada de Laplace.

Sugestao: Tenha em conta que e’ st s et parat > s+ 1.

96. Determine as transformadas de Laplace das funcgoes definidas pelas seguintes expressoes analiticas:
(a) a(t) =e*cos2t; (b) b(t) = cos®at; (c) c(t) =sinbt cos2t;
(d) d(t) = t*sint; (e) e(t) =t ™!

97. Determine a transformada de Laplace da seguinte fungao: f(t) = 2t e [0, +00.

98. (a) Seja F(s) = L{f(t)}. +Supondo que f(t)/t tem limite quando t — 0, prove que:

Lo = [

(b) Determine a transformada de Laplace de cada uma das fungoes definidas pelas seguintes ex-

pressoes analiticas:

i. sint/t; ii. (cos(at) —1)/t; iii. (e” —e ™) /t.
99. Calcule:
(a) L7 {(s =2)7*}; (b) L7H{7/(s = 1)* + 1/((s +1)* =4}
(c) L7 {eT™/(s*+16)}; (d) £ {arctan (4/s)}.

100. Use o operador Transformada de Laplace para determinar as solugoes das seguintes equacoes dife-

renciais que verifiquem as condigoes iniciais dadas:

(@) y"+4 +dy=e", y(0)=0, y(0)=1. (b) " +4' +3y=0, y(0)=0, y'(0)=1.
(c) ¥'+6y—T=0, y(0)=1 y'(0)=0. (d) y'—y —2y=a, y(0)=0 y'(0)=0.
(e) ¥ =2y +5y=0, y(0)=0 y'(O)=1. () y" =% =5 y(0)=1, y(0)=2.
(8) ¥ =5y +6y=3¢", y(0)=0, y'(0)=0.(h) y'+4y=9t, y(0)=0, y(0)=7.
(i) y —|—y =cost, y(0) =0, y'(0) = —1.
(j) v — 4y =sinht, y(0) =0, 3/ (0) =0, y"(0) = 0.
(k) y +y 2y = 5e 'sin2t, y(0) =1, 3/(0) = 0.
1) y™ =K'y =0,y0)=1,y(0)=0,4"(0) =0, y"(0) = 0.

101. Utilizando o operador Transformada de Laplace, determine a solucao geral de cada uma das seguintes

equagoes:

(a) ¥ +2y=¢e; (b) ¥ +4y" + 3y = 0.
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102. Usando a Transformada de Laplace, resolva o problema: y” — 3y +2y =e¢™", y(1)=1e /(1) =0.

Sugestao: Faca uma mudanca de variavel conveniente.
103. Determine a solugao do problema: ty"” —ty' —y =0, y(0) e y'(0)=1.

104. Determine a solucao de cada um dos seguintes problemas de valor inicial:

( gy — 1 se 0<t<4 ( = B sint se 0<t<m
(a) 4 Y vo= 0 se t>4 (b) Y vo= cost se t>m
a .
y(0) = 3 y(0) =1
L y'(0) = -2 L ¥'(0) =0
( 0 se 0<t<l1 ’
2 se 0<t<3
y' =2y +y = t se 1<t<?2 v +y = {375 . >3
(c) 0 se t>2 (d) ete
_ y(0) =0
y(0) =0 J(0) = 0
[ ¥'(0) = 1 )
(Y +2 +y = 2(t—3)us(t)
(e) ¢ (0) = 2
L ¥'(0) =1

105. Determine a solucao de cada um dos seguintes problemas:

(a) y'(t) + 2y(t) + f(f y(u)du = sint (b) y'(t) =sint + fg y(t — u) cosudu
y(0) =1 ' y(0) =0 ’

+oo
106. Usando a Transformada de Laplace, calcule o valor do seguinte integral / e cos(2x)dx.
0

107. Use a Transformada de Laplace para determinar as solugoes dos seguintes sistemas de equacgoes

diferenciais que satisfazem as condicoes iniciais dadas:
n(0) =

2'(t) —6y'(t)—7x = 0 z(0) = 0 = 2/(0)
y'(t)+x = 3 = =
0

(© ¥4+4x+3y = 0 z(0) = 0
v +3x+4y = 2t y(0) 0

(@) Yy +2y+2z = sinz y(0) = 0
2 —4y—2z = cosx 2(0) = 1~

(e) 5y + 2" +4z = sint y(0) = 0 = ¢'(0)
y' +27+y =0 2(0) = 2'(0)
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