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1 Reloégios no Pdélo Norte

A figura 1 ilustra uma montagem feita na sala de aula: um relégio de sol ins-
talado no Pdlo Norte terrestre. O gnémon esta dirigido segundo a vertical do
lugar, no Pélo Norte, pelo que esté sobre o eixo de rotagao da Terra, e o limbo
é perpendicular ao gnémon, isto é, estd na posigao horizontal do lugar.

Figura 1: Um relégio no Pélo Norte

A Terra tem um movimento de rotagdo em torno do seu eixo, no sentido directo
para quem a observa do exterior, de Norte para Sul. A imagem representa um
momento do ano em que o Sol ilumina o Pélo Norte; estamos pois, num dia
entre o equinécio de Marco e o equinécio de Setembro!.

O mostrador do relégio é um circulo paralelo ao plano equatorial, dividido em
24 angulos ao centro, de 15° cada um. Os raios solares projectam a sombra
do gnémon sobre o mostrador. Como o movimento de rotagao da Terra é uni-

LA imagem aparenta estar-se por alturas do solsticio de 20-21 de Junho. E nesse dia que,
no Pélo-Norte, os raios solares estdo & sua maxima altura anual, que é de 23° 27’. Depois
desse dia, a altura do Sol vai baixando, baixando, até atingir o horizonte no equinécio de
22-23 de Setembro.



forme?, a sombra do gnémon vai varrendo o mostrador, uniformemente, no

sentido oposto ao da rotacao da Terra.

2 Reldgios equatoriais

O préximo passo para se entender como funcionam os relégios solares é um
pouco mais complicado: temos de explicar porque é que nao precisamos de ir
até ao Pdlo Norte (ou ao Pélo Sul) para ver funcionar um relégio de sol. O facto
importante a ter em conta é o seguinte: o Sol estd a uma enorme distancia da
Terra, cerca de 150 milhdes de quilémetros, o que se traduz em cerca de 11800
diametros terrestres. Portanto, os raios solares que chegam ao Pdlo Norte, ao
Pdlo Sul e a qualquer outro lugar da Terra sao paralelos entre si.

Figura 2: Reldgios equatoriais

Portanto, se transladarmos o relégio da figura 1 para qualquer lugar da Terra,
esse relogio funcionara tal e qual como funcionaria se estivesse no Pélo Norte. Na
figura 2 estao representados o relégio gigantesco da figura 1 e trés outros, mais
pequenos, colocados em lugares arbitrariamente escolhidos. Estes relogios, ditos
equatoriais ou equinociais, estao orientados de modo a terem os limbos paralelos

2De facto, esse movimento apresenta pequenos desvios relativamente & uniformidade
matematicamente ‘pura’, pois a Terra nao é feita de materiais homogéneos, ndo é um sélido,
ndo tem forma perfeita de revolucdo, muitos acidentes teldricos perturbam levemente a uni-
formidade da rotag@o, e o mesmo acontece por influéncias do exterior, de outros astros (a
atracg@o lunar, por exemplo, é a primeira responsavel pelas marés que, por atrito, vao tra-
vando milenarmente a rotagio terrestre).



ao Equador e os gnémones paralelos ao eixo da Terra. Como os raios solares se
representam por um feixe de rectas paralelas, em determinado instante todos os
gnémones & face da Terra® projectam sombras sobre os limbos equatoriais que
sao paralelas umas as outras, como ilustram as quatro sombras representadas na
figura 2; os 4 relégios, incluidas as sombras que determinam a hora, sao figuras
semelhantes entre si.

3 Meio-dia

Como se numeram as 24 marcas horarias dum relogio equatorial? A resposta é:
de 1 a 24 (ou de 0 a 23) crescendo no sentido retrégrado. Mas falta saber como
se orienta o mostrador, i.e., em que direccao devemos apontar a marca das 0
horas, ou a sua oposta das 12 horas. Por definigao, meio-dia solar verdadeiro é,
em determinado lugar da Terra, o momento do dia em que o plano meridiano
do lugar passa pelo centro do Sol.* Esse é o momento em que o Sol se encontra
exactamente na direcgao Sul desse lugar, e corresponde, com muito boa aproxi-
macao, ao da culminacdo superior solar, i.e., o momento do dia em que o Sol
atinge a sua maior altura quando observado desse lugar.

Convencionou-se, entre nés, orientar o relégio de sol de modo a que ao meio-dia
solar verdadeiro a sombra esteja na marca 12. Cada lugar tem ‘o seu’ meio-dia
solar verdadeiro; o de Coimbra, por exemplo, ocorre 4 minutos depois do da
Covilha, 33 minutos depois do de Greenwich, 4h 22min antes do de New York
(tempos aproximados).

4 A declinacao solar

Podemos considerar um sistema cartesiano com origem no centro da Terra e
eixos coordenados colocados de modo a que o plano XOY seja o plano da
ecliptica, com o eixo dos Z’s perpendicular a XOY e orientado de Sul para
Norte. Os eixos OX e OY colocam-se em posigoes fixas relativamente a estrelas
muito distantes, tao distantes que se possam considerar fixas. E neste sistema
cartesiano, dito geocéntrico, que costumamos medir as posigoes dos corpos ce-
lestes, os seus movimentos, velocidades e aceleracées. Observamos, por exemplo,
que a Terra roda em torno do seu eixo, demorando cerca de 24 horas® a dar uma
volta inteira em torno de si prépria; que o Sol se move em redor de nés, numa
orbita em XOY, que é eliptica e tem o centro da Terra como foco, demorando
cerca de 365.25 dias solares médios® a dar uma volta inteira.

3Bem orientados e, claro, em lugares onde o Sol brilhe no céu.

4 Meridiano dum lugar L é o plano que contém o eixo da Terra e passa por L. Esse plano é
vertical e contém a direc¢ao Norte-Sul do lugar. O meridiano de L estd solid4rio com a Terra
e, por isso, roda em torno do eixo terrestre e leva cerca de 24 horas entre duas passagens
consecutivas pelo centro do Sol.

50 dia sideral tem 23.9344696 horas.

60 ano sideral dura 365.256363 dias solares médios.



Vamos fazer duas simplificagoes no problema de modelagao, que nao andam
muito longe da verdade: admitimos que (1) o eixo de rotagao da Terra estd fixo
no nosso sistema cartesiano, e que (2) o Sol descreve a sua 6rbita, chamada
Ecliptica, com movimento circular uniforme. Sabemos que o eixo da Terra faz
com o eixo dos z’s um angulo ¢ = 23° 27, dito obliquidade da Ecliptica, que é o
angulo da Ecliptica com o nosso plano equatorial. Na figura, os eixos OX e OY

Figura 3: Obliquidade e declinagao solar.

foram colocados de modo a que o plano YOZ contenha o eixo de rotagao da
Terra, ON. H& dois grandes circulos em destaque, que se consideram, para j4,
fixos no espaco sideral: o da Ecliptica, no plano XOY', e o do Equador terrestre,
ortogonal a ON. O centro do Sol, S, desloca-se sobre a Ecliptica no sentido
directo, com movimento uniforme, i.e., o angulo 6 é proporcional ao tempo.”
O arco NSK é um quarto de circunferéncia centrado no centro da Terra, O.
A medida de KS é, por definicao, a declinacdo solar; é o angulo que os raios
solares fazem com o plano do equador e representa-se por §, ou §(t) se quisermos
destacar a dependéncia relativamente ao tempo.

Quando o Sol passa no eixo dos z’s, i.e., quando o seu centro toca o equador,
a declinagao é nula; esses momentos chamam-se equindcios. Na figura, V,

70 Sol leva 365.25 dias para varrer um angulo de 360°, o que d4 uma velocidade angular
de cerca de 1° por dia, mais precisamente, .9856° por dia.



chamado ponto vernal, é a posicao do equindcio de 20-21 de Margo e o seu
oposto, —V é o equindcio de 22-23 de Setembro. Os solsticios ocorrem, por
definigdo, quando §(t) atinge um extremo. Por convencéo, §(t) é positivo sem-
pre que o Sol estd a norte do plano equatorial, e é negativo quando o Sol estd
a sul desse plano. Assim, o méximo de §(t) é £ e ocorre quando o Sol cruza o
semi-eixo positivo dos y’s; o minimo é —e que ocorre na posicao oposta.

Férmula para § em funcdo de 0. Vamos adoptar [OS] como padrao de
medida de comprimentos. Recorde-se a velha férmula do produto escalar: w -
— SN ~ -2 > R 7
v = uvcos({Lw V). Da figura resulta, entdo OS-ON =sind. Mas é claro que
— —
OS = (cosf,sinf,0) e ON = (0,sine,cose). Portanto sind = sine sinf, o que
conduz a

& = arcsin (sins sin 0) A arcsin (.398 sin 6).

Claro que isto s6 é valido para o modelo simplificado: eixo da Terra fixo e Sol
em movimento circular uniforme em redor da Terra.

5 Como colocar o gnémon?

A resposta ja foi dada logo no inicio, quando pensdmos num relégio no Pdlo
Norte (ou Sul):

O gnémon deve colocar-se paralelamente ao eizo da Terra.
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Figura 4: Declinacao solar.

Vamos ver qual o inconveniente de ndo cumprir este principio. A figura 4 resulta
de um zoom-in muito potente sobre a origem O da figura 3, seguido de endi-
reitamento do eixo de rotagao e colocagao dos raios solares paralelamente &
folha de papel. A figura representa, a escala, uma janela de observacao com



cerca de 13000km de altura; mesmo assim, os raios solares podem considerar-
se paralelos entre si (para os efeitos praticos que nos interessam) pois o Sol estd
a uma distancia de cerca de 11800 vezes o diametro da Terra. Pensemos na
evolugao desta figura 4 & medida que o tempo passa: o desenho serd o mesmo,
com excepcao do angulo d que os raios solares fazem com o Equador: esse
angulo varia no intervalo [—¢,¢] com periodicidade de um ano. Fixemos um
plano meridiano qualquer (o da folha de papel) e um local L qualquer. Sempre
que o Sol esteja sobre esse meridiano, hoje, amanha ou noutro dia qualquer do
ano, a hora solar em L é sempre a mesma, i.e., a hora solar depende apenas do
meridiano em que o Sol esta, ndo depende da declinagao.

Actividade. Arranje um candeeiro mével com luz intensa. Coloque
a alguma distdncia da fonte luminosa (cerca de 2 metros, para evitar
sombras multiplas) um gnémon espetado num limbo de corticite, segundo
qualquer angulo.

Segure o gnémon na posicao vertical (imaginando-se no Pélo Norte, sendo
essa a direccdo do eixo terrestre). Desloque a fonte luminosa segundo
uma trajectéria vertical (ou qualquer trajectéria plana que contenha o
gnémon).

Depois coloque o gnémon numa posicao nao vertical. Desloque a fonte
luminosa segundo uma trajectoria vertical.

Compare com o caso anterior e tire conclusoes.

Definicao. Diz-se que um gnémon esta bem orientado se em qualquer dia do
ano, a mesma hora solar corresponde sempre a mesma direcgao da sombra sobre
o limbo.

Teorema. Um gnomon estard bem orientado quando e so quando for paralelo
ao eixo de rotacdao da Terra.

6 Relogios de sol e relégios de pulso

Qual a relacdo entre a hora dada por um bom relégio de pulso® e a hora dada
por um bom relégio de sol? Um bom relégio de pulso divide o tempo de um ano
solar em partes rigorosamente iguais, chamadas horas, minutos, segundos, etc.,
que sao fracgoes do intervalo de tempo chamado dia solar médio. Um relégio
de sol marca os dias e horas solares verdadeiros, os quais nao tém sempre, ao
longo do ano, a mesma duragao medida pelo relégio de pulso: em Janeiro, por
exemplo, os dias solares verdadeiros chegam a ter 25 segundos a mais que os dias
do relégio de pulso, e em Julho acontece o contrario. Assim, durante os nossos

80u um bom relégio electrénico, ou um bom relégio atémico. .. ou um relégio ainda melhor
construido com tecnologias que o futuro nos venha trazer.



meses de Inverno (de Verdo no Hemisfério Sul), os relégios de sol atrasam-se
um pouquinho (nao mais de 25 segundos) em cada dia que passa, e fazem-no
cumulativamente, chegando a ter cerca de 14 minutos de atraso (relativamente
aos relégios de pulso) em meados de Fevereiro; depois compensam, comegam
a acelerar (o Sol, ndo eles, claro!), recuperam o atraso e chegam a 15 de Maio
com 4 minutos a mais que os relégios de pulso; desaceleram e chegam aos 7
minutos de atraso em finais de Julho; voltam a celerar, chegando no inicio de
Novembro a ter 16 minutos de avango sobre o tal relégio de pulso que evolui
com velocidade uniforme.

H4 duas caracteristicas do nosso movimento no espago que justificam esta vari-
abilidade de duracao dos dias solares:

a) A elipticidade da nossa 6rbita em torno do Sol,

b) A obliquidade da ecliptica, i.e., a inclinagéo (de 23°27") do eixo de rotagao
da Terra relativamente a normal ao plano orbital.

As duas causas somadas produzem uma diferenca, Hrs — Hgp, entre as horas
dadas por um relégio de sol e um relégio de pulso.

(A expressio “equagdo do tempo”e o grdfico a sequir nao foram abordados nas
aulas, mas sdo coisas interessantes.)

Essa diferenca chama-se equag¢do do tempo que representamos por E(t), onde
t indica o dia do ano em que essa diferenca é observada. Por exemplo, para
t = 0 (correspondente ao dia 1 de Janeiro), E(0) &~ —4 minutos, i.e., os relégios
solares andam 4 minutos atrasados relativamente aos relégios de pulso. Para
t = 309 (5 de Novembro), F(309) = 16.5, que é o méximo de F(t). Podemos
utilizar fungdes sinusoidais para modelagdo de E(t), por exemplo:

E(t) ~ 8.040sin(0.01823  + 2.948) + 10.512sin(0.0334 ¢ — 2.594)
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Figura 5: Modelo da equag¢do do tempo.

A primeira sinuséide modela a causa a), a segunda modela a causa b).



Se, em determinado dia do ano, sincronizarmos um bom relégio de sol e um bom
relogio de pulso, passado um ano sobre essa data eles acabam por bater certo
nos tempos que indicam, mas no decorrer do ano eles medem coisas diferentes.

7 O analema

Uma actividade interessante é a construgao dum analema. E “complicada”, pois
exige muita dedicagao e perseveranga e demora um ano inteiro a concluir. .. mas
o resultado é interessante e o que se aprende também é.

Pense num gnémon vertical fazendo sombra num plano horizontal.? Fixa-se, no
inicio da experiéncia, uma hora H que ird vigorar até ao fim do ano; uma boa
escolha sera as 12:33 de Inverno, que passard a 13:30 quando mudar a hora civil
logo apds a Primavera.'’ Para plano horizontal pode escolher o chdo duma sala
onde bata o Sol as H horas do relégio de pulso; a extremidade do gnémon pode
ser substituida por um ponto J dum caixilho de janela que a essa hora faca
sombra numa zona acessivel do chdo. O ponto J deve manter-se fixo durante
toda a actividade.

Interessa registar, com frequéncia, com lapis ou marcador, a posicao do ponto
de sombra que a extremidade do gnémon (o tal ponto J do caixilho) faz sobre
o plano horizontal s H horas, ezactas!, do relégio de pulso.!' A posicao desse
ponto de sombra depende de dois factores: da declinacao solar desse dia (que
faz alongar ou encurtar as sombras) e da “equagao do tempo” (que representa o
avango ou atraso da hora solar relativamente as H horas do relégio de pulso).
O resultado vai ser uma fieira de pontos que esbogam uma curva, o analema,
cujo aspecto é o da seguinte figura:

Figura 6: Analema projectado no plano horizontal.

H4 dois pontos marcados na figura: o do lado esquerdo é a projecgao vertical de
J; a distancia desse ponto ao plano horizontal é a distancia entre os dois pontos
marcados na figura 6; a recta que eles definem terd a direcgao norte-sul, caso a
hora escolhida para os registos tenha sido 12:33.

Pode experimentar projectar um analema numa parede vertical, escolhendo ad-
equadamente um ponto projectante J da sua janela virada a Sul. Se o angulo
da parede com a direccao norte-sul for “pequeno”, na ordem dos 15-20 graus,

9A verticalidade e a horizontalidade sdo, para o caso, irrelevantes. Mas ajudam a fixar
ideias e facilitam as contas.

10Trata-se do meio-dia solar no meridiano de Coimbra. A escolha do meio-dia solar é
irrelevante para a actividade, mas as figuras apresentadas mais adiante foram calculadas para
essa hora.

11 Esse registo poderd ser feito sobre uma folha de papel fixada ao chéo no local adequado.



digamos, a luz solar as 12:33 horas é rasante sobre a parede e o analema terd
uma forma parecida com esta:

Figura 7: Analema projectado com luz rasante sobre plano vertical.

O analema surgird, sobre a parede vertical, como esta figura rodada de 90° no
sentido retrégrado. O ponto a esquerda é a projeccao do ponto J sobre a parede,
projectado paralelamente a direcgao norte-sul.
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