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1.1.
z —1+‘/§i+i”—l+£i+(z‘4)5xi2—l+£i—1——l+—3i—cis(2—”) orque |z]=1
T 272 272 272 3 ) PordRe al=
. 27
e um argumento de z, ¢ 5
— 2ci 2ci
2 cis(r) _ 2cis(m) —2cis(—£)

“Th T (7[) .(2%)_ .(77:)_
C1S| — [XCIS| — CIS| —
2 3 6
(z) 2{2013(—%]} =2" cis(—%Xn)

(zz)n ¢ um numero real negativo quando —%Xn:n+2k7r, keZon=-6-12k, keZ.

Fazendo concretizagdes de k, obtemosn =6 para k=-1, sendo este 0 menor valor natural

de n tal que (z2 )" ¢ um numero real negativo.
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1.2.
) V3
cos(n—a)ﬂcos(a—a)  cos(m—a)+isen(a)
cosa +iseno - cosa +isenc
_cos(m—a)+isen(m—a)
B cosax +iseno.
_ cis(n—(x)
 cisa
= cis(7 - 2a)

E assim se concluiu o pretendido.

Como B :"Sair nimero menor do que3" entdo B :"Sair numero3".

Sabe-se que P(Zuﬁ)—P(AmB):g , entdo

P(ZuE)—P(AmB):g & P(ANB)-P(ANB)=

)=

N=RRV IRV

©1-P(AnB)-P(ANB
5
(:)1—2P(AmB):§
5
(:)—2P(AmB)=§—
4
(:)—ZP(AmB)z—;

(:)P(AmB):g

e que P(B|A):% , entdo

P(B|A)= %@ —P(;(Z)B)

Dado que P(ANB)= % , temos:

Proposta da APM de resolugdo da prova de Matematica A do ensino secundario, 18 de julho 2013 Pagina2 de 9



Uma vez que, A={1,3} e como AnB={1} ¢ B={3}sdo dois acontecimentos
incompativeis, entdo

P(A)=P(AnB)+P(B) pelo que,

P(B)=P(A)-P(AnB)& P(B)=—-=

@P(B):g

Assim, conclui-se que a probabilidade de sair nimero 3 ¢ %

3.1.

Do enunciado retiramos que a probabilidade de escolher, ao acaso, um jornalista e ele ser

.., 3 . . . . , . .
do sexo feminino ¢ 5 Como existem 20 jornalistas entdo, o nimero jornalistas do sexo

., 3 .
feminino ¢ dado por 3 x20 =12, sendo os restantes 8 do sexo masculino.

Os valores da variavel Y sdo: 0, 1 ¢ 2.

Assim, a tabela de distribui¢do da variavel Y é:

Vi 0 1 2

°C, 14 "C,x"C, _ 48 2C, 33

P(Y=y - =22
(¥=y) NC, 95 nC, 95 nC, 95

3.2.
Pretende-se determinar o nimero de maneiras diferentes dos 20 jornalistas se sentarem nas

trés primeiras filas, ocupando completamente a 1* ¢ a 2* filas.
Resposta I): [ZOC16 x16! x SAJ
Existem *’C,, maneiras diferentes de formar grupos de 16 jornalistas, de entre os 20, para

ocuparem as duas primeiras filas. Para cada grupo de 16 jornalistas existem 16! maneiras de

ocuparem os 16 lugares nas duas primeiras filas. Restam 4 jornalistas que t€ém disponiveis 8
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cadeiras na 3 fila. H4 A, maneiras diferentes dos restantes 4 jornalistas se sentarem,
ordenadamente, em 4 cadeiras de entre as 8 disponiveis.

Existem, assim, ao todo, 20C16 x16! X 8A4 formas diferentes dos 20 jornalistas se sentarem,
nas trés primeiras filas, nas condi¢des do enunciado.

Resposta II): [ZOAS X 2A, X SAJ

Existem 20A8 maneiras diferentes de se sentarem, ordenadamente, 8 jornalistas escolhidos
entre os 20, na primeira fila. Sentados 8 jornalistas, restam 12, sendo que 8 destes deverao
ocupar completamente a 2* fila. Existem '*A, formas diferentes dos 8 jornalistas, escolhidos
de entre os 12, ocuparem as 8 cadeiras da 2 fila. Ocupadas as duas primeiras filas, restam 4
jornalistas para os quais ha 4, formas diferentes de se sentarem ordenadamente em 4
cadeiras das 8 que constituem a 3* fila.

Existem, assim, ao todo, A, x ?A, X *A, formas diferentes dos 20 jornalistas se sentarem,

nas trés primeiras filas, de acordo com o enunciado.

4.1.
A fungio f¢é continua em x=1 se e s6 se lim f(x)=1lim f(x)=f(1).

x—l1 x—-l1t

Comecemos por calcular os limites laterais:

lim £ (x) = lim (xe™* + 2x) = ¢* +2

x—1" x—1"

lim f (x) = fim LY Fsen(x—1)

x—1* x—1t 1— X
Atendendo a que o limite da soma ¢ igual a soma dos limites das parcelas, quando estes

existem, averiguemos se estes existem:

1-Jx (1—&)(1+\/;)

Iim——=1im
ot 1=x aol (1_x)(1+\/;)
lim— =X
X—’1+(1—x)(1+\/;)
=lim !

anc (1+«/;)

1
2
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sen(x—l) ) sen(x—l)

lim————==—-1lim
-1t 1—x -1t x—1
Considerando y=x-1, quando x—1" entao y—0" e assim,
. sen(x—1 . sen
—hmg = —lim Y = g
-t ox—1 oty

Como os limites das parcelas existem, entao,

i LoYxsen(x=1) o 1V sen(x=t) 1 L
x>l 1—x -T l—x 1t 1—x 2 2

Donde concluimos que fnao ¢ continua em x =1 porque os limites laterais sao diferentes.

4.2.

O grafico de f'admite uma assintota de equa¢do y=mx+b, quando x — —oo , se existirem m

e b finitos.

3+x

) X .oxeTT 4+ 2x

m= lim M =lim ——
X=X X—>—o00 X

i 42

X—>—o00 X

= lirgo(em + 2)

=2, porque lim e =0

X—>—00

b=lim[ f(x)-2x]= lim (xe™ +2x—2x)
= lir_n (xem)
e3
= lim —,fazendo y = —x, vem y — +eequando x — —oo

X0 @

X

63
= lim —
Y—>+oo —e}

y

y

=0, dado que lim £ = oo,
yote Y

O grafico de f'admite uma assintota obliqua de equagao y=2x, quando x — —oo .
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Para efetuar o estudo das concavidades do grafico de g determinemos a expressao analitica

da segunda derivada de g.
g"(x)= (ln(ex +6e " + 4x))'

~ (e" +6e "+ 4x)'

e +6e " +4x
e =6 +4
e'+6e " +4x

Como xeR"entdo, e +6e¢ " +4x>0

Calculem-se os zeros da segunda derivada de g:

g"(x)zO e —6e"+4=0
S e +4e -6=0

C}ex:—4i\/l6—4xl><(—6)

2
4440
Se =T
<:>ex=—2—\/ﬁvex=—2+\/ﬁ

| S
impossivel

et =-2+10
<:>x:ln(—2+\/ﬁ)

X 0 11’1(—2+\/E) oo

g"(x) [nd. - 0 +

g(x) |[nd ) Pl U

Por observagdo da tabela, conclui-se que o grafico de g tem a concavidade voltada para

baixo no intervalo }O,In(—Z + \/ﬁ ) } e voltada para cima em [ln(—Z + \/ﬁ ) ,+ oo[ .

O grafico de /* tem um ponto de inflexdo de abcissa 1n(—2 +~/10 ) .
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1+1n(x?+1)

Consideremos a representacdo grafica de f definida por f(x)=-x-3 no intervalo

[-1.2] .

A

37

1 A(2,0) o«

1.5 /0.1

(S
u

2.92 i?

(-0.15,-2.92)p/ |

—

1

fl(.r)~ -3 1 *lll[.l'2*1J| | <r<2

22

A 4rea do tridngulo [AOP] é minima quando a altura do tridngulo, relativamente a base [OA],
for minima, o que acontece quando a ordenada do ponto P for o maximo de f, no intervalo
[-1.2].

Por observacao do grafico de f, sabemos que o seu maximo ¢ —2.92

OAX|f(x) _2x|f(x)
2 2

Assim, porque a area do tridngulo [AOP] ¢é dada por A, = =|f(x) a

area minima € 2.92
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7.1. A

Tendo em conta os dados da figura tem-se que,

Bous = 204+ A4B | ; w//ﬁ |
Determine-se OA, / N
COS(ﬂ'—O():i@&:; . N
0) COS(ﬂ' - (x) .
Py 3
& 0d= —cos(a)
ey 3
< OA=-
cos (x)

tg(n—a):T@A—C:?atg(n—a)@
@R’z—&g(a)
Pelo que, E:2x(—3tg(0() )=—6ig(cx) .

Assim,

Entdo, P(o)=-6tg(a)- 0056(a), ae}—%,ﬂ[ -
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7.2.

O declive da reta tangente ao grafico da funcao P ¢ igual a derivada da fun¢do P no ponto de
abcissa 5—”
6

Assim, determine-se a derivada da funcao P,

P~<x>=[—6rg<x>— 0 j

COS(.X)

= (-61g(x)) - [ co:(x)j'

6w 1 _ —6><(cos(x))‘
=0 cos’(x) ( cos”(x) J

6 (x)_(+i:;e&<)x>j

_—6—6sen(x)
- cos” (x)
Logo,
—6—6sen(5j —6—6><l
6 cos’ S 3 3
6 4 4

Pelo que se conclui que o declive da reta tangente ao grafico da fun¢do P, no ponto de

abcissa 5?” , e —12 .

FIM
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