inspiragdo para crescer
Preparar o Exame 2015 — Matematica A

EXAME 2014 - 22FASE,VERSAO 1-PROPOSTA DE RESOLUGAO

I GRUPO | — ITENS DE ESCOLHA MULTIPLA S —

1. Tem-se que A e B s&o independentes, portanto, P(AnB)=P(A)xP(B). Assim:

P(ANB)=0,48< P(AUB)=0,48<1-P(AUB)=0,48<0,52=P(AUB) <
<0,52=P(A)+P(B)-P(ANB)«<0,52=0,4+P(B)-P(A)xP(B) <

<0,12=P(B)-0,4xP(B)«<0,12=0,6xP(B) < P(B)z%@ P(B)=0,2

Outra Resolugdo: Tem-se que P(A)=0,4 <1 P(K) =04 P(ﬂ) =0,6. Se A e B so independentes, entdo

A e B também o sdo, portanto, P(Km E):P(ﬂ)xP(BT).Assim:
P(AnB)=0,48<> P(A)xP(B)=0,48<0,6xP(B)=0,48 < P(E_S):C’)—<:>

<1 P(B) =0,8< P(B)=0,2
Resposta: C

2. O nimero de casos possiveis é 6C3, dos seis vértices, escolhem-se trés. Para que os trés vértices escolhidos
formem um plano paralelo ao plano de equagdo z =5, tem-se de escolher trés dos quatro vértices contidos no plano

4
xOy (plano de equagio z =0). Logo, o nimero de casos favoraveis é “C, e a probabilidade pedida é %:3 = %
3 3
Resposta: B

10 10-p
3. Um termo do desenvolvimento do bindmio [E + x] é dado por 1°Cp X (E) xxP,com0<p<10e peN,.
X X

Assim:

10-p 10 10 Xp
x XP = C,x2 P x

10 10— -10 10 10— 2p-10
=""C x27 P xxPP =C x277P xxP
X XlO—p XlO—p p p

10-p
mex(E) x XP =1°Cp>< 2
Logo, o termo ndo dependente de X, ou seja, 0 termo independente de x é o termo em que o expoente de x é 0. Entao

2p-10=0<=2p=10<=p=>5
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10
Portanto, o termo do desenvolvimento do bindmio (E + x} nao dependente de x é:
X

C, x 2970 x x¥*10 = 19C, % 2970 x X% = 252 x 32 x X° = 8064
Resposta: B

n

€ estritamente crescente,

: 1Y }
4. Tem-se que I|m(1+—} =e, mas como a sucessdo de termo geral x, =(1+—j
n

entao Iim(1+ 1] =e¢" . Assim, pela defini¢do de limite segundo Heine, vem:

limg(x,)=limIn(e-x)=In(e—e")=In(0")=-o0
Resposta: D

X—e~

5. Como a funcéo f é continua em [Z,Z} , entdo também é continua a esquerda de x = z , logo

cos(y+72[j
lim <X _lim —lim Y i Y _
X—’% X—ZI) y—0 y i) y—0 y y—0 y
2
. f(fj:k_3
2

Logo, k—3=-1<k=2

i) Mudanga de variavel: Se x >~ entao x—%aO*.Seja y:x—%ax:y+£, y—>0".

ii) Usando o circulo trigonométrico, verifica-se que cos(y + E] =-seny.
Resposta: C

6. Seja a o zero positivo da fungdo g” . Recorrendo a um quadro de variagéo do sinal da fun¢do g”, vem
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X —o0 0 a +00
9"(x) + 0 - 0 +
g (X) U pi. M p.i. U

o grafico da fungéo g tem a concavidade votada para baixo em [O, a], tem a concavidade votada para cima em
]—oo,O] eem [a,+oo[ e tem pontos de inflexdo em x=0 e em x=a. O Unico grafico que estd de acordo com esta

tabela € 0 da opcao IE
Resposta: A

7. Dois planos sdo perpendiculares se os seus vetores normais também o forem. Um vetor normal do plano « é
n, =(3, 2,0).

Das opgdes apresentadas, 0s unicos planos que sao perpendiculares a « sdo os das opgdes |B|e .

= Um vetor normal do plano de equagdo 2x—3y—z+1=0 é (2,-3,-1) e (3,2,0)-(2,-3,-1)=6-6+0=0;
= Um vetor normal do plano de equagdo 2x—3y—z=0 é (2,-3,-1) e (3,2,0):(2,-3,-1)=6-6+0=0;
Destes dois planos, o Unico que contém o ponto A(1,0,3) , € 0 plano de equagdo 2x—3y—z+1=0, pois:

2x1-3x0-3+1=0<=2-3+1=0«0=0 Afirmacéo verdadeira

Logo, uma equagao do plano  é 2x—-3y—-z+1=0.

Resposta: B

8. Tem-se;

23 2.3 — 23

= B é a imagem geométrica do nimero complexo —T + 2i, Logo, B(—T, Zj e portanto BC = T . Como a

circunferéncia esta centrada na imagem geométrica de 2i (o ponto C), entdo uma condicdo que a define é
2.3

|z—2i|==—=.
3

23 Zz

= Seja & um argumento de = +2i.Tem-se tgf=———+~=

75
3

3 _AB
B

:\E e #1.°Q. Logo, ¢9=%.Assim,

uma condigéo de define a semirreta OA € arg(z) =% .
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= Seja @ um argumento de —2—\/§+2i . Tem-se tgf = Z =—/3 e #c2°Q. Logo, 0=—£+7r:2—”.
3 73 3 3
3
Assim, uma condig&o de define a semirreta OB é arg(z) = 2?” .
Portanto, uma condi¢do que define a regido sombreada da figura é | z- 2i| > ? A % < arg(z) < 2?”
Resposta: C

I GRUPO Il - ITENS DE RESPOSTA ABERTA

1.1. Tem-se que, z:2cis%:2(cos(%}+isen(z]j:2(£+%q:%+§i :\/§+i . Logo, 7=\/§—i.

6 2 2

Portanto as coordenadas do ponto A sao (\/5 , —1)

Assim,

e (Beiod) (B 9 -Bi_oi_-ofE_ e
Loz 1+(\B+i)i 1+\B+T L+B-4 B B 8 3 T

Portanto, as coordenadas do ponto B s&o (0,—3\/5) )

Representado o triangulo [ AOB], no plano complexo:

Im(z)

™ .

] }Re(z) -

A A _OBxAC _3J3x+3 3x3_9
Apos) = 2 2 2 2

_35|B
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1.2. Tem-se:

2C0Sa i\,/(—ZCOSa)2 —4x1x1 -y 2cosa i«/4cos2 a—4 o

72’ —2cosaz+1=0<z=

2x1 2
2cosai,f—4 1-cos’a [—4sen?
7o ( )@ZZZCosai 4sen a<:>
2 i) 2
S 2c0sa +/4sen’ o xJ—_1<:>Z _2cosatlisena o _ Z(cosatisena)
B 2 i 2 - Z

< Z=C0Sa—iSsena v Z=COoSa+isena <

oz=cos(-a)+isen(—a) v z=cisasz=cis(-a) v z=CcCisa

iiil) iii)

2 2 2

i) sen a+cos?a=1<sen’a=1-cos’a .

i) Como « € ]0, 7] , entdo sena >0 e portanto Jasen?a =2sena .

i) Como a fung@o cosseno € para e a fungdo seno € impar, entéo cos(—a) =Cosa € sen(—a):—sena. Outra maneira de escrever as
solugdo da equagdo na forma trigonométrica era reparar que cosa—isena € o conjugado de cosa-+isenca . Assim, como

cosa+isena =cisa , entdo cosa —isena =cis(—a).

2.1. O nimero de casos possiveis & 6!, € o nimero de maneiras que as seis bolas podem permutar entre si. Para
determinar o numero casos favoraveis, vamos agrupar num bloco as duas bolas azuis. Assim, o bloco e as restantes
quatro bolas permutam entre si de 5! maneiras distintas. Dentro do bloco, as duas bolas azuis permutam entre si de

Ix 21
2! maneiras distintas. Logo, o0 nimero de casos favoraveis é 5!x 2! e a probabilidade pedida é St 2! = 1

3

[ele]

)

5ix 21

Outra resolucao: Para esta resolu¢do vamos apenas considerar a escolha das posi¢oes para as duas bolas azuis.

Assim, 0 nimero de casos possiveis & °C, (nimero de maneiras de escolher duas posicdes de entre as seis

disponiveis). O numero de casos favoraveis é 5 (ficando as duas bolas azuis juntas, num bloco, o bloco pode ocupar da

posicles 1 e 2, ou as posi¢des 2 e 3, ou as posi¢des 3 e 4, ou as posicdes 4 e 5 ou as posigdes 5 e 6.) Assim, a
1

probabilidade pedida pode ser dada por % = 3
2
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2.2. No conjunto das trés bolas retiradas, podem estar, zero, uma ou duas bolas azuis, uma vez que na caixa estéo
apenas duas bolas azuis. Portanto, a variavel aleatoria X pode tomar os valores 0,1 e 2,isto & X = {0,1, 2} . Assim;

4 20 4 2 4
P(X:O):G—?:%;P(x:]_):%zgng(xzz): Czeé Cl:%
3 3 3

Logo, a tabela de distribuicio de probabilidades da variavel aleatoria X é dada por:

X; o1 2

1 3 |1

P(X =x -
(X=x) 5 5 5

. n . . , 3z
3. A amplitude dos angulos internos de um pentagono regular é 108°= = (a amplitude, em graus, dos angulos internos de um

) ) 180(n-2) . . )
poligono regular com n lados é dada por ———2 ). Consideremos a flgura.
n

Tem-se que EAD = ADE, seja = EAD = ADE . Assim:

C 3z 3z 27 2 T
—t20=nmSS20=r-——SS 20— S a=—SSaA=—
5 5 5 10 5
B Logo,@AﬁzBAng—”—Ezz—”.
5 5 5

Portanto:

1
a5 | oo 2 AD)_Cos(z_q_ms(zxzj_mz(zjSenz(z}_
H ADH M 5 5 5 5

—1-sen?| Z |—sen?| Z |=1-2sen?| =
5 5 5
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41.

= Assintotas verticais

_ In(0* _
lim f(x): |im(X—1+Mj=0—l+¥=—1+0—(iO=—1+oO=+oo

x—0" x—0" X

Logo, a reta de equagdo x =0 é assintota vertical do grafico de f. Como f é continua em ]—oo,O[ , 0 seu grafico ndo

tem mais assintotas verticais.

= Assintotas ndo verticais

X 1+In _X)
f(x N In(—x
metim ) i iy (XL OO0 L, Y
¢ X—>—00 X X—>—00 )(/ X X i) yoo —y ye+oo(_y)
S im0k im e im ™Y o1y L 0-140x0=1
—00 y—>+o0 y y—>+0 y y—+w0 y +CX)

b= lim (f (x)—mx):Jlmw[X—l+M—X];—l+ lim Y _ 1 im WY 4020

X—>—00 X i) yoto —y yoto Y

Logo, a reta de equagdo y =x—1 é assintota obliqua do gréfico de f, quando X — —oo.
i) Mudanga de variavel: Se X —>—centdo —x —>+w.Seja y=—X < X=-Yy, Y > +o©.

4.2. A fungdo f é continua em ]—oo,O[, pois € a composi¢do, 0 quociente e a soma de fungdes continuas no seu

dominio. Logo, a fungéo f é continua em [—e,—1] = |—0,0].

I
- f (—e):—e—l+ie)=—e—l—1z—4,09
—e e

. f(—1):—1—1+"‘—11:—2—%=—2

Tem-se que —e~—2,72. Assim, como f é continua em [—e,—1] e como f(—e)<—-e< f (1), pelo teorema de

Bolzano, 3ce]—e,—1[: f (c)=—e, ou seja, a equacdo f(x)=—e tem pelo menos uma solugdo em |—e,—1|.
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. g,(x):0+:)l(><x—|n(—x)x1=)](-/X)(_ln(_x)X]-:l_ln(_x)

1-In(-x)

2

«q'(x)=0
9'(x)=0e—

=0=1-In(—x)=0 A x*#£0<In(-x)=1 A x#z0<-x=e A x20&

=SX=—e A X#0

Fazendo um quadro de variagéo do sinal da fungdo g', vem:

X —00 —€ 0
In(—x) - 0 + nd
G + + + n.d
9'(x) - 0 + nd
a(x) N min. 7 nd.

Afuncao f é decrescente em ]—oo,—e] , & crescente em [—e, 0[ e tem um minimo absoluto em x =—¢.

5. O triangulo [ PQR] é retangulo em Q, portanto:

c05a=P_—Q<:>cosa——Q<:>PQ 4cosa e sena:gasena—Q—QQR dsena

L0go, Apgrs) =2 Angry = Z x% =PQxQR=4cosax4sena =16cosasena = A(a)

Tem-se 1+tg°6= 12 (2\/5)22%®1+8=L®CO529=1_ Como Oe|0Z| . vem
cos“ 4 cos“ 4 9 2

cos’ @
cosa_% Assim, tge_%csene cosextg¢9<:>sen0_—><2«Ec>sen0=¥.

1 2ﬁ 32ﬁ

Portanto, A(#)=16cos@send =16x 5 - 9
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0
6. Como f(0)=—-e?+0?+8=-€"+8=-1+8=7, as coordenadas do ponto A sdo (0,7). O ponto B tem abcissa

positiva e pertence ao grafico de f, portanto, as suas coordenadas s&o do tipo (x, f (x)) ,com x<10,10].

- f(x)-7 —e2 4 %2
Pretende-se determinar x €]0,10] tal que m,; =—2 < Yo =Ya_ e -7 oo X,
Xg — Xa x—0 X
o7 4y
Utilizando o editor de fungdes da calculadora, define-se vy, =e+—x+1 e y,=-2 na janela de visualizagao
X
[0,10]x[-4,4]
ya

e 4y

Logo,e+—x+1=—2©x=a,com a~9,35. o) a1
X 'd \ X
Portanto, a abcissa do ponto B €, aproximadamente, 9,35. -2 ‘
.= —eg +x2+1

Outra resolugdo: Como o declive da reta AB € —2 e as coordenadas do ponto A sdo (0,7), entdo a equagao
reduzida da reta AB é y=-2x+7. Como B pertence ao gréafico de f e a reta AB entdo a abcissa de B é a solugéo

positiva da equagéo f (x)=—-2x+7, com x € ]0,10] (a outra é a abcissa do ponto A).

Utilizando o editor de fungbes da calculadora, define-se vy, = f(x) e Yy, =—2X+7 na janela de visualizagéo
[0,10] X [—20, 25]

Logo, f(x)=-2x+7<>x=a,com a~9,35.

Portanto, a abcissa do ponto B &, aproximadamente, 9,35. 0 \ X

-
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7. Vamos estudar a variagdo da monotonia da fungao h utilizando um quadro de varia¢do do sinal da fungdo h’. O sinal
de h' depende apenas do sinal de f, pois e** >0, para todo o X real.

X —00 -2 3 +00
h'(x) + 0 + 0 -
h(x) 7 7 méx. v

Assim, a funcdo h tem apenas um extremo relativo (maximo) em x =3 e portanto, a afirmago | é falsa.

A fungdo f tem um extremo relativo em x=-2, como f é derivavel em R, entdo f’(—2)=0. A segunda derivada

£/(x)xe? — f (x)x 26> :ﬂ(f'(X)—ZZf(X)): f)-2t(x) ortanto
() ()

de h ¢ dada por h"(x)=

f'(-2)-2f(-2) _0-2x0

h”(_Z) = e2><(—2) e

=0. Logo, a afirmacao Il é verdadeira.

Por fim, como lim h(x):3, a reta de equagdo y=3<«<>y—-3=0 ¢ assintota horizontal do gréfico de h, quando

X—>+0

X —+00, € nd0 a reta de equacdo y+3=0. Assim, a afirmagéo Il é falsa.
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