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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns resultados sobre a sucessao de Fi-
bonacci {F,}22 ;. O termo geral desta sucessdo, F),, ¢ chamado ntimero
de Fibonacci de ordem n e é definido recursivamente por F,, = F,,_1 +
F,—2 (n > 3) com condigbes iniciais F; = 1 e F5 = 1. Ao longo dos
tempos, surgiram na literatura diversas generalizagdes desta sucessao.
Neste trabalho apresentamos uma dessas generalizagoes, recentemente
estudada por J. Petronilho em [11]. Terminamos o trabalho deduzindo a
funcdo geradora desta sucessao de Fibonacci generalizada.

Palavras Chave: Sucessao de Fibonacci, Sucessao de Fibonacci generalizada,

Formula de Binet, Fungao geradora.

Abstract

In this work we present some results on the Fibonacci sequence {F}, }2° ;.
The general term, F),, is denoted by Fibonacci number of order n and it
is defined recursively by F,, = F,,_1+F,_2 (n > 3) with initial conditions
Fy =1 and F5 = 2. Over time, several generalizations of this sequence
have appeared in the literature. In this work we present one of these
generalizations, studied recently by J. Petronilho in [11]. The generating
function of this generalized Fibonacci sequence will be deduced.

Keywords: Fibonacci sequence, Generalized Fibonacci sequence, Binet formula,

Generating function.
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A sucessao de Fibonacci e uma sua
generalizacao

A sucessao de Fibonacci aparece pela primeira vez referenciada no livro “Liber Abaci”,
publicado por Fibonacci em 1202, sob a forma de um problema [13, 16]:

“Um homem colocou um par de coelhos num local cercado por todos os lados.
Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par ao fim de um ano,
sabendo que, por més, cada par gera um novo par, que se torna produtivo no seqgundo
més de vida?”

Este problema tem uma resolugao simples, admitindo que todos os coelhos sao
imortais. De facto, no primeiro més, existe apenas o par inicial. No segundo més, este
ficou mais maduro mas sem estar ainda na fase reprodutiva. No terceiro més, nasceu
outro par. No quarto més, o par inicial teve outro par, enquanto os seus primeiros
filhos cresciam. No quinto més, tanto o par inicial como os seus primeiros filhos, ja
em fase reprodutiva, tiveram dois novos pares de coelhos, e assim sucessivamente. A

sucessao que se origina é
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233, ... . (1.1)

A sucessao (1.1) ¢ conhecida na literatura por sucessdo de Fibonacci e os seus
termos sao chamados nimeros de Fibonacci. Os numeros de Fibonacci, além de
aparecerem em diversas areas da matematica, tais como teoria dos nimeros [16],
teoria de grafos [1, 4], em algumas areas da algebra [14], também aparecem noutras
areas bem distintas, tais como finangas, arte, arquitetura, musica, entre outras (veja-
-se, por exemplo, [18]).

Devido & sua frequéncia na natureza e em diversas areas do conhecimento, esta
sucessao tem despertado, ao longo da histéria, algum interesse por parte de matemaéti-
cos e nao s6. Nos ultimos anos apareceram na literatura varias generalizagoes da
sucessao de Fibonacci, dos quais destacamos os trabalhos de M. Edson e O. Yayenie
[5], J. Feng [7], M. Sahin [12], O. Yayenie [17] e, muito recentemente, o trabalho de
J. Petronilho [11].



1 A sucessdo de Fibonacci e uma sua generalizagido

Este Projeto Educacional I esta organizado da forma descrita a seguir. Na sec¢ao
1.1, apresentamos alguns resultados simples relacionados com os nimeros de Fi-
bonacci. Como aplicagdo dos resultados apresentados, mostramos que a equagao de
Diophantine, 22 + zy — y?> = £1, tem infinitas solucdes. Na seccio 1.2, apresenta-
mos e deduzimos a férmula de Binet para os niimeros de Fibonacci, evidenciando
algumas aplicagoes da mesma, nomeadamente & generalizagao da férmula de Cassini,
conhecida na literatura por férmula de Catalan. Relacionam-se, ainda, os ntmeros
de Fibonacci com as triplas pitagoricas e apresenta-se uma demonstracao (simples)
que utiliza os numeros de Fibonacci para mostrar que existem infinitos niimeros pri-
mos (um facto universalmente conhecido!). Na sec¢ao 1.3, recordamos a defini¢ao
de nimero de ouro e relacionamos este ntimero com a sucessao de Fibonacci. Na
seccao 1.4, apresentamos uma generalizacao da sucessao de Fibonacci, estudada por
J.Petronilho em [11], utilizando a teoria dos polinémios ortogonais. Terminamos este
trabalho com a secgao 1.5, onde se deduz a fungao geradora da sucessao de Fibonacci

generalizada.

1.1. Ntumeros de Fibonacci e algumas propriedades

Ao longo deste trabalho, e como ¢é usual, a sucessao (1.1) sera designada por {F},}5° ;.
Decorre do exposto anteriormente, que a sucessao de Fibonacci pode ser definida por
recorréncia, sendo cada termo, com exce¢ao dos dois primeiros termos, a soma dos

dois termos que o precedem, isto &,
h=FK=1eF,=F,_ 1+ F, 2, n=3,45,.... (1.2)

Por conveniéncia, algumas vezes neste trabalho sera ttil considerar Fyy = 0.
Utilizando a relagao de recorréncia satisfeita pelos nimeros de Fibonacci, com
condigOes iniciais diferentes das indicadas anteriormente, podemos construir novas

sucessoes numeéricas. Por exemplo, definido recursivamente a sucessao {L;,}"> ; por
Li=1Ly=3eL,=Ly_1+ Lo, n=3,4,5,... (1.3)

obtém-se a sucessdo de Lucas, em homenagem ao matematico Edouard Lucas (1842-
1891). Os termos desta sucessao serao denotados por nimeros de Lucas.

Utilizando o principio da indugao matemética, demonstra-se facilmente que os
numeros de Lucas e os nimeros de Fibonacci estao relacionados pela seguinte iden-
tidade:

L,=F,.1+F, 1,neN. (1.4)



1.1 Ndameros de Fibonacci e algumas propriedades

Seguidamente apresentamos algumas propriedades elementares dos niimeros de
Fibonacci, bem como algumas ligacoes existentes entre estes ntimeros e diversas areas

da matemética.

Proposigao 1.1. Os numeros de Fibonacci satisfazem:

n n
(@) > Fr=TFnp2—1; (b) > Fop-1 = Fan;
k=1 k=1
n n
() D Fox = Fony1— 1; (d) D F¢ =Fo Fon
k=1 k=1

Demonstragao. Usaremos o principio da inducdo matematica. Apenas iremos
demonstrar (a), pois de forma analoga se demonstram as restantes igualdades. Para
n=1,temos >;_Fr=Fi=1 ¢ Fiy—1=F;—1=2-1=1. Suponhamos
que a igualdade (a) se verifica para um nimero inteiro positivo m e mostremos que,

para o sucessor de m, m + 1, ela também é verdadeira. De facto,

H.I
= (Fony2— 1)+ Fpnp

1.2
= m+2+Fm+1_1(:) m+3_1

anll Fr, =335 Fe+ Fun

Foni1)42 —1

O]

Observagao 1.2. Justapondo dois quadrados com medida de comprimento de lado
igual a 1, obtém-se um retangulo do tipo 2 x 1 (isto €, tal que as medidas dos com-
primentos dos lados sao 2 e 1), sendo a medida de comprimento do maior lado igual
a soma das medidas dos comprimentos dos lados dos quadrados iniciais. Justapondo
agora outro quadrado com medida de comprimento de lado igual a 2 (a medida de
comprimento do maior lado do retdngulo 2 x 1), teremos um retangulo 3 x 2. Con-
tinuando a justapor quadrados com medidas de comprimento de lados iguais & maior
das medidas dos comprimentos dos lados dos retdngulos obtidos no passo anterior,
obtemos uma construgao onde se pode verificar geometricamente a propriedade (d)

da Proposicao anterior. A Figura 1 ilustra o procedimento descrito.



1 A sucessdo de Fibonacci e uma sua generalizagido

a

Figura 1: Espiral de Fibonacci

Unindo-se os arcos (quartos) de circunferéncia que se obtém dos quadrados unindo
adequadamente vértices opostos destes, constréi-se uma espiral, designada por Espiral
de Fibonacci. Verifica-se, facilmente, utilizando a Proposicao 1.1 (a), que a medida do
comprimento da espiral de Fibonacci, construida a partir dos n primeiros quadrados
(com medidas de comprimento de lados iguais aos primeiros n nimeros de Fibonacci)

T

¢ 5 (Fusa = 1),

Teorema 1.3. Sejam n e k dois numeros inteiros positivos. FEntre as poténcias

k k+1

consecutivas n® en nao existem mais do que n numeros de Fibonacci.

k k+1

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que entre algum n” e n"* existem pelo

menos n + 1 nimeros de Fibonacci. Assim,

k k+1
n' < Fry1, Fryo, Frgs, oo s Frgnyr,... <n 1

Pela Proposigao 1.1 (a), a soma dos primeiros n — 1 desses nimeros é

Pl Fk =0 T e = S By
=Frint1 — 1= (Fryp2 = 1)
=Frin+1— Frya .
Logo, Frint1 = 22;11 Frir + Fry2 0 que representa a soma de n ntumeros de
k k+1

Fibonacci, sendo que cada um deles é maior que n*. Portanto, Fy 4,11 > nnF = nF+l,

facto que contraria a hipotese. O

Teorema 1.4. Todo o nimero inteiro positivo pode ser expresso como uma soma de

numeros de Fibonacci distintos.

Demonstragao. Seja n um niimero inteiro positivo e F}, o maior nimero de Fi-

bonacci menor ou igual a n. Entao n = F,, + ny, onde n; < F,,. Seja F,, o

4



1.2 A Férmula de Binet e algumas consequéncias

maior nimero de Fibonacci menor ou igual a ny. Entao n = F,, + Fi,,, + ne, onde
n > F,, > F,,,. Continuando este processo obtemos n = Fy,+F,, +F,+... , onde
n > Fy, > Fy, > Fn, > ... . Una vez que se trata de uma sucessao decrescente de

ntmeros inteiros positivos, esta deve terminar, concluindo-se o resultado. O

Teorema 1.5. [Férmula de Cassini] Os nimeros de Fibonacci satisfazem
Fo1Fp1 —F?=(-1)", neN. (1.5)

Demonstragao. Usaremos o principio da indugdo matematica. Para n = 1, (1.5)
verifica-se: de facto, FoFy — F? = 0.1 — 1 = —1 = (=1)! . Admita-se, agora, que

(1.5) se verifica para algum ntimero inteiro positivo n = k. Entao

(1.2)
Fka+Q—F]3+1 = (Fk+1_Fk71)(Fk+Fk+1)_Fk2+1

= FypFrp + FL | — FuFyo — Fyeo1 Fyn — F7
L B P — FFyy — F2 — (-1)F

= FyFyp1 — Fi(Fy_1 + Fy) + (=1)F!

= FiFi1 — FeFrqa 4+ (DM = (1)

Assim, (1.5) verifica-se para n = k+1 e portanto, pelo principio da indugdo matemaética,

verifica-se para todo o nimero inteiro positivo n. O
Corolario 1.6. Dois nimeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre si.

Demonstragao. Suponha-se, por absurdo, que existe um factor primo p de ambos
os nimeros de Fibonacci F, e F,, 1. Entao, pela formula de Cassini, p divide £1, o

que é um absurdo. Logo F,, e F},+1 sao primos entre si. O
Corolario 1.7. Os numeros de Lucas e de Fibonacci satisfazem a identidade
L2 =5F24+4(-1)", neN. (1.6)

Demonstragao. Notando que

12— a (-1 + 72 " Ry + B -4 [(-1) + F2]
W () 4 Fpi)? — 4F, 1 Foy
= (Fuor - Funn)? 2 12,
obtém-se (1.6). O

Observagao 1.8. Tendo em conta (1.2) e a formula de Cassini, concluimos que
Fg—l + FnFn _Fg = (_1)n7

o0 que permite justificar que a equacdo de Diophantine x> +xy—y? = +1 tem infinitas

solucoes.



1 A sucessdo de Fibonacci e uma sua generalizagido

1.2. A Férmula de Binet e algumas consequéncias

O objetivo nesta seccao, é determinar uma expressao explicita para F,. Esta féormula
explicita para Fj, é conhecida, na literatura, por férmula de Binet, em homenagem ao
matematico francés Jacques Binet (1786-1856), que a descobriu em 1843.

Para determinarmos explicitamente os ntimeros de Fibonacci, iremos denotar por

_1+V5 _1-v5
2 2

(073

0

as raizes da equacdo quadratica z?

—x — 1 = 0. Prova-se facilmente por inducgao
matemaéatica que o = aF, + F,,_1 e 8" = BF, + F,,_1, n € N. Definindo o termo
geral da sucessao {un}2° por

1

V5

concluimos que u; = % (a=pB)=1,us = % (a2 - ﬁz) =1e, paran > 3,

Up —

(@"— "), neN,

Up—1 + Up—2 =

-

anfl o ﬁnfl) + % (an72 o ﬁan)
n—2

=2 @+ 1) - Z2 (3 +1)
o n—2 2 BTL*ZﬁQ

V5 V5
:%(an_ﬁn):un

Q

Q

Como a sucessao {uy, } 72 ; satisfaz a mesma relagao de recorréncia, com as mesmas
condicoes iniciais, da sucessao de Fibonacci, decorre que u,, = F},.
Assim, concluimos que os nimeros de Fibonacci sao dados explicitamente, para

todo o n € N, por

F, = \}3 (@™ — ") = a;:g” . [Férmula de Binet] (1.7)

Como consequéncia imediata da Formula de Binet, obtém-se a identidade
F3+1+F3:F2n+1, neN. (18)

Esta féormula é essencial para justificar a relacao existente entre os niimeros de Fi-
bonacci e as chamadas triplas pitagoricas. Esta relacao foi obtida em 1984 por
Charles Raine [16], que observou que, tomando quaisquer quatro nimeros consecu-

tivos da sucessao de Fibonacci,
Fu, Fn+17 Fn+27 Fn+3

o produto dos termos extremos, F, Fj,+3, e duas vezes o produto dos termos internos,

2F,+1F, 49, representam as medidas dos comprimentos dos catetos de um tridngulo



1.2 A Férmula de Binet e algumas consequéncias

retdngulo, sendo a medida do comprimento da hipotenusa o nimero de Fibonacci
Fopys. Assim, (F,Fpi3,2F,+1F, 12, Fonts) € uma tripla pitagorica. Para justificar-

mos a afirmagao anterior, basta notar que por (1.8) e (1.2) é
2 2 12 2 2
F2n+3 = FnFn+3 + 4Fn+1Fn+2 :

Usando também a féormula de Binet, podemos generalizar a formula de Cassini.
Esta generalizacao foi estabelecida em 1879 pelo matematico Eugéne Catalan (1814-

1894) e é apresentada no teorema seguinte.

Teorema 1.9. [Férmula de Catalan] Seja k um nimero inteiro positivo. Entao
FpipFop — F2= (=1)""FIE2 >k, (1.9)

Demonstracao. A formula (1.9) decorre diretamente da Férmula de Binet e da

igualdade a?* + %% = Lo, = 5F2 + 2(—1)*. O
Outra consequéncia da Féormula de Binet é a identidade
Foim=F, 1Fn+ F,Fpi1, n,m € N, (1.10)
que serd essencial na demonstracdo dos teoremas seguintes.

Teorema 1.10. Sejam m,n nidmeros inteiros positivos. O numero de Fibonacci Fy,

divide o nimero de Fibonacci Fyy, isto €, Fp|Fpn.

Demonstragao. A prova sera feita por inducdo matematica sobre n. Paran =1 a
afirmagao é trivial. Vamos assumir que F,|F,;, para 1 < i < k, e mostremos que

Fin|Fyy(k41)- Ora, por (1.10), temos
Frktm = Fmk—1Fm + FppFmqr
Por hipotese de indugao Fp,|Fynx e, portanto, também Fi, |Fyy(y1)-
Teorema 1.11. Sejam m,n € N e d = m.d.c(m,n), entdo m.d.c(Fn, F,,) = Fy.

Demonstragdo. Seja d = m.d.c(m,n) e d = m.d.c(Fy,, F,,). Pelo Teorema 1.10,
Fy|F,, e Fy|Fy; logo Fyld'. Uma vez que d = m.d.c(m,n), existem inteiros a e b tais
que d = am + bn. Uma vez que d,m,n > 0, entdao ou a < 0 ou b <0. Seja a = —k,

onde k > 0. Entao bn = d + km. Pela identidade (1.10), temos

Fon = Fyvkm = Fg1Fem + FaFrmy1- (1.11)

7



1 A sucessdo de Fibonacci e uma sua generalizagido

Uma vez que d'|F,,, pelo Teorema 1.10, d’|Fy,,. Como d'|F), e F,|Fy,, entdo d'|Fy,.
Assim, d'|Fy, e d'|Fy,. Logo, pela equagao (1.11), d'|FgFm1-

Mas, m.d.c(d', Fyme1) = 1, pois d'|Fp € m.d.c (Fgm, Fyma1) = 1 (Corolario 1.6),
donde d'|F,;. Como d'|F,; e Fy|d', concluimos que d' = Fy. O

Corolario 1.12. Sejam m,n nimeros inteiros positivos. Se m e n sGo numeros

primos entre si entdo também sao primos entre si os numeros de Fibonacci F,, e F,.

Corolario 1.13. Sejam m,n € N. Se F,,,|F,, entao m|n.

Demonstragao. Suponhamos que F,,|F),. Entao, pelo Teorema 1.11, m.d.c (F),, F},) =

Fin = Fy d.c(mn)- Assim, m = m.d.c(m,n), o que implica que m|n. O

Observagao 1.14. Conjugando o Coroldrio anterior com o Teorema 1.10, podemos

concluir que Fp,|F,, se e s se m|n.

Em 1965, M. Wunderlich utilizou estes resultados para apresentar uma prova
de que existe uma infinidade de nimeros primos [16], facto que é universalmente

conhecido. O préximo corolario leva-nos a essa prova.

Corolario 1.15. Existe uma infinidade de nimeros primos.

Demonstragao. Suponhamos que existe um nidmero finito de ndmeros primos,
P1,D2,--.,Pk. Entao, os nimeros de Fibonacci F,,, Fj,,. .., Fp,, sao primos entre
si. Uma vez que existem exatamente k& ntimeros primos, cada um destes ntimeros de
Fibonacci tem, exatamente, um fator primo, isto é, cada um é um ntmero primo, o

que é absurdo. Por exemplo Fjg = 4181 = 37 x 113. ]

1.3. Ntimeros de Fibonacci e o niimero de ouro

Desde a antiguidade, h4 um ntmero que vem sendo estudado por matematicos e
curiosos devido as suas extraordinérias propriedades. Este ntimero ficou conhecido
por nimero de ouro e é usualmente denotado pela letra grega ®, em homenagem ao
escultor Phidias (490-430 a.c)— veja-se, por exemplo, [16, 18|. Fibonacci, no seu livro
“De Divina Proportione”, denominou-o de “Propor¢ao Divina”. J4 Euclides tinha
a nogao da sua existéncia. No Livro VI dos Elementos de Euclides, d& a seguinte
definigao: “Um segmento de reta diz-se dividido em média e extrema razdo, se a
razao entre o menor e o maior dos segmentos € igual & Tazdo entre o maior e o

segmento todo.” Podemos perceber a propor¢ao mais facilmente, quando dividimos



1.4 Uma generalizacdo da sucessdo de Fibonacci

um segmento de reta AB em duas partes (Figura 2), de tal forma que a razao entre
o segmento inteiro e a parte mais longa seja a mesma razao entre a parte mais longa

e a parte mais curta.

B

Figura 2: Divisdo aurea do segmento |AB]|

Designando por z a medida de comprimento da parte mais longa e por m a
m x

medida de comprimento do segmento inteiro, tem-se — = . Como x > 0,
x m—x
, -1+5 , ,
concluimos que x = — .m e que o numero de ouro ¢ é dado por
m 145
P :=— = .
T 2

Como consequéncia da defini¢gao de ntimero de ouro, obtemos o teorema seguinte:

Teorema 1.16. Seja {F,}22, a sucessao de Fibonacci definida por (1.2). Entao

lim Fnia = .

n—-+o0o n

Demonstragao. A demonstragdo é uma consequéncia imediata da féormula de Binet

(1.7) e do facto de ser —1 < g < 0 (com « e 8 definidos como na Secgao 1.2).

O]

Observagao 1.17. Decorre facilmente de (1.2) que a fungao geradora da sucessao

de Fibonacci € dada por

+o00 T
> Fat=——— (1.12)
n=0

1—2— 22

Assim, pelo Teorema 1.16, concluimos que a igualdade (1.12) é vdlida para |x| < % )

1.4. Uma generalizagao da sucessao de Fibonacci

Nesta seccao iremos apresentar uma generalizagao da sucessao de Fibonacci estudada

recentemente por J. Petronilho em [11], que consiste em resolver o seguinte problema:
(P) Fizemos um nimero inteiro k > 2 e 2k nimeros reais ou complezos, ag,ay, - - -

ag—1 €bo,b1, -+ ,bg_1, comb;j #0 para 0 < j <k —1. Seja {Qn}>2 a sucessao de

numeros reais ou complexos definida recursivamente por
QOZOa Ql =1 ) Qm:anm—1+ijm—2 ) mE] (mOdk> . (113)
Como encontrar uma férmula de tipo Binet para Q, ?

9



1 A sucessdo de Fibonacci e uma sua generalizagido

Este problema foi resolvido em [6] e [12]|, no caso particular de b; = 1 para
0 < j < k—1. Neste caso, M. Sahin [12| determinou a fun¢ao geradora para
{Qn}>2y e M. Edson, S. Lewis e O. Yayenie [6] além de terem determinado a fungao
geradora, deduziram também uma féormula tipo Binet para {Q,}72,.

O caso k = 2 foi resolvido com sucesso por Yayenie em [17]. Uma prova alter-
nativa deste caso foi apresentada por J. Petronilho em [11], utilizando resultados da
teoria dos polinémios ortogonais e transformacgoes polinomiais quadraticas estudadas
em detalhe por F. Marcellan e J. Petronilho em [9, 10].

Nesta sec¢ao iremos apenas apresentar a solugao do problema (P), assumindo
que k > 3. Neste caso, J. Petronilho utilizou a teoria dos polinémios ortogonais,
bem como uma apropriada transformacao polinomial, baseando-se nos resultados
contidos em [8|. Para uma melhor leitura e compreensao desta secgdo, veja-se o
Apéndice, onde estao enunciados, sem demonstragao, alguns dos resultados da teoria
dos polindémios ortogonais, bem como alguns dos resultados principais contidos em
[8], que foram fundamentais para a resolugdo do problema (P).

Para a resolugdo do problema (P), necessitamos de recordar a sucessao dos
polinomios de Chebyshev de segunda espécie, {Uy(x)}22,, definida pela relacao de

recorréncia

Upt1(z) = 22U, (z) — Up—1(z), n>0, (1.14)

com condigoes iniciais U_1(z) =0 e Up(z) = 1.
E bem conhecido (ver (A.5) no Apéndice) que

n+l rn+1

Un(z)= "= ;>0 (1.15)

T+ —T—

onde r4 sdo as raizes da equagdo quadratica
22— 2r24+1=0. (1.16)
No que se segue, adotamos as seguintes convencgoes ag := ag, by := by, e, define-se

ay, 1

—but1 a1
A,LL,Z/:: se O§u<l/§k
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(trata-se do determinante de uma matriz tridiagonal) e, no caso u > v,

0, se p>v—+1
AVRES 1, se p=v+1

Definimos, ainda,

as 1 1
—b3 as 1
Ak =
—bp—1 a1 1
—by ap 1
—bg —b1 al

(neste determinante, a matriz envolvida é de ordem k, a matriz associada ao menor
principal de ordem k — 1 é tridiagonal, e na dltima linha e coluna do determinante

as entradas que nao aparecem sao todas nulas).

Teorema 1.18. Para k > 3, os termos da sucessao de Fibonacci gemeralizada

{Qn}22 definida por (1.13) sao dados pela sequinte formula do tipo Binet:

(Ak,na* + Bkm) al:%J - (Ak:,nﬂ* + Bk,n) i%J

Qnt1 = ) ., n>0, (1.17)
onde a, e By sGo as raizes da equacgio quadrdtica
24 (c—Ap)z+b=0, (1.18)
com
b= (—DF[[Zg b, c:= (=1)F (ba+b/b2)
A= Doynpiz] s Brn = (=1)HE (H?if S bi) A3k ]k -

(1.19)

Demonstragao. Notemos que podemos reescrever (1.13) na forma

Q0:07 lela

Qint+j = ajQniyj—1 +0jQni+j—2, 0<j<k—-1, n>0.
Seja {Rp(x)}5°, a sucessao de polinémios definida pela relagao de recorréncia
Rn—l—l(x) = (.f - ﬁn)Rn(x) - ’Yan—l(x) , n=>0,

11
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com condigoes iniciais R_j(z) =0 and Ry(z) =1, onde

Brk+j = —j+2, Tnk+j = —bjt2, 0<j<k—-1, n=>0.

Entao, claramente,

Qn = Rn—l(o) , nZ= 0. (120)
Seja Ay, (x) o polindmio de grau v — p1 4 1, resultante da substitui¢ao de a; por
x+a; (para todo o i) na definicao de A, ,. De forma anéloga, seja ¢y (x) o polinémio
de grau k obtido pela substituigdo de a; por x + a; (para todo o i) na defini¢ao de
Ay. Notemos que A, , = A, ,(0) e Ay = ¢1(0). Entao, definindo
Up(z) :=d" U, (%£), n=>0,

onde d é uma das raizes quadradas de b (de modo que d?> = b = (—1)* Hk L by),

usando [8, Teorema 5.1| (ver Teorema A.3. no Apéndice), obtém-se

Ry (@) = Aogi1 (2) Unlipn(@)) + (~ 17 (T3 b5) Ajran(@) Unalgn(@)) , (1:21)

para 0 < j <k —1en >0. Mas, tendo em conta (1.15)-(1.16), podemos escrever

~ an+1 _ an+l
Un(ph(0)) = " Up (8472 ) = =— ., (1.22)
onde a, e f, sdo as raizes da equagao quadratica (1.18). Assim,
an+j+1 = Rnk+j (0)
g (= grh) + (=1 (TH23 b0) A - (a7 = B7)
B Oy — B*
para0 < j <k —1en>0. Além disso, obtém-se
Aja, + Bj) o — (A; B + B;) 57 ,
an+j+1:( 3% J)O‘*_(ﬁ 0+ By) , 0<j<k-1, n>0 (1.23)
onde
Aji=Dgj1, Bji=(—1)t <H3+2b) sk, 0<ji<k—1. (1.24)

Isto completa a prova, uma vez que, (1.23)—(1.24) pode ser reescrito como (1.17)—
(1.19). De facto, se m = nk+jcom 0 < j<k—-1en >0, entdon =[] e

j=m—k[]. Assim, Ay, = Aj, Bipm=DB; se m=j(modk). O

Observacao 1.19. Fazendo j =k —1 em (1.23), obtemos

a - /8* B ﬂg
Ay — /8* - 5* ’

Assim, tendo em conta o facto de au e [y satisfazerem (1.18), deduz-se imediata-

mente Qgn = (Ak — ©)Qp(n—1) — bQk(n—2y, 1 >2.

ay
Qni = Do g, = Qk n>0.

12



1.4 Uma generalizacdo da sucessdo de Fibonacci

Seguidamente iremos aplicar o Teorema 1.18 para deduzir algumas relagoes en-
volvendo os ntimeros de Fibonacci. Comecemos por notar que F, 11 pode ser repre-

sentado pelo determinante da matriz de ordem n (ver (A.3) no Apéndice ou Strang

[15]):

1 1
-1 1 1
=Foq, n>0. (1.25)
-1 1 1
-1 1
Se em (1.13) escolhermos ag = ay = --- =ap_1 =by =by = --- =bg_1 = 1, entdo

a sucessao {Qn}o, torna-se na sucessao de Fibonacci {F,}>2 . Neste caso, tendo

em conta (1.25), concluimos que

b=(-1)F, c=1+ (-1,
Ay =Fo+F+1+ (D =Ly + 14 (-1, (1.26)
Aj=Fj, Bj=(-1"F_;1 (0<j<k-1),

onde Ly = Fii1 + Fr_1 é 0 k—ésimo numero de Lucas. Além disso, aplicando o
Teorema 1.18 e (1.23)—(1.24), concluimos que os nimeros de Fibonacci satisfazem

(Firon + (D) F 1) of = (B B + (17 Fymja) B
o — B

Fokyjr =

)

k>3, 0<j<k—1, n>0,

onde ay, e (B, sdo as raizes da equacdo quadratica z2 — Ly z + (—1)¥ = 0 . Tendo em

conta a identidades (1.6) e o facto de Ly = of + 3 e F, = O‘k:gk, k>1(com ae

[0}

B definidos como na sec¢ao 1.2), concluimos

:Lk+\/5Fk:<1+\/5)k 6k:Lk—\/5Fk:<1—\/g)k

Ok 2 2 2 2

Em particular, tendo em conta a Observacao 1.19, obtemos as seguintes identidades

para os numeros de Fibonacci

(L + V5F:)" — (L — V5F, )"
2n /5 ’
Fin = LiFyn1) — (—1)"Fyn_gy, n>2.

F.. = n>0

9
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1 A sucessdo de Fibonacci e uma sua generalizagido

1.5. Funcgao geradora da sucessao de Fibonacci generalizada

Nesta seccao iremos deduzir a funcéo geradora para {Qn}52, definida em (1.13).
Para tal ¢ fundamental notar que a funcéo geradora para {U,(z)}>°, definida em

(1.14) ¢ dada por (ver (A.6) no Apéndice)

> 1
(= — 1.2
ZU @) =5 e (1.27)

Teorema 1.20. A func¢do geradora para {Qn}>2 definida em (1.13) € dada por

- = 1
mZ::on " jgot] {82+ (17 (T2 0) Aot ) 1= (Ay, — o)tk 4 a2t2%

(1.28)
com d? =b:= (—1D)F[[F 0 bi e c:= (=1)% (ba+ b/by) .
Demonstragao. Denotemos F'(t) := Z Qm t™ . Entdo, podemos escrever
m=0
oo k-1 120 oo k—1 4
ZZan+] tn’ﬁ_] Z nk+] 1 )tnk—w
n=0 j= Ok ) n=0 5=0
(1.21) o= N ~ ~ ot
= ZZ {A2,j Un(px(0)) + (=1) (H]+1 1) J+2,k Un—1(k(0)) }t s
n= 0] 0
(1.22) > g Ap — i+l n—1 Ap—c nk-+j
Z:OE%{AZJCZ < 2d > (=1) (H Z> Ajiopd" ™ Up 2d A
n=0 j

k-1 o
_ ZAz,j y z U <Ak — c) (tkd)”Jr
3=0 n= k 1 00 A n—1
o ) o S ()

Jj= 0 n=1
(1.27) = Agjt! . ’“Zl 1y (H] bi ) o thTI
- =1 (Ag — )tk + d?t2F o 1= (A — )tk 4 d2t2k
k-1 1
_ j 41 k
=N {A2,j (=1 (H” b) Ajrot } (A, o B
7=0

O Teorema anterior generaliza os resultados obtidos em [12, Sec¢ao 4].

Exemplo 1.21. Escolhendo k = 3, no Teorema anterior, obtemos Aag =0, Ao =
Agz =1 Ao = az, Agg = agaz + by, Az3z = ag, Az = apaiaz + agbz + a1by +
agbh1 4+ boby — ba, b= d? = —bob1bo e ¢ = —by + byby . Aplicando (1.28), deduz-se

b0b2t5 — a0b2t4 + (aoag + bo)t3 + a2t2 +t

F(t) = .
( ) 1-— (a0a1a2 + agbs + a1bg + a2b1)t3 — boblbztﬁ

No caso particular de by = by = be = 1, obtemos a fungao geradora deduzida em [12,

Ezemplo 1].

14



1.5 Funcdo geradora da sucessdo de Fibonacci generalizada

Lema 1.22. Para k > 3 € vdlida a identidade sequinte:

k-1
. , . t
itk + E F; (t] + (—1)k_]t2k_]) D) (1 — Lyt" + (‘Ukt%) - (1.29)
j=0

Demonstragao. A demonstragao é feita por indugdo matemética. Para k = 3
temos Fyt3 + Y7 Fy (t/ + (—1)37t070) = Fyt® + Fy (t +1°) + Fy (12 — 1) = #° —
t—att —17 t

1—t—t2  1—t—¢2
Admitindo agora que a identidade (1.29) se verifica para um namero inteiro k > 3,

o3+ 2 4+t =

(1— Lst® —t°).

mostremos que também se verifica para k + 1. De facto,
Flpath 4 328 By (7 + (— 1)kt 1mdg2ka2-d)
2 (B 4+ Froy) 05 4 SILEy (6 4 (—1)RH2k ) 4 (i — gh2)
(1.2 2) (Fktk-i-Zf 21F] . (tJ Ly (- 1)k+1—jt2k+1—j)) ot (—1)kg2kH
142 <Fk 14 Zk 1 Fi_ (sz n (_1>k+lfjt2kfj)> +F, (tk _ tk+2)
_t<Fktk+Ek 3 Fj (67 4 (—1)k—9t2k= J)) — tFpy (tR71 - i1
142 (Fk k1 +Z§ gF (t] §(—1)kH1-dg2ki- 2))
2y (72 — tF) 4 By (£ — tk+2) ot (—1)kg2kt
L (1= Lith + (—1)F2F) o+ 2 (1= Lypogth 4 (—1)F1242)
it (Fpy (541 — t571) 4 1By (85 — t572) + FRth=1 — Fthtl 41 4 (—1)ke2k)
= 1 (1= (Lo + L) 571+ (=)0 D)

(L3) 17tt7t2 (1- Lieath ! + (_1)k+1t2(k+1)) .

O

Observagao 1.23. Escolhendo ag = a1 = - - =ap_1=bg=by=---=b_1 =1,
obtemos Qn = Fp,, Ao j = Fj, Ajioy = Fi—j e a fungao geradora dada em (1.28)
reduz-se & fungao geradora (1.12). De facto, por (1.28) e (1.26) obtemos

—1
4 . 1
Fi) =S¢ {F _1VF _-tk}
( ) ]Z; 7 +( ) k—j 1— thk + (—l)kt%

k—1
. A 1
Fitk F; <t7 -1 ’th’“*]>
F +jz_:0 i (#+ED 1 — Lyth + (—1)kt2k

e
sendo a ultima igualdade justificada pelo Lema 1.22.

Terminamos este trabalho referindo que os contetidos abordados sao muito férteis
em aplicacdes. E possivel interligar os temas aqui tratados com os contetdos e as
novas metas curriculares dos programas do ensino bésico. Pensamos também ser
possivel analisar algumas propriedades de convergéncia da sucessao de Fibonacci

generalizada, {Q,}5°, bem como deduzir novas propriedades desta sucessao.
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Apéndice

Alguns resultados sobre a teoria
dos polinémios ortogonais

Seguidamente iremos apresentar, sem demonstracao, alguns resultados da teoria dos
polinémios ortogonais que poderao facilitar a leitura e uma melhor compreensao da

Seccao 1.4 deste trabalho.

Sejam u : C[z] — C uma funcional linear e (P,), uma sucessao de polinomios
em C[z] tal que P, tem grau n para todo o n. Diz-se que (P,), é uma sucessao
de polinémios ortogonais (SPO) a respeito de u se existe uma sucessao de nimeros

complexos nao nulos, (ky)n, tal que
<u7Pan> = kn(sn,m 5 n,mc N0 5 (Al)

onde 6y, ,, designa o simbolo de Kronecker e (u,p) representa a acao da funcional
u sobre um polinémio p € C[z]. Se cada P, é um polinémio ménico, a SPO (P,),
diz-se uma sucessao de polindmios ortogonais ménicos (SPOM).

Um resultado fundamental da Teoria dos Polindémios Ortogonais é o Teorema
de Favard que estabelece que uma sucessao de polindmios moénicos, (P,),, tal que
grau P, = n para todo o n, é uma SPOM a respeito de alguma funcional linear
u: C[z] — C se e s6 se existem sucessoes de niimeros complexos (8p)n € (Yn)n, com
Yn+1 7 0 para todo o n, tais que (P, ), satisfaz a rela¢do de recorréncia a trés termos

(RRTT)

Poii(x) = (x — Bn)Pu(x) = Y Pr-1(z), n=0,1,2,---, (A.2)

com condi¢oes iniciais P_1(z) =0 e Py(z) = 1.

Constata-se facilmente, a partir da relagao de recorréncia (A.2), que o polinémio

monico P,(z) é dado explicitamente, para todos os n = 1,2,--- | pela formula

17



18 Alguns resultados sobre a teoria dos polinémios ortogonais

determinantal (determinante de ordem n, de uma matriz tridiagonal)

x— Fo 1 . 0 0
gl x—05 ... 0 0
Po(z) = (A.3)
0 2 T~ P2 1
0 0 V-1 = Ppa

Uma familia de polinémios ortogonais bem conhecida na literatura é a familia
dos polinémios de Chebyshev de segunda espécie, os quais sdo determinados a partir

da relacao de recorréncia
2¢P,(z) = Ppy1+ Py1(x) , n=1,2,---, (A.4)

com as condigoes iniciais Py(xz) = 1 e Pi(z) = 2. Esta familia de polinémios é
geralmente denotada por U,, em vez de P,. Note-se que (U,), nao é uma SPOM. A
SPOM, (Uy)n, correspondente a SPO (U,), ¢ dada por ﬁn(:c) =2""Uy(x),n>1.
Relagoes trigonométricas elementares mostram que, para x = cosf, 6 € (0,7), sdo

validas as representagoes

sin(n41)0 (DI _ g—ilnt1)0
Un(z) = sinf B el _ o—if » .
(x+m> _<x_m> (A.5)
= 5 n = 07 1’ 2’ cee
222 — 1

Tendo em conta (A.4) concluimos (formalmente) que

Yoo o Un(@)t™ =142t +> 00, Up(x)t"
LI 1 ote + 0%, (22U 1 (2) — Uno()) t?
=14+2tx+22 0 o Up1(x)t" — > 07 5 Up—a(2)t"
=142tz + 22ty 00 Up(a)t" — 2300 Uy ()"
=1+2txY 00  Up()t" — 2320 U (2)t™,

donde se conclui que a fungao geradora para (Uy,), é dada por

> 1
U ()’ = — A6
;:; () 1— 2tz + 12 (A-6)

De acordo com o Teorema de Favard, dada uma qualquer SPOM, (P,),, esta

pode ser caracterizada por uma RRTT. Conforme foi observado em |2, 3|, fixado um
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ndmero inteiro k > 2, esta RRT'T pode ser descrita por blocos de RRTT’s (cada um

dos blocos contendo k equagoes) do tipo

(z — bg))PnkJrj(m) = Puryjr(x) + ag)Pnk—o—j—l(x) ;

(A7)
jzovlv"'7k_1; n=0,12- -,
com o) € C \ {0} e Y eC para todos os n e j, com as condigdes iniciais
P_i(z)=0, Py(z)=1. (A.8)

Sem perda de generalidade, pode-se supor que aéo) =1le Pj(x):=0paraj < —1.

De seguida introduzem-se os determinantes A, (4, j;-). Paran =0,1,2,..., define-se
0 sej<i—2

A (i, j52) = 1 sej=1—2 (A.9)
T — S‘” sej=1i—1

e, para j > i > 1,

PGB 0 0 0
ag) T — bg) 1 0 0
A jia) = 0 agﬂ) T — bﬁf“) .. 0 0
0 0 0 o A
0 0 0 odY =)

(A.10)
Como a priori o grau do polinémio A, (7, j;-) pode ser maior ou igual a k e uma vez
que em (A.7) os coeficientes ag,,j)’s e bglj)’s estao definidos apenas para 0 < j < k —1,

adotam-se as seguintes convencoes:

b = b)) =l (A11)
parai,j =0,1,2,--- en=0,1,2,---. Deste modo, verifica-se a igualdade

para,7 =0,1,2,--- en=20,1,2,---.
O teorema seguinte, obtido em [8], estabelece condigoes necessarias e suficientes
que asseguram a existéncia de uma outra SPOM, (@, ), tal que a SPOM dada,

(Py)n, possa ser descrita por uma transformacao polinomial do tipo

Pogim(z) = 00 (2)Qn(mr(x)), n=0,1,2,--- (A.13)
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onde k e m sao numeros inteiros fixos, com k >2e 0 <m < k—1, e m; e 0, sdo

polinémios de graus k e m, respetivamente.

Teorema A.1. /8, Teorema 2.1.] Seja (Py,), uma SPOM caracterizada pela RRTT
(A.7). Sejamr € C, k€ Nem € Ny, com0 <m < k—1. Entao, existem polindmios

T € Om, de graus k e m (resp.), e uma SPOM (Qn)n tais que Q1(0) = —r e

Pinim(t) = O (2) Qu(mi(x)), n=0,1,2,... (A.14)
se e so se as quatro condigoes sequintes se verificam:
(i) b%m) € independente de n para todo on =0,1,2,---;
(ii) Ap(m+2,m+ k — 1;x) € independente de n para todo on =0,1,2,---;

(iii) Aog(m+2,m+k—1;-) € divisivel por Ao(1,m —1;-), i.e., existe um polindmio

Ne—1—m, de grau k —1 —m, tal que

Ao(m+2,m+k—1z) = Ao(1,m — 1;2) np—1-m () ;

(iv) rn(z) € independente de x para todo om =1,2,---, onde
rn(x) = a,(lerl)An(m +3,m+k—1x)— aémH)Ao(m +3,m+k—1x)

+ a%m)An_l(m +2,m+k—2;x)— a(()m)Ao(l, m—2;2) Ng—1-m(T) .
Nestas condicoes, os polindmios 0, e m, sao dados explicitamente por

Om(z) = Ao(1,m — 1;2) = Py (z)

(1) (A.15)
Wk(x) = AO(L ms; .CU) 77k—1—m(33) - aOm AO(m + 3> m+k— 1) .fL') +r,
e a SPOM (Qn)n € caracterizada pela RRTT
Qni1(z) = (x — 1) Qn(2) — $,Qn-1(x), n=0,1,2,-- (A.16)
com condigoes iniciais Q_1(x) =0 e Qo(z) =1, onde
rgI=T, Tp:i=7T++ T’n(O) y  Sn = aq(lm)anTﬁJlrl) e aanJlrkil) (A17)
para todo on =1,2,---. Além disso,
1 .
Ponmgar(@) = ———— { An(m +2,m + j;2) Quia (m(x)
Me—1-m () (A.18)

(T ™) An(m + i+ 3,m + k = 1;2) Qu(my(x)) }

para cada j =0,1,--- k=1 e para todo on =0,1,2,---.



21

Observacao A.2. Se m =k — 1 as condigoes (ii) e (iii) sao equivalentes a

Ap(Lk—2;2) = Ao(1,k—2;2) =0k _1(z), n=0,1,2,--- .

Além disso, se se verificar a condi¢ao (iv), isto é, se o polindmio r,(z) € independente
de x, o coeficiente do termo de maior grau na expressao de rn(x) deve ser nulo.

(0) (k—1) (k—1)

Assim, para k > 2, verifica-se a igualdade a,’ | + an = ago) + ay para todo o

n=1,2,--- (isto é o primeiro membro da igualdade é independente de n).

Seguidamente assume-se que k > 3 e m = k— 1. Fixem-se 2k nameros complexos

bo, -+ ,bk—1,¢0, -+ ,Cr—1, com ¢; # 0 para todo o j = 0,1,...,k — 1. Seja (P,),

uma SPOM caracterizada por (A.7) com as seguintes condigoes:
b =b, (0<j<k-1)
()

ap’ :=c¢; (1<j<k-2)

o ’ ) (A.19)
ay’ =co, ag = Cp_1
afﬂ)rl + a%k_l) =+ Ck—1

. Aqui, a,?(g)rl e a%k_l)

para todoon =0,1,2,... sao nimeros complexos nao nulos
que a priori podem depender de n. De seguida justifica-se que esta SPOM (FP,),
pode ser descrita por uma transformacao polinomial do tipo indicado no Teorema

Al (com m = k —1). Com efeito, seja ¢ o polindmio monico de grau k definido

por
x — by 1 0 0 0 1
cl T — b 1 0 0 0
0 co T — by 0 0 0

or(x) == ;
0 0 0 x —bg_3 1 0
0 0 0 Ck—2 X —bg—2 1

o 0 0 0 Ck—1 = bg—1

e A, s(x) o polindmio de grau s — r + 1 assim definido: se 0 <r <s <k —1,

z — by

Cr41

0

1
T — b1

Cr42

0
1

T — bryo

; (A.20)
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e, ser < s,
0 se s<r—1
Ar,s(iﬂ) = 1 se s=r—1
r—0b, se s=r.
Como A, (1,k—2;2) = Agi—2(x) paratodoon =0,1,2,... entdo as condigoes (i)

e (ii) do Teorema A.1 sdo verificadas. Além disso,

Gk_l(x) = onk_g(ﬂf) .

Por outro lado, manipulando o determinante que define @y (x), verifica-se facilmente

que o polinémio 7 que figura no Teorema A.1 é dado por
k() = o1 (2) — ol pa(@) = pr(@) + (~DF (o +TI @) - (A21)

Finalmente, tem-se Ap(2,k —2;2) = Ay p_2(x) e Ay(1,k—3;2) = Agp—3(x) para
todoon =0,1,2,..., logo, tendo em conta a ultima equagao de (A.19), conclui-se

que o polinémio 7, (x) definido no Teorema A.1 é dado por

0
ra(@) = (s = ) (Arxoa(@) = Boj-s(x)) (A.22)
paratodoon =0,1,2.... Estaigualdade permite encontrar condi¢des que assegurem

que a hipotese (iv) do Teorema A.1 se verifica, isto é, tais que r,(z) seja independente

de z para todo o n. Por exemplo, se kK = 3 entao

rn(x) = (ailo)rl - Co) (bo — b1)

para todo o n = 0,1,2,..., isto é, r,(xz) é sempre independente de x. Porém, se

k = 4 tem-se

ro(z) = (aglo}rl — co) ((bo —by)(x —b1) +c1 — 02)

para todo o n = 0,1,2,...; e, assim, r,(z) é independente de x se e s6 se by = by

(0)

ou a, ;= ¢ para todoon =0,1,2.... De seguida analisa-se uma situagao em que

rn(x) é independente de .
(0) (k—1)

Escolhendo a,, [, e an ' em (A.19) independentes de n, isto ¢,
0 _
CL&H)-IZCO, a1(1k 1):ck,1 ("I’L:071727--.)7

decorre de (A.22) que r,(z) = 0 (independente de z) e, portanto, todas as hipoteses

do Teorema A.l sdo verificadas. Além disso, uma vez que rg = r, = 0 e s, =
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const. = ¢cpeq -+ cp—q (n=1,2,...), entdo @, é, a menos de uma transformacao afim

da variavel, um polinémio de Chebyshev de segunda espécie,

Qu(@) = 51U (2/(2y/57)) , n=0,1,2--.

Note-se que, nesta situagao, os coeficientes que figuram na RRTT para (P,), sao

sucessoes periddicas de periodo k, isto é, a SPOM (P,),, é caracterizada por

(x_ﬁn)Pn(x) = PnJrl(x) +7nPn*1(x)a n=0,1,2,---, (A'23)

com condigoes iniciais P_j(x) =0 e Py(z) =1, onde

ﬁnk_,_iizbi, Tnk+i = C; (0§i§k‘—1;n=0,1,2,---). (A.24)
Sejam
k—1 2 2
2 k41 Co T €
¢ = ¢ e d:= (-1
[T« (-2t

(escolhe-se ¢ de modo a ser uma raiz quadrada de Hf:_ol ¢i). Defina-se ainda

Un(z) :=c"Up (54), n=0,1,2,.... (A.25)

Como consequéncia imediata do Teorema A.1 obtém-se o resultado seguinte, que

foi utilizado por J. Petronilho em [11], para resolver o problema (P) da Seccao 1.4.

Teorema A.3. A SPOM (P,), caracterizada por (A.23)-(A.24), com b; € C e
c; € C\ {0} para todo o j, pode ser descrita por uma transformag¢do polinomial

definida pelos polindmios de Chebyshev de sequnda espécie, do sequinte modo:

Poryj(x) = Ao j1(z) Un(pr(x))

' ) (A.26)
+ (ngo Ci) Aj+1,k—2($) Un—l(@k‘(l‘))

para 0 < j < k—1 e para todo on=20,1,2,---. Em particular,

PnkJrk,l(J}) = Ao,kfg(x) Un(gok(x)) s n = 0, 1, 2, LR (AQ?)
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Alguns resultados sobre a teoria dos polinémios ortogonais
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