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As presentes notas foram escritas para servirem de texto de apoio às
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5.5.1 Plano sistemático com probabilidades desiguais . . . . . . . . . . 77

5.5.2 Plano de Lahiri-Midzuno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5.5.3 Plano de Rao-Sampford . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.6 Normalidade do estimador de NHT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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8.2 Modelo determińıstico de não-resposta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

8.2.1 O estimador baseado numa subamostra dos respondentes . . . . 114

8.2.2 Tratamento da não-resposta: o plano em duas fases . . . . . . . 117

8.3 Tratamento da não-resposta por reponderação dos respondentes . . . . . 120
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Introdução

Inferência em “populações infinitas”

Nos problemas de estimação até agora estudados nas cadeiras de Estat́ıstica assumimos

que a população, habitualmente idealizada, de onde recolhemos a amostra, é infinita e

que as observações áı feitas são realizações de variáveis aleatórias Y1, . . . , Yn que admiti-

mos serem cópias independentes de uma variável aleatória real Y . Quando pretendemos

inferir sobre a média desconhecida µ ∈ R da população, essa média é identificada com

a esperança matemática da variável aleatória Y , isto é, E(Y ) = µ, e, portanto, inferir

sobre a média populacional não é mais do que inferir sobre a esperança matemática da

variável Y . Tendo em conta a lei dos grandes números, somos levados a utilizar a média

emṕırica ou média amostral definida por

Y =
1

n

n∑

i=1

Yi

como estimador de µ. Sabemos que Y é um estimador cêntrico de µ, isto é,

E(Y ) = µ,

com variância dada por

Var(Y ) =
σ2

n
,

onde σ2 = Var(Y ) é interpretada como variância populacional. Sendo, em geral, esta

variância populacional desconhecida, a inferência por intervalos de confiança sobre µ

necessita que estimemos uma tal variância, o que podemos fazer usando a variância

emṕırica corrigida ou variância amostral corrigida definida por

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Yi − Y )2,

1



2 Notas do curso de Amostragem e Sondagens

que sabemos ser um estimador cêntrico de σ2. Não tendo informação adicional sobre a

distribuição da variável Y que nos permita identificar a distribuição amostral de Y , o

teorema do limite central assegura-nos que, sendo a amostra grande, uma tal distribuição

amostral é aproximadamente normal, de onde deduzimos a aproximação

Y − µ√
S2/n

≈ N(0, 1),

ou ainda,
Y − µ

V̂ar(Y )
≈ N(0, 1),

onde

V̂ar(Y ) =
S2

n
,

é um estimador cêntrico de Var(Y ). O resultado anterior permite-nos finalmente

concluir que um intervalo de confiança para µ, com ńıvel aproximadamente igual a

100(1 − α)%, tem por extremidades

Y ± z1−α/2

√
V̂ar(Y ),

onde z1−α/2 é o quantil de ordem 1− α/2 da distribuição normal standard.

A descrição que acabámos de fazer põe em evidência os elementos essenciais à cons-

trução dum intervalo de confiança para a média desconhecida µ. Depois de identificado

o estimador a utilizar para inferir sobre µ (Y ), precisamos que conhecer a sua variância

(Var(Y )), bem como um estimador desta (V̂ar(Y )). O conhecimentos da distribuição

amostral (assintótica) de Y (normal) permite a construção do intervalo anterior, inter-

valo este que possui um ńıvel de confiança aproximadamente igual ao valor 1−α fixado

à partida pelo utilizador.

Inferência em “populações finitas”

Os elementos anteriores são naturalmente comuns à construção de intervalos de con-

fiança para uma média (ou outro parâmetro de interesse) quando a população é finita,

problema que estudamos no curso de Amostragem e Sondagens. No entanto, como

realçamos a seguir, o modelo estat́ıstico subjacente ao problema de estimação em causa

é distinto do anterior em que a população é assumida infinita.

Um ponto essencial e distintivo do modelo estat́ıstico que estudamos neste curso,

dito design-based (por oposição à abordagem model-based também usada na inferência

estat́ıstica em populações finitas), é relativo à variável sobre a qual pretendemos obter

informação, a que chamamos variável de interesse. Com efeito, admitiremos que a
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variável que observamos na população não é aleatória. Quer isto dizer que os valores que

essa variável toma nos vários elementos da população, população que denotamos por U ,

não são considerados realizações de uma variável aleatória real, mas são considerados

fixos, apesar de desconhecidos. Por isso, denotaremos essa variável por uma letra

minúscula y, sendo o valor que essa variável toma na i-ésima unidade da população

denotado por yi. Sendo a população finita de tamanho N ∈ N, assumiremos que cada

unidade populacional está identificada por um dos primeiros N números naturais, isto

é,

U = {1, . . . , N}.

Pretendendo inferir sobre a média da população U , sendo U finita esta média não é

mais que

ȳ =
1

N

N∑

i=1

yi =
1

N

∑

k∈U

yk.

A partir da extração de uma amostra s de tamanho n da população U ,

s = (s1, . . . , sn)

com si ∈ U , e da observação da variável y para os elementos da amostra

(ys1 , . . . , ysn)

uma posśıvel estimativa para a média da população pode ser dada pela média amostral

ˆ̄y =
1

n

n∑

i=1

ysi =
1

n

∑

k∈s

yk.

Como já referimos, os valores yi que a variável de interesse toma nas várias unida-

des da população não são agora considerados realizações duma variável aleatória. A

componente aleatória do modelo é introduzida pela escolha da amostra, que é feita por

métodos aleatórios. Quer isto dizer que a amostra s será considerada uma realização

de uma variável aleatória S, dita amostra aleatória, que toma valores no conjunto de

todas as amostras de U (por simplicidade, assumimos para já que uma amostra de U

é um subconjunto de U ), e cuja distribuição de probabilidade, fixada pelo utilizador,

definirá a forma como a amostra é recolhida na população, isto é, definirá o plano de

amostragem utilizado.

Notemos que o estimador ˆ̄y = ˆ̄y(S) anterior, estimador natural da média popula-

cional no modelo clássico de inferência estat́ıstica, apenas pode ser considerado natural

no modelo de amostragem em populações finitas se as unidades da população tiverem

igual probabilidade de serem selecionadas para a amostra, justificando a ponderação
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n−1 atribúıda a cada observação yk, para k ∈ S. Assim, a escolha de diferentes planos

de amostragem, dando origem a diferentes métodos de seleção da amostra — áı se

incluindo, como veremos, os métodos clássicos de amostragem em populações finitas,

como a amostragem aleatória simples, com ou sem reposição, a amostragem estratificada,

a amostragem por grupos, etc. —, implicará a utilização de diferentes estimadores θ̂ =

θ̂(S) de ȳ.

O facto da população U ser finita introduz outras especificidades no processo de in-

ferência estat́ıstica que não estão presentes no modelo clássico de inferência estat́ıstica.

Uma dessas especificidades diz respeito à possibilidade de possuirmos informação adi-

cional sobre toda a população. Como veremos, essa informação pode ser usada para

melhorar o processo de inferência estat́ıstica, seja pela definição de novos estimadores,

seja pela introdução de novos planos de amostragem.

Independentemente do estimador θ̂ = θ̂(S) de ȳ que em cada caso consideramos, a

partir do momento que o podemos interpretar como uma variável aleatória, a construção

de intervalos de confiança para ȳ pode ser feita como descrevemos atrás. Para cada um

dos planos de amostragem que estudamos nos vários caṕıtulos deste curso precisamos

assim de responder às seguintes questões:

— Será θ̂ um estimador cêntrico (ou quase cêntrico) de ȳ?

— Qual a sua variância Var(θ̂)?

— Existirá um estimador (cêntrico), V̂ar(θ̂), de Var(θ̂)?

— Será a distribuição amostral de θ̂ aproximadamente normal?

Sendo afirmativa a resposta às questões anteriores, um intervalo de confiança para o

parâmetro de interesse ȳ com um ńıvel de confiança de aproximadamente 100(1−α)%

terá por extremidades

θ̂ ± z1−α/2

√
V̂ar(θ̂),

onde z1−α/2 é o quantil de ordem 1− α/2 da distribuição normal standard.

Bibliografia

Cochran, W.G. (1977). Sampling techniques. Wiley. (Caṕıtulo 1)

Thompson, M.E. (2002). Theory of sample surveys. Wiley. (Caṕıtulo 1)
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Amostragem: conceitos básicos

População e parâmetros. Amostra e plano de amostragem. Plano de amostragem com

e sem reposição. Plano de amostragem reduzido. Média, variância e erro quadrático

médio dum estimador. Estimadores cêntricos. Comparação de sistemas de amostragem.

Intervalos de confiança. O tamanho da amostra.

1.1 População e parâmetros

A teoria da amostragem, também conhecida com teoria das sondagens, tem como obje-

tivo a inferência sobre carateŕısticas de interesse de uma população finita, que denotare-

mos por U , a partir da observação das mesmas numa (pequena) parte dessa população.

Admitiremos que cada uma das N unidades da população é identificável através de um

número de ordem, podendo-se assim identificar U com o conjunto dos N primeiros

números naturais

U = {1, . . . , N}.

A N chamamos tamanho da população. Representando por y a variável ou carateŕıstica

de interesse sobre a qual pretendemos obter informação, e por yk o valor dessa variável

para a k-ésima unidade da população, o vetor de R
N

y = (y1, ..., yN ) = (yk, k ∈ U )

contém o valor da carateŕıstica y para todas as unidades da população. Quando se rea-

liza um estudo por amostragem, o objetivo não é obter informação sobre cada unidade

da população, mas sim estimar uma função de y,

θ = θ(y) = θ(yk, k ∈ U ),

a que chamamos parâmetro ou função de interesse. Este parâmetro é habitualmente a

média da população

θ = ȳ =
1

N

∑

k∈U

yk,

5
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o total da população

θ = ty =
∑

k∈U

yk,

ou um quociente de totais (ou médias) no caso de existir outra variável de interesse x

θ =
ty
tx

=
ȳ

x̄
,

onde ty, tx, ȳ, x̄ são os totais e médias da população relativamente às variáveis y e x.

Reparemos que os problemas da estimação de um total e de uma média não são neces-

sariamente equivalentes uma vez que o tamanho da população não é necessariamente

conhecido, podendo nesse caso ser um parâmetro de interesse.

Outros parâmetros de interesse são a variância da população definida por

σ2
y =

1

N

∑

k∈U

(yk − ȳ)2

e a variância corrigida da população definida por

s2y =
N

N − 1
σ2
y.

Os desvios-padrão associados são definidos por σy =
√

σ2
y e sy =

√
s2y.

Nos casos em que y é uma carateŕıstica dicotómica, isto é, yk = 1 se a unidade

k da população tem determinada carateŕıstica, e yk = 0 em caso contrário, ȳ e ty

representam, respetivamente, a proporção p e o número de indiv́ıduos na população

com essa carateŕıstica. Neste caso, a variância da população pode ser também expressa

por σ2
y = ȳ(1− ȳ) = p(1− p) (ver Exerćıcio 1).

1.2 Amostra e plano de amostragem

Num estudo por amostragem, a inferência sobre um parâmetro θ = θ(yk, k ∈ U ) é feita

a partir da observação de um conjunto de unidades da população, a que chamamos

genericamente amostra. A amostra é selecionada por um processo aleatório a que

chamamos plano de amostragem. São estas duas noções que definimos a seguir.

Definição 1.2.1. Chamamos amostra de tamanho n ∈ N0 de U a um elemento do

conjunto

U
n = U × · · · × U ,

onde U 0 = {()}, e amostra de U a um elemento do conjunto

S̃ =

∞⋃

n=0

U
n.
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De acordo com a definição anterior, dada uma amostra s de U existe um inteiro

n ∈ N0 tal que s ∈ U n. A um tal inteiro chamamos tamanho da amostra s e escrevemos

n(s) = n. O conjunto das amostra de tamanho n, U n = {s ∈ S̃ : n(s) = n}, será
também denotado por S̃n. Claramente #S̃n = Nn. Assim, dada uma amostra s de

U podemos escrever

s = (),

caso em que não é observada nenhuma unidade da população, ou

s = (s1, ..., sn(s)),

em que si ∈ U é dito o i-ésimo elemento da amostra s. Dizemos que uma unidade

k ∈ U pertence a s (ou que s contém k), e escrevemos k ∈ s, se sj = k, para algum

j ∈ {1, ..., n(s)}. Duas amostra s e t dizem-se iguais, e escrevemos s = t, se forem iguais

como elementos de S̃ , isto é, se (s1, . . . , sn(s)) = (t1, . . . , tn(t)).

Definição 1.2.2. Um plano de amostragem p de suporte Q, definido numa população

U , é um par (p,Q) onde Q ⊂ S̃ , e p é uma probabilidade sobre Q, tal que:

a) p(s) > 0, para todo o s ∈ Q;

b) Para todo o k ∈ U existe s ∈ Q com k ∈ s.

Apesar disso não ser assumido na definição anterior, sem qualquer perda de ge-

neralidade podemos assumir que o plano de amostragem está definida em todo o S̃

tomando p(s) = 0, para s /∈ Q. O suporte Q contém assim todas as amostras que

são suscet́ıveis de serem selecionadas, isto é, que têm probabilidade positiva de serem

selecionadas. Além disso, toda a unidade da população tem uma probabilidade positiva

de ser selecionada, uma vez que pertence a pelo menos uma das amostras do suporte.

Esta condição é, como veremos, essencial para a existência de estimadores cêntricos (cf.

Definição 1.3.3) dum parâmetro de interesse (ver Exerćıcio 4).

Dum ponto de vista formal, um plano de amostragem pode ser sempre imple-

mentado usando o chamado método cumulativo. Para tal, começamos por considerar

uma enumeração das amostras do suporte Q = {s1, s2, . . . , sM} (estamos a supor que

#Q = M < ∞). Outra enumeração conduzirá, em geral, a outra implementação do

mesmo plano de amostragem. Uma vez que p(si) > 0 para todo o i = 1, . . . ,M , e∑M
i=1 p(si) = 1, o conjunto Π = {a0, a1, . . . , aM}, com a0 = 0 e ai =

∑i
j=1 p(sj), é

uma partição do intervalo [0, 1]. Assim, para extrair uma amostra s segundo o plano p,

geramos um número aleatório u no intervalo ]0, 1[, e selecionamos a amostra s = si caso

ai−1 < u ≤ ai. Ao proceder desta forma, a probabilidade de selecionarmos a amostra

si é exatamente p(si). Com efeito, sendo U ∼ U ]0, 1[, a probabilidade de selecionarmos
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a amostra si é dada por

P (ai−1 < U ≤ ai) = ai − ai−1 =

i∑

j=1

p(sj)−
i−1∑

j=1

p(sj) = p(si).

Como podemos concluir da descrição anterior, quando o suporte Q do plano é grande,

o método cumulativo pode não ser exeqúıvel.

Grande parte dos planos que consideraremos são baseados em amostras s formadas

por unidades distintas, isto é, si 6= sj, para todo o i, j = 1, ..., n(s). Denotando por

S̄ ⊂ S̃ o conjunto de tais amostras e por S̄n o subconjunto de S̄ das amostras de

tamanho n, temos

S̄ =
N⋃

n=0

S̄n,

onde

S̄n = {s ∈ S̄ : n(s) = n}.

Uma amostra em S̄ não é mais do que um subconjunto ordenado da população.

Contém informação sobre a ordem mas não há repetições de unidades. Como #S̄n =

AN
n = N !

(N−n)! , onde AN
n representa os arranjos posśıveis de N elementos tomados n a

n, o número total de amostras com unidades distintas é de
∑N

j=0
N !

(N−j)! .

Definição 1.2.3. Um plano de amostragem (p,Q) diz-se sem reposição se Q ⊂ S̄ .

Caso contrário diz-se com reposição.

Os planos seguintes são planos de tamanho fixo no sentido da definição seguinte.

Definição 1.2.4. Um plano de amostragem (p,Q) diz-se de tamanho fixo n, com n ∈ N,

se n(s) = n para todo o s ∈ Q. Caso contrário, o plano diz-se de tamanho aleatório.

Exemplo 1.2.5. Um plano de amostragem simples com reposição de tamanho fixo n ∈ N,

que denotamos por SCR, é um plano de suporte Q = S̃n em que cada amostra tem

igual probabilidade de ser selecionada, isto é,

p(s) =
1

Nn
,

para todo o s ∈ S̃n. Uma vez que

p(s) = p(s1, . . . , sn) =
1

N
× · · · × 1

N
,

um plano SCR corresponde à extração, ao acaso e com reposição, de n unidades da

população com probabilidade 1
N .
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Exemplo 1.2.6. Um plano de amostragem simples sem reposição de tamanho fixo n ≤
N , que denotamos por SSR, é um plano de suporte Q = S̄n em que cada amostra tem

igual probabilidade de ser selecionada, isto é,

p(s) =
1

AN
n

,

para todo o s ∈ S̄n. Uma vez que

p(s) = p(s1, . . . , sn) =
1

N

1

N − 1
× · · · × 1

N − n+ 1
,

um plano SSR corresponde à extração, ao acaso e sem reposição, de n unidades da

população, em que a i-ésima unidade da amostra é extráıda com probabilidade 1
N−i+1 .

Os planos anteriores retêm informação sobre a ordem dos elementos da amostra

e, no primeiro caso, sobre a multiplicidade com que cada unidade da população surge

na amostra. Não pretendendo reter tal informação é posśıvel definir a partir de um

qualquer plano um novo plano a que chamamos versão reduzida do plano inicial. Re-

presentando por S o subconjunto de S̄ definido por

S = {s ∈ S̃ : s1 < s2 < · · · < sn(s)},

vamos denotar por r(s) a amostra de S que se obtém de s eliminando a informação

relativamente à ordem e à multiplicidade dos seus elementos. Assim, se s = (3, 6, 2, 6)

temos r(s) = (2, 3, 6), e se s = (3, 2, 6) temos r(s) = (2, 3, 6). A função r é uma

aplicação de S̃ em S chamada função de redução. O conjunto S pode ser identificado

com as classes de equivalência determinadas em S̃ pela relação de equivalência ≈
definida por s ≈ t sse r(s) = r(t). Dito de outra forma, S pode ser identificado com a

classe dos subconjuntos de U .

Definição 1.2.7. Um plano de amostragem (p,Q) diz-se reduzido se Q ⊂ S . Caso

contrário diz-se não reduzido.

Um plano de amostragem reduzido é um plano sem reposição.

Como já referimos, sempre que um plano de amostragem é reduzido, as amostras

podem ser identificadas com os subconjuntos de U . Desta forma, é usual escrever

s = {2, 3, 6} em vez de s = (2, 3, 6) querendo com isto afirmar que o plano em causa é

reduzido.

Proposição 1.2.8. Dado um plano de amostragem (p,Q), o plano (p∗, Q∗) definido

por

p∗(t) =
∑

s∈Q: r(s)=t

p(s), para t ∈ Q∗,
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com

Q∗ = {r(s) : s ∈ Q} = {t ∈ S : t = r(s) para algum s ∈ Q},

é um plano de amostragem reduzido dito versão reduzida do plano (p,Q).

Dem: Temos Q∗ ⊂ S̃ , e sendo p uma probabilidade sobre Q também p∗ é uma proba-

bilidade sobre Q∗:

∑

t∈Q∗

p∗(t) =
∑

t∈Q∗

∑

s∈Q: r(s)=t

p(s) =
∑

s∈Q

p(s) = 1.

Além disso, dado t ∈ Q∗, existe s ∈ Q tal que r(s) = t e p(s) > 0. Por maioria

de razão também p∗(t) > 0, verificando-se a condição a) da definição de plano de

amostragem. Finalmente, dado k ∈ U sabemos existir s ∈ Q tal que k ∈ s. Claramente

k ∈ r(s) ∈ Q∗, existindo assim pelo menos uma amostra em Q∗ à qual pertence a

unidade k. �

Atendendo a que dado um plano (p,Q) podemos sempre associar-lhe um plano

reduzido (p∗, Q∗), uma questão natural é a de saber se nos podemos limitar a considerar

planos reduzidos. Voltaremos a este assunto mais à frente.

Exemplo 1.2.9. A versão reduzida do plano SSR é dada por

p∗(s) = n!
(N − n)!

N !
=

1

CN
n

,

para s ∈ Q∗ = Sn, uma vez que o conjunto das amostras t ∈ S̄n que satisfazem r(t) = s

tem n! elementos correspondentes às diferentes permutações que podemos obter a partir

dos elementos de s.

Mais dif́ıcil é obter uma expressão para o plano reduzido associado ao plano SCR

pois para s ∈ S̃n o número de tais permutações depende das repetições existentes em

s. Em particular, um tal plano não é de tamanho fixo. Outro exemplo dum plano

reduzido de tamanho aleatório é o plano de Bernoulli.

Exemplo 1.2.10. Um plano de amostragem de Bernoulli de parâmetro 0 < π∗ < 1 é

definido por

p(s) = (π∗)n(s)(1− π∗)N−n(s),

para todo o s ∈ Q = S (ver Exerćıcio 7). Este plano pode ser implementado gerando

para cada unidade k da população um número aleatório uk (segundo uma distribuição

uniforme sobre o intervalo [0, 1]), e incluindo a unidade k na amostra se e só se uk < π∗.



1 Amostragem: conceitos básicos 11

1.3 Média e variância de um estimador

Fixado um plano de amostragem p de suporte Q, podemos considerar que uma amostra

s ∈ Q é a realização de uma variável aleatória S definida num espaço de probabili-

dade (Ω,A ,P) que toma o valor s com probabilidade p(s). Assim, a distribuição de

probabilidade PS de S é definida por

PS(s) = P(S = s) = p(s), s ∈ Q.

A variável S é dita amostra aleatória com plano de amostragem p.

Sendo Z uma função que a cada amostra s ∈ Q associa o número real Z(s), podemos

definir a esperança matemática de Z da forma usual:

Definição 1.3.1. Chamamos esperança matemática ou média de Z (relativamente ao

plano de amostragem p de suporte Q) à quantidade

E(Z) =
∑

s∈Q

Z(s)p(s),

sempre que ∑

s∈Q

|Z(s)|p(s) < ∞.

Sempre que Q é finito, caso dum plano de amostragem sem reposição, esta última

condição é trivialmente verificada.

Observada uma amostra s = (s1, ..., sn(s)) toda a inferência sobre o parâmetro

de interesse real θ deve ser baseada nos valores ys1 , ..., ysn(s)
, ou seja, nos valores da

carateŕıstica de interesse para as unidades que constituem a amostra recolhida.

Definição 1.3.2. Chamamos estimador a toda a função real

θ̂(s;y) : S̃ × R
N → R,

que, para cada amostra s ∈ S̃ , depende de y = (yk, k ∈ U ) apenas nos valores da

carateŕıstica y para as unidades de s. Por simplicidade, escreveremos habitualmente

θ̂(y) ou apenas θ̂.

Sendo θ o parâmetro de interesse e θ̂ um seu estimador, diferentes amostras s dão

lugar a diferentes estimativas para θ. A média e a variância de θ̂, relativamente ao plano

de amostragem p de suporte Q, são dadas por

E(θ̂) =
∑

s∈Q

θ̂(s;y)p(s),

e

Var(θ̂) = E(θ̂ − E(θ̂))2 =
∑

s∈Q

(
θ̂(s;y) − E(θ̂)

)2
p(s) = E(θ̂)2 − (E(θ̂))2.
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Definição 1.3.3. Chamamos viés de um estimador θ̂ = θ̂(y) do parâmetro θ a quan-

tidade (que depende de y)

Viés(θ̂(y)) = E(θ̂(y)) − θ(y).

O estimador θ̂ diz-se cêntrico ou sem viés se

E(θ̂(y)) = θ(y), para todo o y ∈ R
N .

A propósito da existência de estimadores cêntricos de um parâmetro de interesse,

ver o Exerćıcio 4.

1.4 Comparação de sistemas de amostragem

Na teoria de amostragem pretendemos encontrar o plano de amostragem e o estimador

que nos permite obter melhores estimativas do parâmetro de interesse θ. A este par

formado pelo plano de amostragem e pelo estimador (p, θ̂) chamamos sistema de amos-

tragem. A qualidade de um sistema de amostragem é normalmente avaliada através do

erro quadrático médio. definido por

EQM(θ̂) = E(θ̂ − θ)2 = Var(θ̂) + (Viés(θ̂))2.

No caso dos estimadores cêntricos, o erro quadrático médio reduz-se à variância.

Suponhamos agora que em U estão definidos dois planos de amostragem p1 e p2

e dois estimadores θ̂1(y) e θ̂2(y), cada um deles associado ao plano de amostragem

indicado. Para comparar dois sistemas de amostragem recorremos à comparação dos

EQM associados a cada um dos estimadores envolvidos.

Definição 1.4.1. Dizemos que o sistema de amostragem (p1, θ̂1(y)) é pelo menos tão

eficiente como (p2, θ̂2(y)). em Y ⊆ R
N , se

EQM(θ̂1(y)) ≤ EQM(θ̂2(y)), para todo o y ∈ Y .

Se, além disso, a desigualdade estrita for verificada para algum y ∈ Y , então (p1, θ̂1(y))

diz-se mais eficiente que (p2, θ̂1(y)) em Y . Quando Y = R
N dizemos apenas que

(p1, θ̂1(y)) é pelo menos tão eficiente ou mais eficiente que (p2, θ̂2(y)). Quando p1 = p2

dizemos que θ̂1(y) é pelo menos tão eficiente ou mais eficiente que θ̂2(y) em Y .

No caso particular dos estimadores considerados θ̂1(y) e θ̂2(y) serem cêntricos, o

critério de comparação anterior reduz-se à comparação das respetivas variâncias.

Reparemos que a um plano de amostragem está, em geral, associado um custo de

amostragem que não é tido em conta quando a comparação de planos é exclusivamente

feita a partir dos erros quadráticos médios associados.
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1.5 Intervalos de confiança

Para parâmetros definidos a partir de somas, como os que considerámos atrás, é natural

esperar que os estimadores respetivos, definidos também a partir de somas dos valores

ys1 , ..., ysn(s)
da carateŕıstica em estudo para as unidades da amostra s1, ..., sn(s), sigam

aproximadamente uma distribuições normal, quando o tamanho da amostra é grande,

isto é,
θ̂ − E(θ̂)√
Var(θ̂)

=
θ̂(S;y) − E(θ̂(S;y))√

Var(θ̂(S;y))
≃ N(0, 1).

Resultados deste género são válidos para alguns planos de amostragem como são os

casos dos planos de amostragem simples com e sem reposição. No caso do plano SSR,

teoremas do limite central, isto é, resultados que estabelecem a normalidade assintótica

de
∑

i∈S yi, podem ser encontrados em Madow (1948), Erdös e Rényi (1959) e Hájek

(1960) (ver também Pathak, 1988, p. 100). A prática habitual, que adotaremos neste

curso, é assumir que a aproximação anterior é válida para amostras grandes (sobre

a validade da aproximação normal, ver Cochran, 1977, pp. 39–44). Assim, sendo θ̂

um estimador cêntrico de θ baseado em somas de valores da carateŕıstica de interesse,

um intervalo de confiança para θ com ńıvel de confiança aproximadamente igual a

100(1 − α)% tem por extremidades

θ̂ ± z1−α/2

√
Var(θ̂)

onde z1−α/2 é o quantil de ordem 1−α/2 da distribuição normal standard. Dependendo

a variância de θ̂ de carateŕısticas populacionais desconhecidas vamos substitúı-la por

um estimador V̂ar(θ̂) dando origem ao intervalo de confiança de extremidades

θ̂ ± z1−α/2

√
V̂ar(θ̂).

Este intervalo de confiança para θ pode ser interpretado da forma usual: se tomarmos

sucessivas amostras segundo o plano de amostragem em causa e construirmos os res-

petivos intervalos com ńıvel de confiança 100(1− α)%, aproximadamente 100(1− α)%

deles conterão θ.

1.6 O tamanho da amostra

Num estudo por amostragem uma questão importante a considerar é a da determinação

do tamanho da amostra que devemos tomar para obter uma certa precisão para a es-

timativa do parâmetro em estudo. Esta precisão pode ser medida através da semiam-

plitude do intervalo de confiança, habitualmente designada por margem de erro.
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Supondo que pretendemos um intervalo de confiança para θ com margem de erro

inferior a E, o tamanho n da amostra a recolher é dado pelo menor número inteiro que

satisfaz a condição

z1−α/2

√
Var(θ̂) ≤ E

ou ainda,

Var(θ̂) ≤ E2

z21−α/2

.

Como a variância Var(θ̂) depende do tamanho da amostra n e de parâmetros desco-

nhecidos, isto é, de funções de y, é necessário usar informação adicional sobre a variável

em estudo para que possamos usar a fórmula anterior na determinação do tamanho da

amostra a recolher. Tal acontece, por exemplo, quando conhecemos estimativas para

os parâmetros desconhecidos que intervêm na expressão de Var(θ̂), obtidos num estudo

realizado anteriormente. Em alternativa, tais estimativas podem ser obtidas num es-

tudo piloto, isto é, num estudo preliminar realizado sobre uma amostra de dimensão

reduzida. Podemos também utilizar um processo de recolha da amostra em duas fa-

ses. A amostra recolhida na primeira fase é completada a seguir depois de ser usada

para estimar a variância. Outra estratégia consiste em substituir Var(θ̂) por um seu

majorante, caso este seja conhecido. Neste caso obtém-se um valor de n superior ao

estritamente necessário para obter a precisão desejada.

Depois de determinar o tamanho da amostra temos que analisar se devemos ou não

considerá-lo, tendo em conta o custo de amostragem que implica. Assim, podemos ser

levados a tomar para tamanho da amostra um valor que conduz a uma precisão inferior

à inicialmente fixada, mas que seja economicamente mais viável.

Para o tamanho de amostra escolhido pelo critério anterior esperamos que

P
(
|θ̂ − θ| ≤ E

)
≈ 1− α.

Por vezes, em vez duma precisão absoluta E, pretende-se atingir uma precisão relativa

e, com 0 < e < 1, isto é, queremos escolher o tamanho da amostra de modo a termos

P
( ∣∣∣ θ̂

θ
− 1
∣∣∣ ≤ e

)
≈ 1− α.

Neste caso, devemos tomar para n o menor número inteiro para o qual

Var(θ̂) ≤ e2θ2

z21−α/2

.
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Erdös, P., Rényi, A. (1959). On the central limit theorem for samples from a finite

population. Publ. Math. Inst. Hung. Acad. Sci. Ser. A 4, 49–61.
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2

Amostragem aleatória simples

Amostragem simples com e sem reposição. Estimação duma média. Comparação da

eficiência dos planos SCR e SSR. Estimação dum total, duma proporção e duma razão.

Estimação num domı́nio.

2.1 Amostragem simples com reposição

Vimos no Exemplo 1.2.5 que o plano de amostragem simples com reposição (SCR) de

tamanho fixo n ∈ N é definido por

p(s) = p(s1, . . . , sn) =
1

Nn
,

para todo o s ∈ Q = S̃n = U n.

Denotamos por S = (S1, . . . , Sn) a amostra aleatória com plano de amostragem p.

Sendo p a distribuição de probabilidade de S, da forma produto desta distribuição

podemos imediatamente deduzir o resultado seguinte que justifica a afirmação feita no

Exemplo 1.2.5 de que um plano SCR corresponde à extração, ao acaso e com reposição,

de n unidades da população com probabilidade 1
N .

Proposição 2.1.1. Num plano de amostragem SCR de tamanho n as variáveis S1, . . . ,

Sn são independentes e possuem uma distribuição uniforme sobre U , isto é,

PSi
(si) =

1

N
,

para si ∈ U .

Dem: Uma vez que para s = (s1, . . . , sn) ∈ S̃n = U n se tem

P(S1,...,Sn)(s1, . . . , sn) = p(s1, . . . , sn) =
1

N
× · · · × 1

N
,

onde pi(si) = 1/N , para si ∈ U , são distribuições de probabilidade em U , conclúımos

que S1, . . . , Sn são i.i.d. com PSi
(si) = 1/N , para si ∈ U . �

17
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Teorema 2.1.2. Num plano de amostragem SCR de tamanho n, a média emṕırica

ˆ̄y =
1

n

∑

k∈S

yk

é um estimador cêntrico de ȳ com variância

Var(ˆ̄y) =
σ2
y

n
.

Dem: Tendo em conta que

ˆ̄y =
1

n

∑

k∈S

yk =
1

n

n∑

i=1

ySi
,

e que, pela Proposição 2.1.1, as variáveis ySi
, i = 1, . . . , n são i.i.d. temos

E(ˆ̄y) = E

(
1

n

∑

k∈S

yk

)
= E

(
1

n

n∑

i=1

ySi

)
= E(yS1)

e

Var(ˆ̄y) = Var

(
1

n

n∑

i=1

ySi

)
=

1

n
Var(yS1).

Usando agora o facto, estabelecido na Proposição 2.1.1, de que a variável S1 é unifor-

memente distribúıda sobre U , obtemos

E(yS1) =
∑

k∈U

ykP (S1 = k) =
1

N

∑

k∈U

yk = ȳ

e

Var(yS1) = E(yS1 − E(yS1))
2 = E(yS1 − ȳ)2

=
∑

k∈U

(yk − ȳ)2P (S1 = k)

=
1

N

∑

k∈U

(yk − ȳ)2 = σ2
y,

o que conclui a demonstração. �

A expressão para a variância do estimador ˆ̄y obtida no resultado anterior é seme-

lhante à que se obtém no caso da população infinita com observações independentes.

Tal não é de admirar uma vez que, sendo a amostragem feita com reposição, estamos,

de certa forma, a fazer com que a população se assemelhe a uma população infinita.

Por mais que continuemos a observar, não conseguimos obter informação sobre todas

as unidades da população. Uma tal expressão mostra ainda que a sua precisão depende
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exclusivamente do tamanho da amostra recolhida, tamanho este considerado como uma

quantidade absoluta, e não do tamanho da amostra relativamente ao tamanho da po-

pulação. Este facto é observado, numa fase muito inicial do desenvolvimento da teoria

estat́ıstica da amostragem por Bowley (1913, p. 673).

Teorema 2.1.3. Num plano de amostragem SCR de tamanho n ≥ 2, a variância

emṕırica

ŝ2y =
1

n− 1

∑

k∈S

(yk − ˆ̄y)2

é um estimador cêntrico da variância (não corrigida) da população σ2
y.

Dem: Tendo em conta que

∑

k∈S

(yk − ˆ̄y)2 =
∑

k∈S

(yk − ȳ)2 − n(ˆ̄y − ȳ)2 =
n∑

i=1

(ySi
− ȳ)2 − n(ˆ̄y − ȳ)2,

temos

E(ŝ2y) =
1

n− 1

(
nVar(yS1)− nVar(ˆ̄y)

)
=

1

n− 1

(
nσ2

y − n
σ2
y

n

)
= σ2

y . �

Dos resultados anteriores conclúımos que num plano de amostragem SCR de tama-

nho n a variância de ˆ̄y pode ser estimada de forma cêntrica por

V̂ar(ˆ̄y) =
ŝ2y
n
.

Tendo em conta os resultados anteriores, num plano de amostragem SCR de ta-

manho n o intervalo de confiança para a média populacional ȳ de ńıvel aproximado

100(1 − α)% terá por extremidades

ˆ̄y ± z1−α/2
ŝy√
n
.

Pretendendo um intervalo de confiança com margem de erro inferior a um valor E

fixo à partida, o tamanho n da amostra a recolher deve ser tal que

z1−α/2
σy√
n
≤ E

isto é,

n ≥
z21−α/2σ

2
y

E2
.

Sendo a variância σ2
y desconhecida, na prática esta é substitúıda por uma estimativa

obtida num estudo anterior ou a partir de uma amostra preliminar de dimensão pe-

quena, ou por um majorante, caso este seja conhecido. Por exemplo, quando y é uma
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carateŕıstica dicotómica, sabemos que σ2
y = ȳ(1− ȳ) ≤ 1

4 . Usando este majorante para

σ2
y , a fórmula anterior fica

n ≥
z21−α/2

4E2
.

Por vezes, em vez da precisão (absoluta) E, pretendermos obter uma precisão rela-

tiva e, para algum 0 < e < 1, isto é, queremos que P (|ˆ̄y/ȳ−1| ≤ e) ≈ 1−α, o tamanho

n da amostra deve ser escolhido de forma que

n ≥
z21−α/2σ

2
y

e2ȳ2
= (1−N−1)

z21−α/2CV
2
y

e2
,

onde

CVy =
√

s2y/ȳ
2

é o coeficiente de variação de y. Esta medida de variabilidade relativa não depende da

unidade de medida. No caso em que usamos dados de estudos anteriores para aproximar

a variância, verifica-se que o coeficiente de variação é, por vezes, mais estável do que a

própria variância.

2.2 Amostragem simples sem reposição

Vimos no Exemplo 1.2.6 que o plano de amostragem simples sem reposição (SSR) de

tamanho fixo n ∈ N, com 2 ≤ n ≤ N , é definido por

p(s) = p(s1, . . . , sn) =
1

AN
n

=
(N − n)!

N !
,

para todo o s ∈ Q = S̄n (versão não reduzida do plano).

Denotamos por S = (S1, . . . , Sn) a amostra aleatória com plano de amostragem p.

Proposição 2.2.1. Num plano de amostragem SSR de tamanho n as variáveis S1, . . . , Sn

possuem um distribuição uniforme sobre U com

P(Si,Sj)(si, sj) =
1

N(N − 1)
,

para si, sj ∈ U com si 6= sj (assim S1, . . . , Sn não são independentes).

Dem: Para si, sj ∈ U com si 6= sj e i < j temos

P(Si = si, Sj = sj)

= P(S1 ∈ U , . . . , Si = si, . . . , Sj = sj , . . . , Sn ∈ U )

=
∑

s1,...,si−1,si+1,...,sj−1,sj+1,...,sn∈U

PS(s1, . . . , si, . . . , sj , . . . , sn)
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=
∑

s1,...,si−1,si+1,...,sj−1,sj+1,...,sn∈U

(s1,...,si,...,sj,...,sn)∈S̄n

p(s1, . . . , si, . . . , sj, . . . , sn)

= AN−2
n−2

1

AN
n

=
(N − 2)!

(N − n)!

(N − n)!

N !
=

1

N(N − 1)
.

As variáveis Si possuem um distribuição uniforme sobre U :

P(Si = si) =
∑

sj∈U :si 6=sj

P(Si = si, Sj = sj) = (N − 1)
1

N(N − 1)
=

1

N
. �

A variância da média emṕırica num plano de amostragem simples sem reposição

de tamanho n, que apresentamos no resultado seguinte, foi primeiramente obtida por

Isserlis (1915).

Teorema 2.2.2. Num plano de amostragem SSR de tamanho n a média emṕırica

ˆ̄y =
1

n

∑

k∈S

yk

é um estimador cêntrico de ȳ com variância

Var(ˆ̄y) =
(
1− n

N

)s2y
n
.

Dem: Tendo as variáveis S1, . . . , Sn uma distribuição uniforme sobre U , podemos usar

os argumentos utilizados no plano SCR para concluir que ˆ̄y é um estimador cêntrico de

ȳ (ver demonstração do Teorema 2.1.2). Relativamente à variância do estimador, uma

vez que as variáveis ySi
não são independentes, esta exprime-se não só em termos das

variâncias das variáveis ySi
mas também em termos das respetivas covariâncias:

Var(ˆ̄y) = Cov(ˆ̄y, ˆ̄y) =
1

n2

n∑

i,j=1

Cov(ySi
, ySj

) =
1

n

(
Var(yS1) + (n− 1)Cov(yS1 , yS2)

)
.

Da Proposição 2.2.1 e da demonstração do Teorema 2.1.2, temos

E(yS1) = ȳ e Var(yS1) = σ2
y =

N − 1

N
s2y.

Além disso, temos também

Cov(yS1 , yS2) = E((yS1 − ȳ)(yS2 − ȳ))

=
∑

k,l∈U :k 6=l

(yk − ȳ)(yl − ȳ)P (S1 = k, S2 = l)

=
1

N(N − 1)

∑

k,l∈U :k 6=l

(yk − ȳ)(yl − ȳ),
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onde

0 =

(∑

k∈U

(yk − ȳ)

)2

=
∑

k,l∈U :k 6=l

(yk − ȳ)(yl − ȳ) +
∑

k∈U

(yk − ȳ)2.

Assim

Cov(yS1 , yS2) =
−1

N(N − 1)

∑

k∈U

(yk − ȳ)2 = −s2y
N

.

Usando os resultados anteriores obtemos finalmente

Var(ˆ̄y) =
1

n

(
N − 1

N
s2y − (n− 1)

s2y
N

)
=
(
1− n

N

)s2y
n
. �

Do resultado anterior conclúımos que a variância do estimador não depende ape-

nas do tamanho da amostra mas também da relação entre o tamanho da amostra e o

tamanho da população através do fator 1− n/N dito fator de correção para populações

finitas. A fracção n/N é dita taxa de sondagem ou taxa de amostragem. Contrariamente

ao plano SCR, no caso do plano SSR as amostras têm no máximo tamanho N , caso

em que recolhemos informação sobre todas as unidades da população. Isso explica a

variância nula que obtemos para o estimador da média quando tomamos n = N . No

entanto, quando o tamanho da população é muito grande, levando a que a taxa de amos-

tragem seja necessariamente pequena para amostras de tamanho razoável, verificamos

que, tal como acontece no plano SCR, a precisão do estimador depende principalmente

do tamanho da amostra recolhida e não da taxa de amostragem.

Seguindo as linhas da demonstração do Teorema 2.1.3, podemos concluir que o

estimador ŝ2y é, no caso do plano SSR, um estimador cêntrico de s2y. Reparemos que no

caso do plano SCR, mostrámos que ŝ2y era estimador cêntrico, não de s2y, mas de σ2
y.

Teorema 2.2.3. Num plano de amostragem SSR de tamanho n ≥ 2 a variância

emṕırica

ŝ2y =
1

n− 1

∑

k∈S

(yk − ˆ̄y)2

é um estimador cêntrico da variância corrigida da população s2y.

Pelo resultado anterior, conclúımos que num plano de amostragem SSR de tamanho

n a variância de ˆ̄y pode ser estimada de forma cêntrica por

V̂ar(ˆ̄y) =
(
1− n

N

) ŝ2y
n
.

Tendo em conta os resultados anteriores (e assumindo a normalidade assintótica

da média amostral ˆ̄y), num plano de amostragem SSR de tamanho n o intervalo de
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confiança para a média populacional ȳ de ńıvel aproximado 100(1 − α)% terá por

extremidades

ˆ̄y ± z1−α/2

√
1− n

N

ŝy√
n
.

Pretendendo um intervalo de confiança com margem de erro inferior a um valor E

fixo à partida, o tamanho n da amostra a recolher deve ser tal que

z1−α/2

√
1− n

N

sy√
n
≤ E

isto é,

n ≥
z21−α/2s

2
y

E2 + z21−α/2s
2
y/N

.

Reparemos que quando N é grande relativamente à variância populacional, a fórmula

anterior reduz-se à que obtivemos para o plano SCR.

No caso de especificarmos uma precisão relativa e, com 0 < e < 1, obtemos a

fórmula

n ≥
z21−α/2s

2
y

e2ȳ2 + z21−α/2s
2
y/N

=
z21−α/2CV

2
y

e2 + z21−α/2CV
2
y/N

. (2.2.4)

2.3 Comparação da eficiência dos planos SCR e SSR

Representando por ˆ̄yscr e ˆ̄yssr os estimadores da média considerados atrás em cada um

dos planos SCR e SSR, dos resultados anteriores conclúımos que

EQM(ˆ̄yscr) =
σ2
y

n
=
(
1− 1

N

)s2y
n

e

EQM(ˆ̄yssr) =
(
1− n

N

)s2y
n
.

Assim, o plano de amostragem SSR é mais eficiente que o plano de amostragem SCR

para todo o n ≥ 2. Quando N é grande relativamente a n, as diferenças entre os

dois planos não são significativas. No entanto, quando o tamanho da população não é

grande e a amostra inclui uma parte importante da população, a vantagem do plano

SSR relativamente ao plano SCR pode ser muito significativa.

Reparemos que os custos dos dois planos não são necessariamente os mesmos, sendo

em geral menor o do plano SCR uma vez que as unidades repetidas são apenas obser-

vadas uma vez. Por isso, a comparação anterior, exclusivamente baseada nos erros

quadráticos médios dos dois sistemas de amostragem, não reflete a questão dos custos

de amostragem envolvidos. Para mais informação sobre esta questão ver Pathak (1988,

p. 108).
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2.4 Estimação de outros parâmetros de interesse

No que se segue consideramos apenas o plano SSR. Resultados análogos podem ser

deduzidos para o plano SCR.

2.4.1 Estimação dum total

Resultados análogos aos que obtivemos para o estimador da média ȳ podem ser facil-

mente obtidos para o estimador do total ty = Nȳ definido por

t̂y =
N

n

∑

k∈S

yk = N ˆ̄y.

Atendendo aos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3, t̂y é um estimador cêntrico de ty cuja

variância é dada por

Var(t̂y) = N2
(
1− n

N

)s2y
n
,

e um estimador cêntrico desta variância é dado por

V̂ar(t̂y) = N2
(
1− n

N

) ŝ2y
n
.

O intervalo de confiança para o total populacional ty de ńıvel aproximado 100(1 −
α)% terá por extremidades

t̂y ± z1−α/2N

√
1− n

N

ŝy√
n
.

Pretendendo um intervalo de confiança com margem de erro inferior a um valor E fixo

à partida, o tamanho n da amostra a recolher deve ser tal que

n ≥
N2z21−α/2s

2
y

E2 +Nz21−α/2s
2
y

.

No caso de especificarmos uma precisão relativa e, com 0 < e < 1, o tamanho da

amostra deve satisfazer (2.2.4).

2.4.2 Estimação duma proporção

Suponhamos agora que y é uma carateŕıstica dicotómica, isto é, yk = 1 se a unidade

k tem a propriedade em estudo e yk = 0 se tal não acontece, e que o parâmetro de

interesse p é a proporção de indiv́ıduo com tal propriedade na população. Neste caso

temos

p = ȳ,
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o que justifica considerar-se o estimador de p dado por

p̂ = ˆ̄y.

Sabemos que p̂ é um estimador cêntrico de p (Teorema 2.2.2),

E(p̂) = E(ˆ̄y) = ȳ = p,

com variância dada por

Var(p̂) = Var(ˆ̄y) =
(
1− n

N

)s2y
n
,

onde

s2y =
N

N − 1
p(1− p).

A variância anterior pode ser estimada de forma cêntrica por (Teorema 2.2.3)

V̂ar(p̂) =
(
1− n

N

) ŝ2y
n
,

onde

ŝ2y =
n

n− 1
p̂(1− p̂).

O intervalo de confiança para o total populacional p de ńıvel aproximado 100(1−α)%

terá por extremidades

p̂± z1−α/2

√(
1− n

N

) p̂(1− p̂)

n− 1
.

Pretendendo um intervalo de confiança com margem de erro inferior a um valor E

fixo à partida, o tamanho n da amostra a recolher deve ser tal que

n ≥
z21−α/2p(1− p)

E2(1− 1/N) + z21−α/2p(1− p)/N
.

Sendo a expressão anterior uma função crescente de p(1−p) e sabendo que p(1−p) ≤
1/4, não havendo informação preliminar sobre p podemos substituir na fórmula anterior

p(1− p) por 1/4 obtendo

n ≥
z21−α/2

4E2(1− 1/N) + z21−α/2/N
.

No caso da população ser de grande dimensão, as expressões anteriores podem ser

aproximadas pelas expressões bem nossas conhecidas

n ≥
z21−α/2p(1− p)

E2

e

n ≥
z21−α/2

4E2
.
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2.4.3 Estimação duma razão

Suponhamos agora que pretendemos estimar a razão entre duas média

r =
ȳ

x̄
,

onde x̄ 6= 0 e as duas variáveis yk e xk devem ser medidas em cada unidade da amostra.

Num plano de amostragem SSR será natural tomar como estimador o quociente dos

estimadores cêntricos de tais quantidades

r̂ =
ˆ̄y

ˆ̄x
,

onde

ˆ̄y =
1

n

∑

k∈S

yk e ˆ̄x =
1

n

∑

k∈S

xk,

que é dito estimador de tipo rácio. Estimadores deste tipo podem surgir porque esta-

mos diretamente interessados em estimar uma razão, mas podem também surgir por

outras razões, algumas das quais estudaremos neste curso. Uma dessas situações ocorre

quando estamos interessados em estimar o total ty mas não conhecemos a dimensão

N da população, o que nos impede de usar o estimador t̂y = N ˆ̄y. No caso de conhe-

cermos o total tx duma variável auxiliar x sobre a população (o que não quer dizer

que conheçamos xi para toda a unidade da população), será natural estimar ty através

do estimador de tipo rácio t̃y = tx ˆ̄y/ˆ̄x uma vez que N = tx/x̄. Este estimador será

estudado no Caṕıtulo 4.

Sendo r̂ um quociente de quantidades aleatórias, levanta-se naturalmente o pro-

blema do cálculo da média e da variância de r̂. O que faremos a seguir é apresentar

expressões que nos permitam o cálculo aproximado de Viés(r̂) e Var(r̂). Tal será feito a

partir de desenvolvimentos de Taylor da função h(x, y) = y/x. Com efeito, atendendo

a que

∂h

∂x
(x, y) = − y

x2
,
∂h

∂y
(x, y) =

1

x
,
∂2h

∂x2
(x, y) =

2y

x3
,

∂2h

∂x∂y
(x, y) = − 1

x2
,
∂2h

∂y2
(x, y) = 0,

então usando a fórmula de Taylor e desprezando os termos de ordem superior à segunda

temos

r̂ − r = h(ˆ̄x, ˆ̄y) − h(x̄, ȳ)

≈ − ȳ

x̄2
(ˆ̄x− x̄) +

1

x̄
(ˆ̄y − ȳ) +

ȳ

x̄3
(ˆ̄x− x̄)2 − 1

x̄2
(ˆ̄x− x̄)(ˆ̄y − ȳ).
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A partir do desenvolvimento anterior, obtemos a aproximação para o viés de r̂ dada

por

Viés(r̂) = E(r̂ − r)

≈ E
( ȳ

x̄3
(ˆ̄x− x̄)2 − 1

x̄2
(ˆ̄x− x̄)(ˆ̄y − ȳ)

)

=
ȳ

x̄3
Var(ˆ̄x)− 1

x̄2
Cov(ˆ̄x, ˆ̄y)

=
rVar(ˆ̄x)− Cov(ˆ̄x, ˆ̄y)

x̄2
. (2.4.1)

Para obter uma aproximação para a variância do estimador consideramos a apro-

ximação de r̂ − r baseada nos termos de primeira ordem do desenvolvimento anterior

r̂ − r ≈ − ȳ

x̄2
(ˆ̄x− x̄) +

1

x̄
(ˆ̄y − ȳ),

o que nos permite obter

Var(r̂) ≈ Var
(
− ȳ

x̄2
(ˆ̄x− x̄) +

1

x̄
(ˆ̄y − ȳ)

)

=
ȳ2

x̄4
Var(ˆ̄x)− 2ȳ

x̄3
Cov(ˆ̄x, ˆ̄y) +

1

x̄2
Var(ˆ̄y)

=
r2Var(ˆ̄x)− 2rCov(ˆ̄x, ˆ̄y) + Var(ˆ̄y)

x̄2
. (2.4.2)

Proposição 2.4.3. Num plano de amostragem SSR de tamanho n ≥ 2 temos

Cov(ˆ̄x, ˆ̄y) =
(
1− n

N

)sxy
n

onde

sxy =
1

N − 1

∑

k∈U

(xk − x̄)(yk − ȳ)

é a covariância (corrigida) entre as as variáveis x e y. Além disso, a covariância emṕırica

entre x e y, definida por

ŝxy =
1

n− 1

∑

k∈S

(xk − ˆ̄x)(yk − ˆ̄y),

é um estimador cêntrico de sxy.

Dem: A primeira parte é consequência da igualdade

Cov(ˆ̄x, ˆ̄y) =
1

n
Cov(xS1 , yS1) +

n− 1

n
Cov(xS1 , yS2),

onde

Cov(xS1 , yS1) =
1

N

∑

k∈U

(xk − x̄)(yk − ȳ)
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e

Cov(xS1 , yS2) =
1

N(N − 1)

∑

k,l∈U :k 6=l

(xk− x̄)(yl− ȳ) = − 1

N(N − 1)

∑

k∈U

(xk− x̄)(yk− ȳ).

Para concluir que ŝxy é um estimador cêntrico de sxy, basta ter em conta que

n− 1

n
ŝxy =

1

n

n∑

i=1

(xSi
− x̄)(ySi

− ȳ)− (ˆ̄x− x̄)(ˆ̄y − ȳ). �

Finalmente, tendo em conta a proposição anterior e as expressões (2.4.1) e (2.4.2),

obtemos:

Viés(r̂) ≈
(
1− n

N

)rs2x − sxy
x̄2n

(2.4.4)

e

Var(r̂) ≈
(
1− n

N

)s2y + r2s2x − 2rsxy

x̄2n
=
(
1− n

N

) s2z
x̄2n

, (2.4.5)

com z a variável auxiliar definida por

zk = yk − rxk, k ∈ U .

Estimadores das aproximações anteriores podem ser obtidos substituindo x̄, r, s2x, s
2
y

e sxy por ˆ̄x, r̂, ŝ2x, ŝ
2
y e ŝxy, respetivamente. O estimador de Viés(r̂) é dado por

V̂iés(r̂) =
(
1− n

N

) r̂ŝ2x − ŝxy
ˆ̄x2n

, (2.4.6)

e o estimador de Var(r̂) é dado por

V̂ar(r̂) =
(
1− n

N

) ŝ2y + r̂2ŝ2x − 2r̂ŝxy
ˆ̄x2n

=
(
1− n

N

) ŝ2ẑ
ˆ̄x2n

, (2.4.7)

onde

ẑk = yk − r̂xk, k ∈ S.

Atendendo a que a aproximação obtida para o viés de r̂ é desprezável relativamente

à raiz quadrada da aproximação obtida para a sua variância, quando a amostra é grande

o intervalo de confiança para r pode ser constrúıdo da forma habitual, desprezando-se

o termo de viés. Neste caso um intervalo de confiança para r de ńıvel aproximado

100(1 − α)% é dado por

r̂ ± z1−α/2

√
V̂ar(r̂).

Caso contrário, um intervalo de confiança para r de ńıvel aproximado 100(1 − α)% é

dado por

r̂ − V̂iés(r̂)± z1−α/2

√
V̂ar(r̂).
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2.4.4 Estimação num domı́nio

Recolhida uma amostra S de U segundo um plano SSR de tamanho n, pretendemos

agora estimar totais ou médias em subpopulações de U também denominadas doḿınios.

Designando tal domı́nio por U0 ⊂ U , estamos interessados na estimação do total e

média de U0 definidos por

t0y =
∑

k∈U0

yk

e

ȳ0 =
1

N0

∑

k∈U0

yk,

onde N0 é o tamanho, habitualmente desconhecido, do domı́nio U0. A situação que

agora consideramos é ainda mais interessante se pensarmos que não possúımos à partida

qualquer listagem de U0, o que não nos permite extrair uma amostra SSR de U0 para

estimar os parâmetros anteriores.

Atendendo a que a amostra S foi recolhida de U e não de U0, para apresentarmos

estimadores das quantidades anteriores é necessário converter os parâmetros anteriores

em parâmetros relativos à população U . Para tal, basta definir a variável auxiliar

vk =

{
yk, k ∈ U0

0, k /∈ U0,

o que permite reescrever t0y e ȳ0 como parâmetros relativos à população U . Assim,

t0y =
∑

k∈U

vk = tv e ȳ0 =
1

N0
tv,

onde tv e v̄ são o total e a média da carateŕıstica v na população U .

Estimação do total

Tendo em conta o que vimos atrás, um estimador cêntrico de t0y = tv é dado por

t̂0y =
N

n

∑

k∈S

vk =
N

n

∑

k∈S0

yk,

onde S é um SRS de tamanho n de U e S0 = S∩U0. De §2.4.1 sabemos que a variância

de t̂0y é dada por

Var(t̂0y) = N2
(
1− n

N

)s2v
n
,

e que esta pode ser estimada sem viés por

V̂ar(t̂0y) = N2
(
1− n

N

) ŝ2v
n
,
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onde

ŝ2v =
1

n− 1

∑

k∈S

(vk − v̄)2.

Notemos que a variância ŝ2v pode ser calculada unicamente a partir da amostra S0.

Com efeito,

ŝ2v =
n0 − 1

n− 1
ŝ20y +

n0

n− 1

(
1− n0

n

)
ˆ̄y20 , (2.4.8)

com n0 = n(S0),

ˆ̄y0 =
1

n0

∑

k∈S0

yk

e

ŝ20y =
1

n0 − 1

∑

k∈S0

(yk − ˆ̄y0)
2.

Estimação da média

De forma análoga, caso conheçamos N0, um estimador cêntrico de ȳ0 = 1
N0

tv é dado

por

˜̄y0 =
1

N0
t̂v =

1

N0

N

n

∑

k∈S

vk =
N

N0

1

n

∑

k∈S0

yk.

A variância de ˜̄y0 é dada por

Var(˜̄y0) =
N2

N2
0

(
1− n

N

)s2v
n
,

e pode ser estimada sem viés por

V̂ar(˜̄y0) =
N2

N2
0

(
1− n

N

) ŝ2v
n
.

Caso o tamanho N0 do domı́nio U0 não seja conhecido, o parâmetro ȳ0 é o quociente

dos totais tv e N0. Com efeito, N0 não é mais do que o total da variável auxiliar u

definida por

uk =

{
1, k ∈ U0

0, k /∈ U0

isto é,

N0 =
∑

k∈U

uk.

Assim, um estimador cêntrico de N0 é dado por

N̂0 =
N

n

∑

k∈S

uk,
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o que nos leva ao estimador de ȳ0 dado por

ˆ̄y0 =
∑

k∈S

vk

/∑

k∈S

uk =
1

n0

∑

k∈S0

yk,

onde n0 = n(S0), que não é mais do que a média amostral relativamente à amostra S0.

Uma aproximação para o viés deste estimador de tipo rácio pode ser obtida a partir

da expressão (2.4.4). Como a variável auxiliar u é dicotómica e vk = uk = 0, para todo

o k ∈ U0, uma tal aproximação é sempre igual a zero, o que significa que o intervalo de

confiança será constrúıdo como se se tratasse de um estimador cêntrico. O estimador

(2.4.7) para a variância de ˆ̄y0 pode ser escrito na forma

V̂ar(ˆ̄y0) =
(
1− n

N

) n

n− 1

n0 − 1

n0

ŝ20y
n0

.

Quando o tamanho da amostra é grande, é de esperar que n0/n ≈ N0/N e nesse

caso a expressão anterior para V̂ar(ˆ̄y0) é próxima da do estimador da variância da média

amostral num plano SSR de tamanho n0 (não aleatório) sobre U0:

V̂ar(ˆ̄y0) ≈
(
1− n0

N0

)
ŝ20y
n0

.

Quando assumimos que N0 era conhecido, vimos que o estimador ˜̄y0 de ȳ0 era

cêntrico e que a sua variância podia ser estimada por

V̂ar(˜̄y0) =
N2

N2
0

(
1− n

N

) ŝ2v
n
.

Quando o tamanho da amostra é grande, de (2.4.8) temos também

V̂ar(˜̄y0) ≥
N2

N2
0

(
1− n

N

)n0 − 1

n− 1

ŝ20y
n

≈ V̂ar(ˆ̄y0),

o que sugere que o estimador ˆ̄y0 possa ser mais eficiente que ˜̄y0 quando pretendemos

estimar a média do domı́nio quando N0 é conhecido. Nesse caso, a utilização em ˜̄y0 da

informação sobre o tamanho N0 do domı́nio não traria vantagem na estimação de ȳ0.

2.5 Alguns resultados de simulação

Para algumas das populações dispońıveis na livraria ‘sampling’ do R, usamos o método

de Monte Carlo para descrever a distribuição de alguns dos estimadores considerados

neste caṕıtulo. Para tal, consideramos 1000 repetições do processo de amostragem

para os planos SCR e SSR de tamanho n, e para o plano de Bernoulli de parâmetro
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π∗ = n/N . Em todos os casos tomámos n = 100. Nos gráficos seguintes, a linha

a vermelho indica o verdadeiro valor do parâmetro de interesse, e os ćırculos a azul

indicam a média das estimativas obtidas. No caso dos estimadores cêntricos, estes

ćırculos devem estar sobre a linha a vermelho.

Exemplo 2.5.1. Variável de interesse: y = belgianmunicipalities$TaxableIncome (N =

589). Parâmetro de interesse: ty. O gráfico da direita descreve a distribuição dos

tamanho das amostras obtidas pelo plano de Bernoulli.
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(a) Exemplo 2.5.2

SCR SSR Bernoulli
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(b) Exemplo 2.5.3

Exemplo 2.5.2. Variável de interesse: x = belgianmunicipalities$Tot04 (N = 589).

Parâmetro de interesse: tx.

Exemplo 2.5.3. Variáveis de interesse: y e x definidas nos exemplos anteriores.

Parâmetro de interesse: ty/tx.
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3

Amostragem estratificada

Estimação da média num plano de amostragem estratificada. Amostragem estratificada

com afetação proporcional. Comparação da eficiência da amostragem estratificada com

afetação proporcional com SSR. Afetação de Neyman. Afetação e custo. Ponderações

amostrais.

3.1 Definição do plano de amostragem

Neste caṕıtulo admitimos que a população U se encontra dividida em H subpopulações

disjuntas, Uh, para h = 1, ...,H, isto é,

H⋃

h=1

Uh = U e Ui ∩ Uj = ∅, i 6= j.

A cada uma destas subpopulações, Uh, chamamos estrato, e ao número, Nh, de unidades

que a constituem chamamos tamanho do estrato Uh. O tamanho da população não é

mais do que a soma das dimensões dos estratos que a constituem:

N =

H∑

h=1

Nh.

Admitiremos que o tamanho de cada estrato é conhecido, podendo, assim, ser conside-

rado como informação auxiliar sobre a população.

O plano de amostragem estratificada (simples sem reposição) consiste na extração

de amostras sh nos estratos Uh segundo planos de amostragem SSR de tamanho nh,

independentes entre si. A amostra final s é assim constitúıda por estas amostras parciais

s = (s1, . . . , sH),

onde sh ∈ S̄nh
para h = 1, . . . ,H.

35
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O plano é assim definido por

p(s) = p(s1, . . . , sH) =
1

AN1
n1

× ...× 1

ANH
nH

,

(versão não reduzida) para qualquer amostra s ∈ Q = S̄ 1
n1
×· · ·×S̄ H

nH
, onde S̄ h

nh
⊂ Uh.

Este plano de amostragem é de tamanho fixo

n =
H∑

h=1

nh.

Representamos por S = (S1, ..., SH) a amostra aleatória que tem p como plano de

amostragem, onde as amostras aleatórias Sh possuem planos de amostragem SSR de

tamanho nh sobre Uh. Atendendo à forma produto da distribuição de S as variáveis

S1, . . . , SH são independentes.

Tal como acontecia no caṕıtulo anterior o nosso objetivo continua a ser o da es-

timação de parâmetros (média, total, etc) associados a uma carateŕıstica de interesse

y definida na população U .

3.2 Decomposições da média e da variância

Denotando, para h = 1, . . . ,H, por

ȳh =
1

Nh

∑

k∈Uh

yk,

σ2
yh =

1

Nh

∑

k∈Uh

(yk − ȳh)
2

e por

s2yh =
1

Nh − 1

∑

k∈Uh

(yk − ȳh)
2

a média, a variância e a variância corrigida da carateŕıstica de interesse y no estrato

Uh, a média ȳ e a variância σ2
y podem ser escritas como

ȳ =
1

N

∑

k∈U

yk =
1

N

H∑

h=1

∑

k∈Uh

yk =
H∑

h=1

Nh

N

1

Nh

∑

k∈Uh

yk =
H∑

h=1

Nh

N
ȳh
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e

σ2
y =

1

N

∑

k∈U

(yk − ȳ)2 =
1

N

H∑

h=1

∑

k∈Uh

(yk − ȳ)2

=
1

N

H∑

h=1

∑

k∈Uh

((yk − ȳh) + (ȳh − ȳ))2

=
1

N

H∑

h=1

∑

k∈Uh

(yk − ȳh)
2 +

1

N

H∑

h=1

∑

k∈Uh

(ȳh − ȳ)2

=

H∑

h=1

Nh

N
σ2
yh +

H∑

h=1

Nh

N
(ȳh − ȳ)2 = σ2

y,intra + σ2
y,inter, (3.2.1)

obtendo-se a identidade usual da análise da variância que exprime a variância popula-

cional como soma das variâncias intraestratos e interestratos.

3.3 Estimação da média

O resultado seguinte é consequência imediata dos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 e da inde-

pendência entre as variáveis Sh, para h = 1, . . . ,H. A decomposição obtida para a

média populacional ȳ como média ponderada das médias dos estratos ȳh, explica to-

marmos como estimador de ȳ uma média ponderada, com as mesmas ponderações, das

médias amostrais nos diversos estratos (ver Exerćıcio 20).

Teorema 3.3.1. Num plano de amostragem estratificada o estimador

ˆ̄yest =

H∑

h=1

Nh

N
ˆ̄yh

onde

ˆ̄yh =
1

nh

∑

k∈Sh

yk

é um estimador cêntrico de ȳ com variância

Var(ˆ̄yest) =

H∑

h=1

N2
h

N2

(
1− nh

Nh

)s2yh
nh

.

Além disso, se nh ≥ 2 para h = 1, . . . ,H,

V̂ar(ˆ̄yest) =
H∑

h=1

N2
h

N2

(
1− nh

Nh

) ŝ2yh
nh
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com

ŝ2yh =
1

nh − 1

∑

k∈Sh

(yk − ˆ̄yh)
2,

é um estimador cêntrico de Var(ˆ̄yest).

Assim, o intervalo de confiança para ȳ de ńıvel aproximado 100(1−α)% é dado por

ˆ̄yest ± z1−α/2

√√√√
H∑

h=1

N2
h

N2

(
1− nh

Nh

) ŝ2yh
nh

.

3.4 Tamanho da amostra: afetação proporcional

Atendendo à expressão da variância do estimador da média obtida no Teorema 3.3.1,

o tamanho da amostra a recolher para obter um intervalo de confiança de ńıvel apro-

ximado 100(1 − α)% com margem de erro não superior a um valor E fixado à partida

deverá ser determinado a partir da desigualdade

z1−α/2

√√√√
H∑

h=1

N2
h

N2

(
1− nh

Nh

)s2yh
nh

≤ E.

Assumindo que em cada estrato recolhemos uma fração wh de n fixada previamente,

isto é, nh = nwh, obtemos

n ≥
z21−α/2

H∑

h=1

N2
h

N2wh
s2yh

E2 + z21−α/2

( H∑

h=1

Nh

N
s2yh

)/
N

.

Usando o prinćıpio da afetação de proporcional proposto por Bowley (1926), toma-

mos

wh = Nh/N,

caso em que a fórmula anterior se reduz a

n ≥
z21−α/2

H∑

h=1

Nh

N
s2yh

E2 + z21−α/2

( H∑

h=1

Nh

N
s2yh

)/
N

.
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No caso particular em que y é uma carateŕıstica dicotómica e não temos informação

prévia sobre ph, podemos ainda escrever

n ≥
z21−α/2

H∑

h=1

N2
h

N(Nh − 1)

4E2 + z21−α/2

( H∑

h=1

N2
h

N(Nh − 1)

)/
N

,

uma vez que s2yh ≤ Nh/(4(Nh − 1)). Se assumirmos que Nh/(Nh − 1) ≈ 1 (o que

acontece quando os estratos são grandes), podemos usar a fórmula simplificada

n ≥
z21−α/2

4E2 + z21−α/2/N
.

3.5 Eficiência relativamente ao plano SSR

Antes de apresentarmos as condições exatas sob as quais o plano de amostragem estra-

tificada com afetação proporcional é mais eficiente que o plano SSR, começamos por

mostrar que será de esperar que tal aconteça sempre que as dimensões dos estratos

sejam grandes, isto é, 1/Nh ≈ 0. Com efeito, tendo em conta a decomposição (3.2.1)

podemos escrever

s2y =
N

N − 1
σ2
y ≈

H∑

h=1

Nh

N
σ2
yh + σ2

y,inter ≈
H∑

h=1

Nh

N
s2yh + σ2

y,inter,

e assim do Teorema 2.2.2 obtemos a aproximação

Var(ˆ̄yssr) =
(
1− n

N

) s2y
n

≈
(
1− n

N

) H∑

h=1

Nh

N

s2yh
n

+
(
1− n

N

) σ2
y,inter

n
,

onde ˆ̄yssr é o estimador da média por nós considerado no plano SSR (média emṕırica).

Por outro lado, usando agora o Teorema 3.3.1 e denotando por ˆ̄ypro o estimador da

média num plano de amostragem estratificada com afetação é proporcional, temos

Var(ˆ̄ypro) =

H∑

h=1

N2
h

N2

(
1− nh

Nh

)s2yh
nh

≈
(
1− n

N

) H∑

h=1

Nh

N

s2yh
n

,

uma vez que nh/Nh ≈ n/N . Assim

Var(ˆ̄yssr) ≈ Var(ˆ̄ypro) +
(
1− n

N

) σ2
y,inter

n
,
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de onde conclúımos que a vantagem da amostragem estratificada com afetação propor-

cional é maior quando a variância interestratos é maior (o que implica que a variância

intraestratos seja menor, uma vez que a variância global σ2
y é constante).

A comparação exata entre os dois planos é estabelecida no resultado seguinte, onde

assumimos que os efetivos dos estratos nh = nNh/N são inteiros. Dele se deduz que a

vantagem da estratificação com afetação proporcional será tanto maior quanto mais os

estratos forem constitúıdos por unidades entre si homogéneas e os estrato forem mais

heterogéneos entre si. O resultado vale também para os estimadores dum total ou duma

proporção.

Teorema 3.5.1. Se nh = nNh/N , para h = 1, . . . ,H, então o estimador ˆ̄ypro é mais

eficiente que ˆ̄yssr sse

H∑

h=1

(
1− Nh

N

)
s2yh ≤

H∑

h=1

Nh(ȳh − ȳ)2.

Dem: Da expressão obtida acima para a variância do estimador da média quando a

afetação é proporcional deduzimos que Var(ˆ̄ypro) ≤ Var(ˆ̄yssr) sse

H∑

h=1

Nh

N
s2yh ≤ s2y. (3.5.2)

Para concluir basta usar a decomposição (3.2.1) de onde sai a igualdade

s2y =
1

N − 1

( H∑

h=1

(Nh − 1) s2yh +

H∑

h=1

Nh (ȳh − ȳ)2
)
. �

3.6 Afetação de Neyman

Uma abordagem distinta para a questão da afetação é proposta por Neyman (1934), que

sugere escolher n1, . . . , nH de modo a minimizar a variância de ˆ̄y. Neste caso dizemos

que temos um plano de amostragem estratificada com afetação óptima ou afetação de

Neyman. Apesar do nome de Neyman ter ficado associado à afetação óptima, esta

terá sido primeiramente considerada por Chuprov (1923). Como veremos a seguir, a

minimização da variância pode ser conseguida através dum método engenhoso sugerido

por Stuart (1954) que tira partido da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Proposição 3.6.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer a = (a1, . . . , ak)

e b = (b1, . . . , bk) em R
k, com k ∈ N, tem-se

( k∑

i=1

aibi

)2

≤
( k∑

i=1

a2i

)( k∑

i=1

b2i

)
.
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Além disso, vale a igualdade sse a é múltiplo escalar de b, isto é, sse existe λ ∈ R tal

que a = λb.

O resultado seguinte estabelece a forma como devemos afetar observações a cada

estrato de forma a minimizar a variância Var(ˆ̄yest) para um tamanho de amostra n fixo

à partida, ou como podemos minimizar o tamanho da amostra
∑H

h=1 nh para um valor

fixo de Var(ˆ̄yest).

Teorema 3.6.2. Num plano de amostragem estratificada de tamanho fixo n, os valores

de n1, ..., nH positivos, com
∑H

h=1 nh = n, que minimizam Var(ˆ̄yest) são dados por

nh = nNhsyh

/ H∑

l=1

Nlsyl,

para h = 1, ...,H. Por outro lado, os valores positivos, n1, ..., nH , que minimizam∑H
h=1 nh para um valor fixo V de Var(ˆ̄yest) são dados por

nh = Nhsyh

(
1

N2

H∑

l=1

Nlsyl

)/(
1

N2

H∑

l=1

Nls
2
yl + V

)
,

para h = 1, ...,H.

Dem: Pelo Teorema 3.3.1, a variância de ˆ̄yest é dada por

Var(ˆ̄yest) =
H∑

h=1

N2
h

N2

(
1− nh

Nh

)
s2yh
nh

=
1

N2

H∑

h=1

N2
h

s2yh
nh

− 1

N2

H∑

h=1

Nhs
2
yh, (3.6.3)

onde apenas o primeiro termo depende de n1, . . . , nH . Minimizar Var(ˆ̄yest) para um

valor fixo n de
∑H

h=1 nh, ou minimizar
∑H

h=1 nh para um valor fixo V de Var(ˆ̄yest) é

assim equivalente a minimizar o produto

( H∑

h=1

N2
h

s2yh
nh

)( H∑

h=1

nh

)
,

que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, satisfaz

( H∑

h=1

N2
h

s2yh
nh

)( H∑

h=1

nh

)
≥
(

H∑

h=1

Nhsyh

)2

.

Atendendo a que o segundo membro não depende de nh, o minimizante que procuramos

não é mais do que o vector (n1, . . . , nh) que, para todo o h = 1, . . . ,H, satisfaz a

igualdade

Nh
syh√
nh

= λ
√
nh,
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para algum λ ∈ R, ou seja,

nh = Nhsyh
1

λ
. (3.6.4)

No caso em que n =
∑H

h=1 nh é fixo, de (3.6.4) obtemos

1

λ
= n

/ H∑

h=1

Nhsyh

e a primeira parte do resultado fica provada.

No caso em que V = Var(ˆ̄yest) é fixo de (3.6.3) e (3.6.4) tiramos que

V =
λ

N2

H∑

h=1

Nhsyh −
1

N2

H∑

h=1

Nhs
2
yh

ou ainda

1

λ
=

(
1

N2

H∑

h=1

Nhsyh

)/(
1

N2

H∑

h=1

Nhs
2
yh + V

)
,

o que permite obter a segunda parte do resultado. �

Uma consequência importante do resultado anterior, que historicamente implicou

uma mudança na forma de pensar a amostragem, é o facto dele preconizar que em

estratos mais homogéneos, isto é, com menor variabilidade, a afetação deve ser inferior

à de estratos menos homogéneos. Isto implica que as probabilidades de inclusão de

unidades na amostra, que são iguais para todos os elementos da população quando a

afetação é proporcional, sejam diferentes para unidades pertencentes a estratos dife-

rentes. Essa probabilidade é maior para uma unidade pertencente a um estrato com

grande variabilidade (a este propósito, ver o Exerćıcio 19).

Reparemos que os valores nh resultantes da afetação de Neymann dados pelas ex-

pressões anteriores podem ser superiores a Nh. Tal pode acontecer, em particular,

quando os estratos são pequenos mas possuem grande variabilidade. Se para um deter-

minado estrato Uh′ obtemos uma afetação superior ao tamanho do estrato será natural

tomar nh′ = Nh′ e usar a afetação de Neymann relativamente aos restantes estratos

para obter uma amostra de tamanho n− nh′ .

A segunda parte do resultado é particularmente útil quando queremos obter um

intervalo de confiança de ńıvel aproximado 100(1 − α)% com margem de erro inferior

a um valor E fixado à partida. Sendo essa margem de erro dada por

z1−α/2

√
Var(ˆ̄yest),

para obter a margem de erro pretendida temos de escolher n1, . . . , nh de modo que

Var(ˆ̄yest) ≤
E2

z21−α/2

.
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Devemos assim tomar no resultado anterior

V =
E2

z21−α/2

.

A utilização prática do resultado anterior não deixa de ser problemática uma vez

que para usarmos a afetação de Neyman precisamos de conhecer as variabilidades syh

de cada um dos estratos (ou aproximações destas). Se para todas as unidades popula-

cionais conhecermos os valores de uma variável, xk > 0, aproximadamente proporcional

a yk, isto é,

yk ≈ λxk, k ∈ U ,

reparemos que a afetação resultante da primeira parte do Teorema 3.6.2 pode ser apro-

ximada por

nh ≈ Nhsxh

/ H∑

l=1

Nlsxl,

para h = 1, ...,H.

3.7 Afetação e custo

Na discussão anterior o custo de amostragem não é tido em conta. Estamos sempre a

admitir que o custo de amostragem não depende dos estratos. Se representarmos por ch

o custo de amostragem para cada unidade do estrato Uh, o custo total de amostragem é

dado por
∑H

h=1 nhch. Atendendo a que no caso do custo de amostragem ser igual para

todos os estratos, a função de custo anterior é proporcional ao tamanho da amostra∑H
h=1 nh, o resultado seguinte é uma generalização simples do Teorema 3.6.2.

Teorema 3.7.1. Num plano de amostragem estratificada, os valores de n1, ..., nH po-

sitivos, que minimizam Var(ˆ̄yest) para um valor fixo C do custo
∑H

h=1 nhch, são dados

por

nh = C(Nhsyh/
√
ch)
/ H∑

l=1

Nlsyl
√
cl,

para h = 1, ...,H. Por outro lado, os valores positivos, n1, ..., nH , que minimizam o

custo
∑H

h=1 nhch para um valor fixo V de Var(ˆ̄yest) são dados por

nh = (Nhsyh/
√
ch)

(
1

N2

H∑

l=1

Nlsyl
√
cl

)/(
1

N2

H∑

l=1

Nls
2
yl + V

)
,

para h = 1, ...,H.
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Dem: Procedendo como atrás, conclúımos que para todo o h = 1, . . . ,H se tem

Nh
syh√
nh

= λ
√
nhch,

para algum λ ∈ R, ou seja,

nh = (Nhsyh/
√
ch)

1

λ
. (3.7.2)

No caso em que fixamos o custo C =
∑N

h=1 nhch, de (3.7.2) e tiramos que

1

λ
= C

/ N∑

h=1

nhsyh
√
ch

o que permite obter a primeira parte do resultado.

No caso em que a variância V = Var(ˆ̄yest) é fixada à partida, de (3.6.4) e (3.7.2)

obtemos

V =
λ

N2

H∑

h=1

Nhsyh
√
ch −

1

N2

H∑

h=1

Nhs
2
yh,

ou ainda,

1

λ
=

(
1

N2

H∑

h=1

Nhsyh
√
ch

)/(
1

N2

H∑

h=1

Nhs
2
yh + V

)
,

o que permite obter a segunda parte do resultado. �

3.8 Ponderações amostrais

Usando um plano de amostragem estratificada, o total ty pode ser estimado de forma

cêntrica por

t̂est = N ˆ̄yest =

H∑

h=1

∑

k∈Sh

Nh

nh
yk.

A escrita anterior põe em evidência uma carateŕıstica interessante deste estimador.

Contrariamente aos estimadores do total em planos simples, em que cada unidade

amostral recebe pesoN/n, aqui cada unidade amostral pertencente ao estrato Uh recebe

uma ponderação igual a Nh/nh que não é mais do que o inverso da probabilidade de

inclusão na amostra dessa unidade (ver Exerćıcio 19). Isto é, para k ∈ Uh,

Nh

nh
=

1

πk
.

Além disso, a soma de todas as ponderações é igual ao tamanho da população:

H∑

h=1

∑

k∈Sh

Nh

nh
=

H∑

h=1

Nh = N.
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Podemos interpretar este facto dizendo que cada unidade do estrato Uh representa

Nh/nh unidades da população e assim a amostra no seu total representa toda a po-

pulação. Quando a afetação é proporcional, temos Nh/nh = N/n e, tal como no plano

SSR, cada unidade da amostra representa N/n unidades da população. Quando usamos

a afetação de Neyman, sabemos que a afetação nh é pequena ou grande dependendo

da variabilidade do estrato Uh ser pequena ou grande, respetivamente. Assim, num

estrato com pequena variabilidade cada unidade da amostra representa mais unidades

da população do que uma unidade pertencente a um estrato com grande variabilidade.

3.9 Alguns resultados de simulação

Nos exemplos seguintes usámos a afetação proporcional e a afetação de Neyman, tendo

a variável x = belgianmunicipalities$Tot03 sido usada para estratificar a população.

Considerámos 5 estratos sendo os limites dos estratos definidos pelos valores 10000,

20000, 30000 e 50000 da variável x. Em todos os casos tomámos n = 100 e considerámos

1000 repetições do processo de amostragem.

Exemplo 3.9.1. Variável de interesse: y = belgianmunicipalities$TaxableIncome. Parâmetro

de interesse: ty.

SSR Estratificada Neyman

8.
0e

+
10

1.
2e

+
11

1.
6e

+
11

Exemplo 3.9.2. Variável de interesse: y = belgianmunicipalities$Tot04. Parâmetro de

interesse: ty.
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SSR Estratificada Neyman

8.
0e

+
06

1.
0e

+
07

1.
2e

+
07

1.
4e

+
07
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4

Estimação com informação auxiliar

Utilização de informação auxiliar na fase de estimação. Estimadores da diferença, do

quociente e da regressão. Pós-estratificação e estimador pós-estratificado.

4.1 Informação auxiliar na fase de estimação

A implementação dum plano de amostragem estratificada que seja prefeŕıvel a um plano

SSR necessita do conhecimento de informação auxiliar sobre a população, usada na

fase da definição do plano de amostragem, que permita construir estratos homogéneos

relativamente à variável de interesse cujas médias apresentem grande variabilidade entre

si (ver Teorema 3.5.1). A utilização de informação auxiliar que pode ser usada na fase

da definição do plano de amostragem será desenvolvida no próximo caṕıtulo.

Para já, vamos ver como podemos usar determinado tipo de informação auxiliar na

fase de estimação de forma a melhorar a qualidade da mesma. Esta ideia remonta, pelo

menos, a Pierre-Simon Laplace (1749-1827) que, em 1802, estima o total da população

francesa usando informação sobre o número de nascimentos ocorridos em França (La-

place, 1814, pp. 391–394, Lohr, 1999, pp. 59–62). Para uma amostra S de 30 munićıpios

(départements) de todo o páıs, Laplace teve acesso à população total yk do munićıpio

k ∈ S:
∑

k∈S

yk = 2037615.

Nos três anos anteriores a 23 de setembro de 1802, um total de 215599 nascimentos

foram registados nos 30 munićıpios. Laplace estima em 215599/3 o número de nasci-

mentos registados por ano nos 30 munićıpios. Assim, Laplace tem acesso à variável

auxiliar xk, relativa ao número de nascimentos registados no munićıpio k:

∑

k∈S

xk = 215599/3.

47
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Uma vez que
∑

k∈S

yk

/∑

k∈S

xk = 28,352845, (4.1.1)

Laplace estima que em cada ano ocorre um registo de nascimento por cada 28,352845

pessoas. Considerando que o número total de nascimentos registados por ano em França

era de aproximadamente um milhão (tx = 1000000), estima o total ty da população

francesa em

ty ≈ 28,35284486 × 1000000 ≈ 28352845.

Uma excelente estimativa como viriam a confirmar os censos franceses de 1806 que

indicariam 29107425 para o total população francesa (1).

Reparemos que o quociente (4.1.1) é precisamente o quociente entre os estimadores

dos totais das variáveis ty e tx

t̂y

t̂x
=

N

n

∑

k∈S

yk

N

n

∑

k∈S

xk

= 28,352845,

e portanto o estimador de ty considerado por Laplace é definido por

t̂q =
t̂y

t̂x
tx,

a que chamaremos estimador do quociente.

Ao longo deste caṕıtulo consideramos que o plano de amostragem é um plano SSR

de tamanho n sobre a população U e o nosso objetivo é estimar o total da variável de

interesse y:

ty =
∑

k∈U

yk.

Assumiremos que a informação auxiliar sobre a população está dispońıvel através do co-

nhecimento duma variável auxiliar x associada à variável de interesse y, que nos permi-

tirá, em determinados casos, aumentar a precisão do usual estimador t̂y. Começaremos

por estudar o caso em que a variável x é quantitativa e que conhecemos o seu total tx.

Como veremos, o conhecimento desta informação auxiliar permitir-nos-á definir esti-

madores alternativos de ty: estimador da diferença, estimador do quociente e estimador

da regressão.Finalmente, estudaremos o caso em que x é qualitativa permitindo associar

cada indiv́ıduo observado, e só depois de observado, a um estrato previamente definido

na população, o que nos levará a definir o estimador pós-estratificado.

1A este propósito, ver Legoyt, A. (1987), Les premiers recensements de la population en France,

jusqu’en 1856, Journal de la société statistique de Paris 128, 243–257.
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4.2 Estimador da diferença

Como motivação para o chamado estimador da diferença, vamos assumir que a variável

de interesse yk, é, a menos de uma quantidade constante, aproximadamente igual a

uma variável auxiliar xk, isto é,

yk ≈ xk + c, k ∈ U ,

para alguma constante c ∈ R, temos

ty ≈ tx +Nc.

Assim, para toda a amostra aleatória S temos

t̂y =
N

n

∑

k∈S

yk ≈ N

n

∑

k∈S

xk +Nc = t̂x +Nc,

de onde resulta a aproximação

ty ≈ tx + t̂y − t̂x = t̂y − t̂x + tx.

Assumindo que conhecemos o total tx, a relação anterior motiva a estimação do total

ty através do estimador da diferença definido por

t̂d = t̂y − t̂x + tx,

onde

t̂y =
N

n

∑

k∈S

yk e t̂x =
N

n

∑

k∈S

xk

são os estimadores usuais de ty e tx, respetivamente, num plano de amostragem SSR

de tamanho n.

Atendendo a que

t̂d =
N

n

∑

k∈S

(yk − xk) + tx,

será de esperar que t̂d tenha vantagem sobre t̂y se a variabilidade presente na diferença

z = y − x for inferior à de y. Expressões para a média e variância de t̂d podem ser

obtidas das expressões para a média e variância do estimador do total num plano SSR.

Assim,

E(t̂d) = E(t̂y)− E(t̂x) + tx = ty − tx + tx = ty

e

Var(t̂d) = N2
(
1− n

N

) s2y−x

n
= N2

(
1− n

N

) s2y
n

(
1− 2syx − s2x

s2y

)
,
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onde syx é a covariância entre as variáveis y e x definida na Proposição 2.4.3. Esta

variância pode ser estimada por

V̂ar(t̂d) = N2
(
1− n

N

) ŝ2z
n
,

where

zk = yk − xk, k ∈ S.

Das igualdades anteriores conclúımos que a vantagem de t̂d sobre t̂y será máxima

quando s2y−x = 0, isto é, quando, para algum b ∈ R, se tem yk = xk + b, para todo

o k ∈ U . A existir vantagem de t̂d sobre t̂y, ela será tanto maior quanto maior for o

quociente (2syx − s2x)/s
2
y. O estimador da diferença é mais eficiente que t̂y sse

2syx − s2x ≥ 0,

ou ainda sse

a ≥ 1

2

onde

a =
syx
s2x

(4.2.1)

é o declive da reta de regressão de y sobre x (baseada em toda a população). Em termos

do coeficiente de correlação linear entre as variáveis x e y, definido por

ρxy =
sxy
sxsy

,

podemos dizer que estimador da diferença é mais eficiente que t̂y sse

ρxy ≥ 1

2

sx
sy

.

4.3 Estimador do quociente

Tomando como motivação para a definição deste estimador uma posśıvel relação de

proporcionalidade entre a variável de interesse y e a variável auxiliar x, da qual supomos

conhecer o respetivo total tx, suponhamos então que para algum λ ∈ R se tem

yk ≈ λxk, k ∈ U .

Neste caso

ty ≈ λtx

e para toda a amostra aleatória S temos

t̂y =
N

n

∑

k∈S

yk ≈ λ
N

n

∑

k∈S

xk = λt̂x.
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Assim,

ty ≈ tx

t̂x
t̂y =

t̂y

t̂x
tx,

o que motiva estimar ty através do estimador do quociente definido por

t̂q = r̂ tx,

com

r̂ =
t̂y

t̂x
=

N

n

∑

k∈S

yk

/
N

n

∑

k∈S

xk.

O estimador t̂q é assim um estimador de tipo rácio que sabemos não ser cêntrico.

Aproximações para o seu viés e variância podem ser obtidas a partir da igualdade

t̂q − ty = tx (r̂ − r) ,

com

r =
ty
tx
,

e das igualdades (2.4.4) e (2.4.5):

Viés(t̂q) ≈ tx

(
1− n

N

)rs2x − syx
x̄2n

= N
(
1− n

N

) rs2x − syx
x̄n

e

Var(t̂q) ≈ t2x

(
1− n

N

)s2y−rx

x̄2n
= N2

(
1− n

N

) s2y−rx

n

= N2
(
1− n

N

) s2y
n

(
1− 2rsyx − r2s2x

s2y

)
.

Esta variância pode ser estimada por

V̂ar(t̂q) = N2
(
1− n

N

) ŝ2ẑ
n
,

onde

ẑk = yk − r̂ xk, k ∈ S.

Admitindo que n é grande de modo que as aproximações anteriores sejam de quali-

dade e possamos desprezar o viés do estimador, podemos dizer, de forma aproximada,

que a vantagem do estimador do quociente sobre t̂y será tanto maior quanto maior for

o quociente (2rsyx − r2s2x)/s
2
y. Essa vantagem é máxima quando a relação entre y e

x pode ser aproximadamente descrita por uma linha reta que passa na origem. Este
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estimador é assim especialmente aconselhado quando existe uma relação de proporcio-

nalidade entre a variável de interesse y e a variável auxiliar x. Além disso, esperamos

que t̂q seja mais eficiente que o estimador t̂y sse

r(2a− r) ≥ 0

onde a é definido por (4.2.1). Assumindo que r = ty/tx > 0, podemos dizer que

esperamos que o estimador do quociente seja mais eficiente que o estimador t̂y quando

ρxy ≥ 1

2

CVx

CVy
.

Se r = ty/tx < 0 tal acontecerá quando

ρxy ≤ −1

2

CVx

CVy
.

4.4 Estimador da regressão

Tomando como motivação para a definição do estimador da regressão uma posśıvel

relação linear entre a variável de interesse y e a variável auxiliar x, da qual supomos

conhecer o respetivo total tx, suponhamos então que

yk ≈ axk + b, k ∈ U ,

com a, b ∈ R. Neste caso

ty ≈ a tx +Nb, (4.4.1)

e para toda a amostra aleatória S temos

t̂y =
N

n

∑

k∈S

yk ≈ a
N

n

∑

k∈S

xk +Nb = at̂x +Nb

e

ŝyx =
1

n− 1

∑

k∈S

(yk − ȳ)(xk − x̄) ≈ a
1

n− 1

∑

k∈S

(xk − x̄)2 = aŝ2x.

Assim,

ty ≈ â tx + (t̂y − ât̂x) = t̂y − â (t̂x − tx),

com

â =
ŝyx
ŝ2x

,

o que motiva estimar ty através do estimador da regressão definido por

t̂r = t̂y − â (t̂x − tx).
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O estimador t̂r é assim obtido da equação (4.4.1) substituindo a por â = ŝyx/ŝ
2
x e

b por b̂ = N−1(t̂y − â t̂x). É interessante notar que estes estimadores não são mais do

que as soluções do problema de minimização

min
a,b∈R

∑

k∈S

(yk − axk − b)2,

podendo, neste sentido, ser interpretados como estimadores dos mı́nimos quadrados

do declive e a ordenada na origem da reta de regressão y sobre x, definidos como as

soluções do problema de minimização

min
a,b∈R

∑

k∈U

(yk − axk − b)2.

Como sabemos, este problema tem solução única dada por

a =
syx
s2x

e b = N−1(ty − a tx).

Uma vez que o estimador â = ŝyx/ŝ
2
x é um estimador de tipo rácio, o estimador da

regressão é um estimador enviesado de ty. Considerando o desenvolvimento

t̂r = t̂y − a(t̂x − tx)− (â− a)(t̂x − tx),

conclúımos que o viés de t̂r é dado por

Viés(t̂r) = −E((â− a)(t̂x − tx)) = −Cov(â, t̂x).

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

|Viés(t̂r)|2 ≤ E(â− a)2E(t̂x − tx)
2,

de onde se concluiu que o viés de t̂r pode, em geral, ser ignorado para amostras grandes

(sobre esta questão, ver Hedayat e Sinha, 1991, pp. 181–183).

Desprezando o termo (â− a)(t̂x − tx) que surge no desenvolvimento anterior de t̂r,

a variância de t̂r poderá ser aproximada por

Var(t̂r) ≈ N2
(
1− n

N

) s2y−ax

n
= N2

(
1− n

N

) s2y
n

(
1− ρ2xy

)
.

Esta variância pode ser estimada por

V̂ar(t̂r) = N2
(
1− n

N

) ŝ2ẑ
n
,

onde

ẑk = yk − â xk − b̂, k ∈ S.
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Para amostras grandes, conclúımos assim que o estimador da regressão é particular-

mente útil quando s2y−ax é próximo de zero, o que acontece quando existe uma relação

aproximadamente linear entre a variável de interesse y e a variável auxiliar x. Além

disso, atendendo a que

Var(t̂y) = N2
(
1− n

N

) s2y
n
,

Var(t̂d) = N2
(
1− n

N

) s2y−x

n
,

Var(t̂q) ≈ N2
(
1− n

N

) s2y−rx

n

e

Var(t̂r) ≈ N2
(
1− n

N

) s2y−ax

n
,

onde s2y−ax ≤ s2y−γx, para todo o γ ∈ R, esperamos também que o estimador da

regressão t̂r possa ser mais eficiente que os estimadores t̂y, t̂d e t̂q, quando o tamanho

da amostra é grande (caso em que o viés de t̂r pode ser desprezado). No entanto,

é preciso não esquecer que os estimadores t̂q e t̂r são enviesados e que as fórmulas

anteriores para as suas variâncias resultam da utilização de diversas aproximações que

podem ter menor qualidade quando o tamanho da amostra não é grande.

4.5 Estimador pós-estratificado

Suponhamos que uma ou várias variáveis auxiliares permitem dividir a população em

subpopulações Uh, h = 1, . . . ,H, de tamanhos conhecidos Nh tais que

H⋃

h=1

Uh = U e Ui ∩ Uj = ∅, i 6= j.

Apesar disso, admitimos que não temos informação a priori sobre as unidades da

população para efetuar uma estratificação, sendo as unidades da amostra associadas

à subpopulação Uh só depois da amostra ser recolhida. Nesta situação dizemos que

efetuámos uma pós-estratificação e cada subpopulação Uh é dita pós-estrato.

Representando por S a amostra selecionada em U segundo um plano SSR de ta-

manho n (versão reduzida), vamos denotar por Sh a subamostra de S constitúıda por

unidades de Uh, para h = 1, . . . ,H. Assim, S = {S1, . . . , SH}, com Sh ∈ Uh, para

h = 1, . . . ,H. Contrariamente à amostragem estratificada em que cada subamostra

Sh é recolhida em Uh segundo um plano SSR de tamanho nh, onde os tamanhos nh

das amostras de cada estrato estão fixos à partida, no caso presente os tamanhos nh

são variáveis aleatórias que podem tomar o valor 0 no caso de haver um pós-estrato
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não representado na amostra. Cada uma destas variáveis nh possui uma distribuição

hipergeométrica de parâmetros N , Nh e n, isto é,

P(nh = r) = CNh
r CN−Nh

n−r (CN
n )−1, (4.5.1)

para r = max(0, n − (N −Nh)), . . . ,min(n,Nh) (sobre a distribuição hipergeométrica,

ver Cochran, 1977, pp. 55–57).

Nesta secção vamos estudar o estimador pós-estratificado do total ty que é definido de

forma muito semelhante ao estimador do total num plano de amostragem estratificada:

t̂p =
H∑

h=1
nh>0

t̂yh =
H∑

h=1

t̂yh1I(nh > 0),

onde

t̂yh =
Nh

nh

∑

k∈Sh

yk,

sempre que nh > 0 (quando nh = 0, t̂yh pode ser definido de forma arbitrária uma vez

que t̂yh1I(nh > 0) = 0).

Atendendo ao facto de t̂yh ser um estimador de tipo rácio (nh é uma variável

aleatória), não é de esperar que este estimador seja cêntrico do total tyh do estrato

Uh, onde

tyh =
∑

k∈Uh

yk.

O resultado seguinte permitir-nos-á usar os resultados estudados sobre o plano de

amostragem SSR, no estudo do estimador pós-estratificado. Para tal é necessário que

se trabalhe condicionalmente aos tamanhos das amostras em cada um dos estratos.

Com efeito, a proposição seguinte estabelece que, condicionalmente a n1, . . . , nH as

variáveis Sh, h = 1, . . . ,H, são independentes e as suas distribuições são planos SSR de

tamanhos nh sobre Uh, para h = 1, . . . ,H.

Proposição 4.5.2. Se S é uma amostra aleatória de tamanho n extráıda de U se-

gundo um plano de amostragem SSR reduzido então, condicionalmente a n1, . . . , nH ,

as variáveis Sh, h = 1, . . . ,H, são independentes e as suas distribuições são planos

SSR de tamanho nh sobre Uh, isto é, para 1 ≤ rh ≤ Nh e r1 + · · ·+ rH = n, temos

P(Sh = sh|n1 = r1, . . . , nH = rH) =





1

CNh
rh

, n(sh) = rh

0 , n(sh) 6= rh,

para h = 1, . . . ,H.
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Dem: Na primeira parte da demonstração determinamos a distribuição condicional

das variáveis Sh, para h = 1, . . . ,H. A seguir estabelecemos a sua independência

condicional.

Distribuição condicional de Sh, para h = 1, . . . ,H

Se n(sh) 6= rh a probabilidade P(Sh = sh|n1 = r1, . . . , nH = rH) é claramente nula.

Analisemos agora o caso em que n(sh) = rh. Comecemos por mostrar que

P(Sh = sh|n1 = r1, . . . , nH = rH) = P (Sh = sh|nh = rh). (4.5.3)

Com efeito, temos

P(Sh = sh|n1 = r1, . . . , nH = rH)

=
P(Sh = sh, n1 = r1, . . . , nH = rH)

P (n1 = r1, . . . , nH = rH)

=
P(Sh = sh, nh = rh)P(nl = rl, l = 1, . . . ,H, l 6= h|Sh = sh, nh = rh)

P(nh = rh)P(nl = rl, l = 1, . . . ,H, l 6= h|nh = rh)

=
P(Sh = sh, nh = rh)P(nl = rl, l = 1, . . . ,H, l 6= h|nh = rh)

P(nh = rh)P(nl = rl, l = 1, . . . ,H, l 6= h|nh = rh)

=
P(Sh = sh, nh = rh)

P(nh = rh)
= P(Sh = sh|nh = rh).

Calculemos agora P(Sh = sh|nh = rh), para sh ∈ Qh, onde Qh = Snh
é o suporte

de Sh. Denotando S = {Sh, S̄h} e representando por Q̄h = Sn−nh
o suporte de S̄h,

temos

P(Sh = sh|nh = rh) =
P(Sh = sh, nh = rh)

P(nh = rh)

=
P(Sh = sh)P(nh = rh|Sh = sh)

P(nh = rh)

=
P(Sh = sh)

P(nh = rh)

=

∑
s̄h∈Q̄h

P(Sh = sh, S̄h = s̄h)

P(nh = rh)

=

∑
s̄h∈Q̄h

P(S = (sh, s̄h))

P(nh = rh)

=
CN−Nh
n−rh

(CN
n )−1

CNh
rh CN−Nh

n−rh
(CN

n )−1
=

1

CNh
rh

, (4.5.4)

uma vez que a variável nh possui uma distribuição hipergeométrica de parâmetros N ,

Nh e n.
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Juntando (4.5.3) e (4.5.4), fica assim demonstrado que

P(Sh = sh|n1 = r1, . . . , nH = rH) =
1

CNh
rh

. (4.5.5)

Independência condicional da famı́lia Sh, h = 1, . . . ,H

Por simplicidade de exposição, vamos apenas mostrar que Sh e Sh′

, com h 6= h′,

são variáveis independentes. De forma análoga se provaria a independência da famı́lia

Sh, com h = 1, . . . ,H.

Usando o processo exposto atrás, e denotando S = {Sh, Sh′

, S̄h,h′} e Q̄h,h′ =

Sn−nh−nh′
o suporte de S̄h,h′

, podemos escrever

P(Sh = sh, Sh′

= sh
′ |n1 = r1, . . . , nH = rH)

= P(Sh = sh, Sh′

= sh
′|nh = rh, nh′ = rh′)

=
∑

s̄h,h′∈Q̄h,h′

P(S = (sh, sh′ , s̄h,h′))
/
P(nh = rh, nh′ = rh′)

= C
N−Nh−Nh′

n−rh−rh′
(CN

n )−1
/
P(nh = rh, nh′ = rh′).

Usando agora o facto de (nh, nh′) possuir uma distribuição hipergeométrica biva-

riada de parâmetros N , Nh, Nh′ e n, isto é,

P(nh = r, nh′ = r′) = CNh
r C

Nh′

r′ C
N−Nh−Nh′

n−r−r′ (CN
n )−1, (4.5.6)

para r = max(0, n − (N − Nh)), . . . ,min(n,Nh) e r′ = max(0, n − (N − Nh′)), . . . ,

min(n,Nh′), podemos escrever

P(Sh = sh, Sh′

= sh
′|n1 = r1, . . . , nH = rH) =

1

CNh
rh

1

C
Nh′

rh′

,

o que, tendo em conta (4.5.5), nos permite concluir que Sh e Sh′

são condicionalmente

independentes. �

Apesar do estimador pós-estratificado do total ser enviesado, esse viés é desprezável

mesmo quando o tamanho da amostra não é muito grande.

Teorema 4.5.7. O estimador pós-estratificado do total ty tem por média

E(t̂p) = ty −
H∑

h=1

tyhP(nh = 0),

onde

P(nh = 0) ≤ exp
(
− nNh

N

)
.
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Dem: Usando o facto de que condicionalmente a nℓ, ℓ = 1, . . . ,H, as amostras aleatórias

Sh são planos SSR de tamanhos nh sobre Uh, podemos escrever

E(t̂p|nℓ, ℓ = 1, . . . ,H) =

H∑

h=1

E(t̂yh|nℓ, ℓ = 1, . . . ,H)1I(nh > 0)

=

H∑

h=1

tyh1I(nh > 0)

= ty −
H∑

h=1

tyh1I(nh = 0). (4.5.8)

o que permite obter a média de t̂p.

Usando agora o facto da variável nh possuir uma distribuição hipergeométrica de

parâmetros N , Nh e n, tomando rh = 0 em (4.5.1) conclúımos que

P(nh = 0) =
CNh

0 CN−Nh

n−0

CN
n

=
(N −Nh)!(N − n)!n!

n!(N −Nh − n)!N !

=
(N −Nh)(N −Nh − 1) . . . (N −Nh − n+ 1)

N(N − 1) . . . (N − n+ 1)

=
(
1− Nh

N

)(
1− Nh

N − 1

)
. . .
(
1− Nh

N − n+ 1

)
(4.5.9)

≤
(
1− Nh

N

)n
≤
(
exp

(
− Nh

N

))n

= exp
(
− nNh

N

)
. �

Teorema 4.5.10. A variância do estimador pós-estratificado do total ty é dada por

Var(t̂p) =

H∑

h=1

N2
hE

(
1

nh
1I(nh > 0)

)
s2yh −

H∑

h=1

Nhs
2
yh + V,

onde

0 ≤ V ≤
H∑

h=1

(Nhs
2
yh + t2yh)P(nh = 0) +

(
H∑

h=1

|tyh|P(nh = 0)

)2

.

Dem: Usando o facto de condicionalmente a nℓ, ℓ = 1, . . . ,H, o plano ser estratificado,

temos

Var(t̂p|nℓ, ℓ = 1, . . . ,H) = Var

(
H∑

h=1

t̂yh1I(nh > 0)
∣∣∣nℓ, ℓ = 1, . . . ,H

)

=

H∑

h=1

Var(t̂yh1I(nh > 0)|nℓ, ℓ = 1, . . . ,H)

=

H∑

h=1

N2
h

(
1− nh

Nh

)
s2yh
nh

1I(nh > 0),
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e assim

E(Var(t̂p|nh, h = 1, . . . ,H))

=
H∑

h=1

N2
h E

(
1

nh
1I(nh > 0)

)
s2yh −

H∑

h=1

Nhs
2
yhP (nh > 0)

=

H∑

h=1

N2
h E

(
1

nh
1I(nh > 0)

)
s2yh −

H∑

h=1

Nhs
2
yh +

H∑

h=1

Nhs
2
yhP(nh = 0). (4.5.11)

Por outro lado, de (4.5.8) tiramos que

Var(E(t̂p|nℓ, ℓ = 1, . . . ,H))

=

H∑

h,h′=1

tyhtyh′Cov(1I(nh = 0), 1I(nh′ = 0))

=

H∑

h,h′=1

tyhtyh′

(
P(nh = 0, nh′ = 0)− P(nh = 0)P(nh′ = 0)

)
. (4.5.12)

Para h 6= h′, e fazendo r = r′ = 0 em (4.5.6), obtemos

P(nh = 0, nh′ = 0)

=
CNh

0 C
Nh′

0 C
N−Nh−Nh′

n

CN
n

=
(N −Nh −Nh′)!(N − n)!n!

n!(N −Nh −Nh′ − n)!N !

=
(N −Nh −Nh′)(N −Nh −Nh′ − 1) . . . (N −Nh −Nh′ − n+ 1)

N(N − 1) . . . (N − n+ 1)

Além disso, de (4.5.9) e da desigualdade 1 − (a + b)/C ≤ (1 − a/C)(1 − b/C), para

C, a, b > 0, obtemos

P(nh = 0, nh′ = 0) =
(
1− Nh +Nh′

N

)(
1− Nh +Nh′

N − 1

)
. . .
(
1− Nh +Nh′

N − n+ 1

)

≤
(
1− Nh

N

)(
1− Nh

N − 1

)
. . .
(
1− Nh

N − n+ 1

)

×
(
1− Nh′

N

)(
1− Nh′

N − 1

)
. . .
(
1− Nh′

N − n+ 1

)

= P(nh = 0)P(nh′ = 0).

Conclúımos assim que

∣∣∣P(nh = 0, nh′ = 0)− P(nh = 0)P(nh′ = 0)
∣∣∣ ≤ P(nh = 0)P (nh′ = 0),
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para h 6= h′, e portanto de (4.5.12) obtemos

Var(E(t̂p|nℓ, ℓ = 1, . . . ,H))

≤
H∑

h=1

t2yhP(nh = 0) +
H∑

h,h′=1,h 6=h′

|tyh||tyh′ |P(nh = 0)P(nh′ = 0)

≤
H∑

h=1

t2yhP(nh = 0) +

(
H∑

h=1

|tyh|P(nh = 0)

)2

. (4.5.13)

Para concluir a demonstração basta usar (4.5.11), (4.5.13) e a igualdade

Var(t̂p) = Var(E(t̂p|nℓ, ℓ = 1, . . . ,H)) + E(Var(t̂p|nℓ, ℓ = 1, . . . ,H)). �

De forma a podermos exibir uma expressão alternativa para Var(t̂p) que possa ser

útil na prática, vamos começar por verificar que quando o tamanho da amostra é grande

é válida a aproximação

E

(
1

nh
1I(nh > 0)

)
≈ N

nNh
+

N −Nh

N2
h

N − n

n2
.

Tal como fizemos em §2.4.3, comecemos por utilizar a fórmula de Taylor de segunda

ordem relativamente à função g(x) = 1/x (g′(x) = −1/x2, g′′(x) = 2/x3), para obter a

aproximação

1

nh
− 1

E(nh)
= g(nh)− g(E(nh))

≈ g′(E(nh))(nh − E(nh)) +
1

2
g′′(E(nh))(nh − E(nh))

2

= − 1

E(nh)

nh − E(nh)

E(nh)
+

1

E(nh)

(nh − E(nh)

E(nh)

)2
,

ou seja,
1

nh
≈ 1

E(nh)
(1− ǫ+ ǫ2),

e portanto

E

(
1

nh
1I(nh > 0)

)
≈ 1

E(nh)
E
(
(1− ǫ+ ǫ2)1I(nh > 0)

)
,

onde

ǫ =
nh − E(nh)

E(nh)

é tal que

E(ǫ) = 0
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e

Var(ǫ) =
Var(nh)

E(nh)2
=

1

n

N

Nh

N −Nh

N

N − n

N − 1
,

uma vez que

E(nh) =
nNh

N

e

Var(nh) =
nNh

N

N −Nh

N

N − n

N − 1
.

Atendendo a que

E
(
ǫ1I(nh > 0)

)
=

1

E(nh)
E
(
nh1I(nh > 0)− E(nh)1I(nh > 0)

)

=
1

E(nh)

(
E(nh)− E(nh)P(nh > 0)

)

= P(nh = 0),

e

E
(
ǫ21I(nh > 0)

)
=

1

E(nh)2
E
(
(nh − E(nh))

21I(nh > 0)
)

=
1

E(nh)2
(
Var(nh)− E((nh − E(nh))

21I(nh = 0))
)

=
1

E(nh)2
(
Var(nh)− E(nh)

2P(nh = 0)
)

=
Var(nh)

E(nh)2
− P(nh = 0),

conclúımos finalmente que

E

(
1

nh
1I(nh > 0)

)
≈ 1

E(nh)

(
1 +

Var(nh)

E(nh)2
− 3P(nh = 0)

)

=
N

nNh

(
1 +

N2

n2N2
h

nNh

N

N −Nh

N

N − n

N − 1
− 3P(nh = 0)

)

≈ N

nNh
+

N −Nh

N2
h

N − n

n2
− 3

N

nNh
P(nh = 0)

≈ N

nNh
+

N −Nh

N2
h

N − n

n2
, (4.5.14)

uma vez que o termo N
nNh

P(nh = 0) é desprezável quando n é grande.

Atendendo ao Teorema 4.5.10 e à aproximação (4.5.14), conclúımos que a variância
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do estimador pós-estratificado do total pode ser aproximada por

Var(t̂p) ≃
H∑

h=1

N2
h

(
N

nNh
+

N −Nh

N2
h

N − n

n2

)
s2yh −

H∑

h=1

Nhs
2
yh

= N2
(
1− n

N

)( 1

n

H∑

h=1

Nh

N
s2yh +

1

n2

H∑

h=1

(
1− Nh

N

)
s2yh

)
.

Na prática, o estimador da variância do estimador pós-estratificado do total é defi-

nido por

V̂ar(t̂p) = N2
(
1− n

N

)

 1

n

H∑

h=1
nh>1

Nh

N
ŝ2yh +

1

n2

H∑

h=1
nh>1

(
1− Nh

N

)
ŝ2yh


 .

Reparemos que o primeiro termo da aproximação obtida para a variância Var(t̂p)

não é mais do que a variância do estimador estratificado do total quando a afetação

é proporcional. Conclúımos assim que é sempre prefeŕıvel fazer uma estratificação a

priori. No entanto, o último termo da expressão anterior é desprezável relativamente ao

primeiro quando o tamanho da amostra é grande. Assim, não sendo posśıvel fazer uma

estratificação a priori, a estratégia de utilizar uma pós-estratificação é interessante, per-

dendo em geral pouco relativamente à estratificação com afetação proporcional. Como

já sabemos, uma tal estratégia terá vantagem relativamente à amostragem aleatória

simples quando os pós-estratos forem constitúıdos por unidades entre si homogéneas

relativamente à variável de interesse e os pós-estrato forem heterogéneos entre si.

4.6 Alguns resultados de simulação

Nos exemplos seguintes a variável x =belgianmunicipalities$Tot03 foi usada como variável

auxiliar. Esta variável foi também usada para definir os (pós-)estratos cujos limites são

dados pelos valores 10000, 20000, 30000 e 50000 da variável x. Tomámos n = 100

(exceto quando indicado) e considerámos 1000 repetições do processo de amostragem.

Exemplo 4.6.1. Variável de interesse: y = belgianmunicipalities$TaxableIncome. Parâ-

metro de interesse: ty.
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Reparemos que neste caso temos

Var(t̂d)

Var(t̂y)
= 0,9998,

Var(t̂q)

Var(t̂y)
≈ 0,0235, e

Var(t̂r)

Var(t̂y)
≈ 0,0231,

o que explica os resultados seguintes:

SSR diferença quociente regressão8.
0e

+
10

1.
2e

+
11

1.
6e

+
11

quociente regressão

1.
15

e+
11

1.
20

e+
11

1.
25

e+
11

1.
30

e+
11

Exemplo 4.6.2. Variável de interesse: y = belgianmunicipalities$Tot04. Parâmetro de

interesse: ty.
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Neste caso temos

Var(t̂d)

Var(t̂y)
= 5,49 × 10−5,

Var(t̂q)

Var(t̂y)
≈ 2,50 × 10−5 e

Var(t̂r)

Var(t̂y)
≈ 1,16 × 10−5,

sendo de esperar um melhor desempenho dos estimadores do quociente e da regressão.
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Exemplo 4.6.3. Variável de interesse: y = belgianmunicipalities$TaxableIncome. Parâ-

metro de interesse: ty. No gráfico da esquerda n = 100, enquanto que no da direita

n = 200. Especialmente no primeiro caso vemos que a pós-estratificação perde para

a estratificação. Mesmo assim, é prefeŕıvel efetuar uma pós-estratificação a partir da

informação dispońıvel sobre a população do que não usar essa informação e executar

um plano simples.
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Exemplo 4.6.4. Variável de interesse: y = belgianmunicipalities$Tot04. Parâmetro de

interesse: ty. Tomámos n = 100 no gráfico da esquerda e n = 200 no da direita. Tal

como no exemplo anterior, vemos que é sempre prefeŕıvel efetuar uma pós-estratificação

a partir da informação dispońıvel sobre a população do que desprezar essa informação

executando um plano simples.
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Thompson, M.E. (2002). Theory of sample surveys. Wiley. (Caṕıtulos 7 e 8)
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5

Planos de amostragem com

probabilidades desiguais

Planos de amostragem com reposição. Estimador de Hansen-Hurvitz. Planos de amos-

tragem PPS. Planos de amostragem sem reposição. Estimador de Narain-Horvitz-Thom-

pson. O plano de Poisson. Planos de amostragem IPPS. Planos sem reposição de

tamanho fixo. Estimador da variância e condições de Sen-Yates-Grundy. Os planos

sistemático, de Lahiri-Midzuno e de Rao-Sampford. Normalidade assintótica e apro-

ximação da variância.

5.1 Planos de amostragem com reposição de tamanho n

Vimos no último caṕıtulo como podemos usar determinado tipo de informação auxiliar

para construir melhores estimadores. Neste caṕıtulo vamos estudar a possibilidade de

usar informação auxiliar na fase da definição do plano de amostragem de modo a obter

melhores estimadores. Em tais planos de amostragem as unidades populacionais não

possuem necessariamente igual probabilidade de serem selecionadas para a amostra.

Reparemos que, em geral, é esta a situação do plano de amostragem estratificada com

afetação óptima.

Numa população de dimensão N , um plano de amostragem com reposição com pro-

babilidades de inclusão desiguais de tamanho n, corresponde à extração, com reposição,

de n unidades da população, em que em cada extração a probabilidade de selecionar a

unidade k da população é pk, onde
∑N

k=1 pk = 1. Assim, um plano de amostragem com

reposição com probabilidades de inclusão desiguais de tamanho n, que denotaremos de

forma genérica por CR, é definido por

p(s) = p(s1, ..., sn) = ps1 × · · · × psn

para todo o s ∈ Q = S̃n = U n. Representando por S = (S1, . . . , Sn) a amostra

aleatória com plano de amostragem p, da forma produto desta distribuição podemos

67
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imediatamente deduzir o seguinte resultado.

Proposição 5.1.1. Num plano de amostragem CR de tamanho n as variáveis S1, . . . , Sn

são independentes e identicamente distribúıdas com

PSi
(si) = psi

para si ∈ U .

Vamos centrar a nossa atenção na estimação do total ty da população. Os resultados

seguintes são devidos a Hansen e Hurwitz (1943).

Teorema 5.1.2. Num plano de amostragem CR de tamanho n o estimador

t̂HH =
∑

k∈S

yk
npk

,

dito estimador de Hansen-Hurvitz, é um estimador cêntrico de ty com variância

Var(t̂HH) =
1

n

∑

k∈U

pk

(
yk
pk

− ty

)2

=
1

n

(∑

k∈U

y2k
pk

− t2y

)

=
1

2n

∑

k,l∈U

pkpl

(
yk
pk

− yl
pl

)2

.

Dem: Atendendo a que

t̂HH =
1

n

n∑

i=1

ySi

pSi

,

basta usar a Proposição 5.1.1 para concluir que t̂HH é um estimador cêntrico de ty uma

vez que

E
(yS1

pS1

)
=
∑

k∈U

yk
pk

P(S1 = k) =
∑

k∈U

yk
pk

pk = ty.

As duas primeiras expressões para a variância do estimador t̂HH resultam do facto

das variáveis
ySi

pSi

, i = 1, . . . , n, serem independentes e identicamente distribúıdas e das

duas expressões seguintes para as suas variâncias:

Var
(yS1

pS1

)
=
∑

k∈U

(yk
pk

− ty

)2
P(S1 = k) =

∑

k∈U

pk

(yk
pk

− ty

)2
,
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e

Var
(yS1

pS1

)
= E

(yS1

pS1

)2
− t2y =

∑

k∈U

y2k
p2k

P(S1 = k)− t2y =
∑

k∈U

y2k
pk

− t2y.

Para obter a última das expressões para a variância do estimador de HH, basta

agora ter em conta que

1

2

∑

k,l∈U

pkpl

(
yk
pk

− yl
pl

)2

=
∑

k∈U

y2k
pk

− t2y. �

Teorema 5.1.3. Num plano de amostragem CR de tamanho n o estimador

V̂ar(t̂HH) =
1

n(n− 1)

∑

k∈S

(
yk
pk

− t̂HH

)2

é um estimador cêntrico de Var(t̂HH).

Dem: Tendo em conta que

∑

k∈S

(yk
pk

− t̂HH

)2
=
∑

k∈S

((yk
pk

− ty

)
− (t̂HH − ty)

)2

=
∑

k∈S

(yk
pk

− ty

)2
− n(t̂HH − ty)

2

=

n∑

i=1

(ySi

pSi

− ty

)2
− n(t̂HH − ty)

2,

conclúımos que

E(V̂ar(t̂HH)) =
1

n(n− 1)

(
nVar

(yS1

pS1

)
− nVar(t̂HH)

)
= Var(t̂HH). �

Se pretendermos estimar a média ȳ, o estimador

ˆ̄yHH =
1

N

∑

k∈S

yk
npk

é um estimador cêntrico de ȳ. No caso do plano SCR temos pk = 1/N para todo o

k, e os estimadores ˆ̄yHH e t̂HH são precisamente os estimadores da média e do total

considerados no Caṕıtulo 2.

Atendendo à forma da variância do estimador de Hansen-Hurvitz, verificamos que a

qualidade da estimação produzida pode ser melhorada através de uma escolha adequada

das probabilidades pk. Para justificar esta afirmação, admitamos que para todas as
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unidades populacionais conhecemos os valores de uma variável, xk > 0, que admitimos

ser aproximadamente proporcional a yk, isto é,

yk ≈ λxk, k ∈ U .

Neste caso, se as probabilidades pk forem tomadas proporcionais a xk, isto é,

pk = xk/tx, k ∈ U ,

a variância do estimador de Hansen-Hurvitz é aproximadamente igual a zero pois neste

caso
yk
pk

≈ λtx,

para todo o k ∈ U .

Assim, na posse de informação auxiliar sobre a população, que no presente contexto

consiste no conhecimento duma variável auxiliar x aproximadamente proporcional à

variável de interesse y, podemos melhorar a qualidade da estimação produzida através

da utilização dum sistema de amostragem que tira partido dessa informação.

Um plano de amostragem com reposição em que as probabilidades pk são propor-

cionais a uma variável auxiliar xk > 0, para k ∈ U , é dito plano de amostragem PPS

(Probability Proportional to Size). A quantidade

pk =
xk
tx

,

é dita medida normalizada do tamanho da unidade k.

5.2 Planos de amostragem sem reposição

Poucos anos depois do trabalho de Hansen e Hurwitz (1943), Narain (1951) e Horvitz e

Thompson (1952) propõem estimadores cêntricos do total ty em planos de amostragem

sem reposição. Sendo (p,Q) um plano de amostragem sem reposição (ver Definição

1.2.3), que denotaremos genericamente por SR, e S a amostra aleatória com distribuição

de probabilidade p, sejam

πk = P(k ∈ S) e πkl = P(k, l ∈ S)

as probabilidades de inclusão de primeira e segunda ordens (ver Exerćıcio 5). Atendendo ao

papel relevante que estas probabilidades de inclusão têm, elas são também designadas

por constantes estruturais do plano de amostragem. Sempre que k = l, da definição

anterior resulta que πkl = πk. Sendo 1Ik(S) a variável indicatriz da unidade k ∈ U

definida por

1Ik(S) =

{
1, se k ∈ S

0, se k /∈ S,
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as constantes estruturais do plano de amostragem são dadas por

πk = E(1Ik(S)) e πkl = E(1Ik(S)1Il(S)).

Na demonstração dos resultados seguintes é utilizada uma ideia de Cornfield (1944)

que observa que num plano sem reposição a soma
∑

k∈S yk pode ser escrita na forma∑
k∈U

yk1Ik(S), o que permite que as suas média e variância se exprimam em termos

das médias e das covariâncias da famı́lia de variáveis aleatórias 1Ik(S), k ∈ U .

Teorema 5.2.1. Num plano de amostragem SR o estimador

t̂π =
∑

k∈S

yk
πk

,

dito estimador de Narain-Horvitz-Thompson ou π-estimador, é um estimador cêntrico de

ty com variância

Var(t̂π) =
∑

k,l∈U

ykyl
πkπl

(πkl − πkπl).

Dem: Sendo o plano de amostragem sem reposição vale a igualdade

t̂π =
∑

k∈S

yk
πk

=
∑

k∈U

yk
πk

1Ik(S),

e portanto

E(t̂π) =
∑

k∈U

yk
πk

E(1Ik(S))

e

Var(t̂π) =
∑

k,l∈U

yk
πk

yl
πl

Cov(1Ik(S), 1Ik(S)).

Para concluir basta ter em conta que E(1Ik(S)) = πk e que Cov(1Ik(S), 1Il(S)) = πkl −
πkπl. �

Atendendo ao Exerćıcio 38 podemos imediatamente apresentar um estimador cêntrico

da variância anterior. No entanto, tal estimador não é necessariamente estritamente

positivo.

Teorema 5.2.2. Num plano de amostragem SR com πkl > 0, para todo o k 6= l, o

estimador

V̂ar(t̂π) =
∑

k,l∈S

ykyl
πkπl

πkl − πkπl
πkl

,

é um estimador cêntrico de Var(t̂π).
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Dem: Tendo em conta que

Var(t̂π) =
∑

k∈U

y2k
πk

(1− πk) +
∑

k,l∈U :k 6=l

ykyl
πkπl

(πkl − πkπl),

basta usar o Exerćıcio 38 para concluir que

∑

k∈S

y2k
π2
k

(1− πk) +
∑

k,l∈S:k 6=l

ykyl
πkπl

πkl − πkπl
πkl

= V̂ar(t̂π),

é um estimador cêntrico de Var(t̂π) sempre que πkl > 0, para todo o k 6= l. �

Reparemos que o estimador anterior pode ser usado mesmo no caso em que exis-

tam probabilidades de segunda ordem nulas uma vez que tais unidades não surgem

simultaneamente na amostra observada. No entanto tal estimador não é cêntrico (ver

Exerćıcio 38).

Caso estejamos interessados na estimação da média populacional ȳ, o estimador de

NHT da média é naturalmente definido por

ˆ̄yπ =
1

N

∑

k∈S

yk
πk

.

No caso do plano de amostragem ser um plano SSR de tamanho n, sabemos que πk =

n/N , caso em que ˆ̄yπ se reduz à média amostral.

5.3 O plano de Poisson

Para um conjunto de números reais π∗
k, k ∈ U , fixados à partida com 0 < π∗

k ≤ 1, o

plano de amostragem de Poisson é definido por

p(s) =
∏

k∈s

π∗
k

∏

k∈U \s

(1− π∗
k),

para todo o s ∈ Q = S . Quando π∗
k = π, para todo o k ∈ U , o plano de Poisson

reduz-se ao plano de Bernoulli (ver Exemplo 1.2.10).

Para implementar o plano de Poisson podemos proceder da forma seguinte: para

cada unidade k da população geramos um número aleatório uk segundo uma distri-

buição uniforme sobre o intervalo [0, 1] e inclúımos a unidade k na amostra sempre que

uk < π∗
k (ver Exerćıcio 7).

Para k, l ∈ U , com k 6= l, as probabilidade de inclusão de primeira e segunda ordens

do plano de Poisson são dadas por

πk = π∗
k e πkl = π∗

kπ
∗
l .

O resultado seguinte é consequência dos Teoremas 5.2.1 e 5.2.2.
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Teorema 5.3.1. Num plano de amostragem de Poisson, o estimador de NHT de ty é

dado por

t̂π =
∑

k∈S

yk
π∗
k

,

e tem por variância

Var(t̂π) =
∑

k∈U

y2k
π∗
k

(1− π∗
k),

que pode ser estimada de forma cêntrica por

V̂ar(t̂π) =
∑

k∈S

y2k
π∗
k
2 (1− π∗

k).

A questão que naturalmente se coloca é a de saber se é posśıvel tirar partido das

probabilidades π∗
k de forma a melhorar a qualidade do estimador de NHT. Tendo em

conta a forma da variância do estimador, pretendemos assim saber se é posśıvel escolher

as probabilidades de inclusão π∗
k por forma a minimizar

∑

k∈U

y2k
π∗
k

.

Vamos restringir a nossa análise ao caso em que fixamos um tamanho médio n para

o plano de Poisson, isto é, pretendemos minimizar a expressão anterior com a restrição

das probabilidades de inclusão satisfazerem a igualdade
∑

k∈U
π∗
k = n.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposição 3.6.1) e admitindo que a

variável y é não negativa, sabemos que

∑

k∈U

y2k
π∗
k

= n−1
∑

k∈U

π∗
k

∑

k∈U

y2k
π∗
k

≥ n−1

(∑

k∈U

yk

)2

,

onde o segundo membro não depende das probabilidades de inclusão de primeira ordem.

Assim, as probabilidades de inclusão que minimizam a variância são proporcionais a yk

o que significa que

π∗
k = nyk/ty, k ∈ U ,

com ty =
∑

k∈U
yk.

Na prática as probabilidades anteriores não podem ser calculadas pois dependem da

variável de interesse y. No entanto, se, para toda a unidade da população, conhecermos

os valores duma variável auxiliar xk > 0 que é aproximadamente proporcional a yk,

yk ≈ λxk, k ∈ U ,
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podemos aproximar as probabilidades de inclusão teóricas anteriores tomando

π∗
k = nxk/tx = npk, k ∈ U ,

onde tx =
∑

k∈U
xk e pk = xk/tx é a medida normalizada do tamanho da unidade k.

Reparemos que as probabilidades de inclusão π∗
k dadas pela expressão anterior po-

dem ser maiores que 1. Uma forma de solucionar este problema é a de selecionar para

a amostra as unidades com π∗
k ≥ 1, atribuindo-lhes probabilidades de inclusão iguais

a 1. Sendo U1 ⊂ U o conjunto de tais unidades e n1 o seu número, para as restan-

tes unidades, consideradas agora como uma nova população, é necessário recalcular as

probabilidades de inclusão para dela extrairmos uma amostra de tamanho médio igual

a n− n1. Isto significa que para k ∈ U \ U1 devemos tomar

π∗
k = (n− n1)xk/tx,1,

com tx,1 =
∑

k∈U \U1
xk. Este processo deve ser repetido até que a um conjunto de

unidades sejam atribúıdas probabilidades de inclusão iguais a 1 e às restantes probabi-

lidades de inclusão inferiores a 1.

Um plano de amostragem sem reposição em que as probabilidades de inclusão de

primeira ordem πk são proporcionais a uma variável xk > 0, para k ∈ U , é dito plano

de amostragem ΠPS ou IPPS (Inclusion Probability Proportional to Size).

5.4 Planos sem reposição de tamanho fixo

No caso do plano de amostragem sem reposição ser de tamanho fixo, Sen (1953) e

Yates e Grundy (1953) mostraram que a variância do estimador de Narain-Horvitz-

-Thompson pode ser expressa de forma diversa da apresentada atrás permitindo exibir

um estimador alternativo para a variância do estimador de NHT.

Teorema 5.4.1. Num plano de amostragem SR de tamanho fixo n a variância do

estimador de Narain-Horvitz-Thompson é dada por

Var(t̂π) = −1

2

∑

k,l∈U

(
yk
πk

− yl
πl

)2

(πkl − πkπl).

Além disso, se πkl > 0 para todo o k 6= l o estimador

V̂arSYG(t̂π) = −1

2

∑

k,l∈S

(
yk
πk

− yl
πl

)2 πkl − πkπl
πkl

,

dito estimador de Sen-Yates-Grundy, é um estimador cêntrico de Var(t̂π).



5 Planos com probabilidades desiguais 75

Dem: Atendendo ao Teorema 5.2.1, podemos escrever

−1

2

∑

k,l∈U

(
yk
πk

− yl
πl

)2

(πkl − πkπl)

= −
∑

k,l∈U

y2k
π2
k

(πkl − πkπl) +
∑

k,l∈U

ykyl
πkπl

(πkl − πkπl)

= −
∑

k∈U

y2k
π2
k

(∑

l∈U

πkl − πk
∑

l∈U

πl

)
+Var(t̂π).

Para concluir basta ter em conta que
∑

l∈U

πkl =
∑

l∈U

E(1Ik(S)1Il(S)) = E(1Ik(S)n) = nπk,

e que
∑

ℓ∈U
πℓ = n (ver Exerćıcio 5). �

O estimador de Sen-Yates-Grundy é não negativo sempre que πkl ≤ πkπl para todo

o k, l ∈ U com k 6= l. Tais condições são ditas condições de Sen-Yates-Grundy.

Tal como no caso dos planos com reposição, e atendendo à forma da variância do

estimador de Narain-Horvitz-Thompson em planos de amostragem sem reposição de

tamanho n, verificamos que a qualidade da estimação produzida pode ser melhorada

através de uma escolha adequada das probabilidades de inclusão πk. Com efeito, se

para todas as unidades da população forem conhecidos os valores de uma variável,

xk > 0, aproximadamente proporcional a yk,

yk ≈ λxk, k ∈ U

e se a probabilidade de inclusão πk da unidade k for proporcional a xk, isto é,

πk = n
xk
tx

= npk,

então a variância do estimador de Narain-Horvitz-Thompson é aproximadamente igual

a zero, pois neste caso
yk
πk

≈ λ

n
tx,

para todo o k ∈ U .

Tal como no plano de Poisson reparemos que os πk dados pela expressão anterior

podem ser maiores que 1. Tal como descrevemos atrás, neste caso as probabilidades

de inclusão devem ser recalculadas de modo a obtermos um conjunto de unidades com

probabilidades de inclusão iguais a 1 e as restantes com probabilidades de inclusão

inferiores a 1.

Apesar de ser enviesado quando pelo menos duas unidades têm probabilidades de

inclusão de segunda ordem nulas, nas condições anteriores o viés do estimador de Sen-

-Yates-Grundy é em geral reduzido (ver Exerćıcio 43).
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5.5 Planos IPPS de tamanho n

Um problema não trivial a resolver motivado pelos resultados obtidos na secção an-

terior, é o da exibição de planos de amostragem sem reposição de tamanho n cujas

probabilidades de inclusão πk satisfaçam

πk = npk, para todo o k ∈ U ,

onde pk = xk/tx é a medida normalizada da unidade k, e que, atendendo aos resultados

anteriores, satisfaçam ainda as condições

0 < πkl ≤ πkπl,para todo o k 6= l, (5.5.1)

que garantem a existência de um estimador não negativo e cêntrico da variância do

estimador de NHT. A facilidade de cálculo das probabilidades de segunda ordem é

também uma propriedade que pretendemos que tais planos possuam. Como referimos

a seguir, não são conhecidos exemplos de planos de amostragem que verifiquem todas

as propriedades anteriores.

Antes de descrevermos alguns planos IPPS de tamanho fixo, verifiquemos que a

generalização do procedimento usado para gerar planos PPS ao caso dos planos sem

reposição, não produz, em geral, um plano IPPS, isto é, um plano com probabilidades

de inclusão de primeira ordem iguais a npk para k ∈ U , onde pk = xk/tx é a medida

normalizada do tamanho da unidade k.

Tal como num plano PPS de tamanho n, admitamos que uma primeira unidade é

extráıda com probabilidade pk, com k ∈ U . Supondo que a unidade j foi a selecionada,

podemos extrair uma segunda unidade de U \ {j} com probabilidades proporcionais a

pk para k ∈ U \ {j}:
pjk =

pk
1− pj

.

O procedimento poderia ser continuado permitindo a extração de uma amostra de um

qualquer tamanho fixo n.

Fixando-nos no caso n = 2 e representando por S a amostra obtida pelo plano de

amostragem anterior, verifiquemos que este não possui, em geral, probabilidades de

inclusão de primeira ordem iguais a npk, para k ∈ U . Com efeito, para k ∈ U temos

P(k ∈ S) = pk


1 +

∑

j∈U :j 6=k

pj
1− pj


 ,

probabilidade estas que, em geral, não são iguais a npk = 2pk.
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Claro que, em alternativa, podeŕıamos usar outras probabilidades p∗k, k ∈ U , com∑
k∈U

p∗k = 1, que, no caso n = 2, teriam necessariamente que satisfazer a

p∗k


1 +

∑

j∈U :j 6=k

p∗j
1− p∗j


 = 2pk,

para todo o k ∈ U . No entanto a determinação das probabilidades p∗k é complexa

e é na prática imposśıvel para n > 2. Este método, que surge descrito em Horvitz

e Thompson (1952, pp. 679–681) e Yates e Grundy (1953, p. 254), é habitualmente

atribúıdo a Narain (1951).

Há diversos planos de amostragem que permitem obter probabilidades de inclusão

fixadas à partida pelo utilizador. Descrevemos a seguir três desses planos de amostra-

gem (assumimos sempre que N ≥ 3). Outros planos de amostragem IPPS são descritos

em Hedayat e Sinha (1991, pp. 101–148), Tillé (2001, pp. 79–97) e Tillé (2006).

5.5.1 Plano sistemático com probabilidades desiguais

O plano de amostragem sistemática com probabilidades de inclusão desiguais, proposto

por Madow (1949), é uma forma muito simples de selecionar amostras com probabili-

dades de inclusão fixas à partida. Supomos que conhecemos os npk, para k ∈ U , onde

0 < npk < 1 e
∑

k∈U
pk = 1. Definindo V0 = 0 e

Vk =

k∑

l=1

npl,

os pontos V0, V1, . . . , VN constituem uma partição do intervalo [0, n] que o divide em N

subintervalos de amplitudes npk, para k = 1, . . . , N .

Para selecionar uma amostra segundo um plano sistemático com probabilidades de

inclusão desiguais, começamos por gerar um número aleatório u sobre o intervalo [0, 1[

e inclúımos a unidade k na amostra sse Vk−1 ≤ u+ j− 1 < Vk para algum j = 1, . . . , n.

As probabilidades de inclusão de segunda ordem do plano sistemático podem ser

calculadas em função das probabilidades de primeira ordem mas algumas delas são

nulas, sendo esta a principal limitação deste plano de amostragem (ver Tillé, 2001,

pp. 91–93).

Teorema 5.5.2. O plano de amostragem sistemático é um plano de amostragem IPPS

de tamanho fixo não satisfazendo as condições 0 < πkl ≤ πkπl, para todo o k 6= l.



78 Notas do curso de Amostragem e Sondagens

Dem: Para k ∈ U , fixo, a probabilidade de inclusão πk é dada por

πk = P(k ∈ S)

= P

( n⋃

j=1

{Vk−1 ≤ U + j − 1 < Vk}
)

=
n∑

j=1

P
(
Vk−1 ≤ U + j − 1 < Vk

)
,

uma vez que os conjuntos {Vk−1 ≤ U + j − 1 < Vk}, para j = 1, . . . , n, são disjuntos.

Representando por Wj as variáveis aleatórias U + j − 1 que possuem distribuições

uniformes sobre os intervalos [j − 1, j[, podemos escrever

πk =

n∑

j=1

P
(
Vk−1 ≤ Wj < Vk

)
.

Vamos em primeiro lugar analisar o caso em que o intervalo [Vk−1, Vk[ está contido

em algum dos intervalos [j− 1, j[, para j = 1, . . . , N . Sendo [j′− 1, j′[ um tal intervalo,

temos

πk = P
(
Vk−1 ≤ Wj′ < Vk

)
.

Usando o facto deWj′ ser uma variável uniforme sobre o intervalo [j′−1, j′[, conclúımos

que

πk = Vk − Vk−1 = npk.

Vejamos agora o que se passa quando [Vk−1, Vk[ não está contido em nenhum dos

intervalos [j − 1, j[, para j = 1, . . . , N . Neste caso existe j′ ∈ {1, . . . , N − 1} tal que

[Vk−1, Vk[⊂ [j′ − 1, j′[∪[j′, j′ + 1[ e j′ − 1 ≤ Vk−1 < j′ < Vk < j′ + 1. Temos então

πk = P
(
Vk−1 ≤ Wj′ < Vk

)
+P

(
Vk−1 ≤ Wj′+1 < Vk

)
.

Usando o facto de Wj′ e Wj′+1 serem variáveis uniformes sobre os intervalos [j′ − 1, j′[

e [j′, j′ + 1[, respetivamente, conclúımos que

πk = P
(
Vk−1 ≤ Wj′ < j′

)
+ P

(
j′ ≤ Wj′+1 < Vk

)

= (j′ − Vk−1) + (Vk − j′) = Vk − Vk−1 = npk. �

5.5.2 Plano de Lahiri-Midzuno

Suponhamos que as medidas normalizadas pk, k ∈ U satisfazem as condições

n− 1

N − 1
≤ npk < 1, para todo o k ∈ U , (5.5.3)
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onde
∑

k∈U
pk = 1. O plano de Lahiri-Midzuno, proposto por Lahiri (1951) e Midzuno

(1952), inicia-se com a extração de uma primeira unidade segundo a distribuição de

probabilidade

αk =
N − 1

N − n

(
npk −

n− 1

N − 1

)
, k ∈ U .

De entre as restantes N − 1 unidades, selecionamos n− 1 unidades segundo um plano

SSR.

Teorema 5.5.4. Sob as condições (5.5.3), o procedimento de Lahiri-Midzuno é um

plano de amostragem IPPS de tamanho fixo satisfazendo 0 < πkl ≤ πkπl, para todo o

k 6= l.

Dem: Ver Exerćıcio 45. �

A principal limitação deste plano tem a ver com a condição preliminar imposta às

medidas normalizadas pk, k ∈ U . Existe no entanto uma generalização deste plano

que pode ser usada para quaisquer medidas normalizadas mas que não garante que as

probabilidades de inclusão de segunda ordem sejam estritamente positivas (ver Tillé,

2001, pp. 108–109).

5.5.3 Plano de Rao-Sampford

Para um conjunto de medidas normalizadas pk, k ∈ U , com 0 < npk < 1, k ∈ U ,

o plano de Rao-Sampford, proposto por Rao (1965) (caso n = 2) e Sampford (1967),

inicia-se com a seleção de uma unidade com probabilidades pk, k ∈ U . As n − 1

unidades seguintes são selecionadas, uma a uma, sempre de toda a população, com

probabilidades de seleção proporcionais a npk/(1− npk), k ∈ U . Se todas as unidades

selecionadas forem distintas, aceitamos essas unidades como amostra. Caso contrário,

rejeitamos todas as unidades e repetimos o processo até obtermos um conjunto de n

unidades distintas.

Teorema 5.5.5. O procedimento de Rao-Sampford é um plano de amostragem IPPS

de tamanho fixo satisfazendo 0 < πkl ≤ πkπl, para todo o k 6= l.

Para informação adicional sobre o plano de amostragem de Rao-Sampford, ver

Hedayat e Sinha (1991, pp. 112–115) e Tillé (2006, pp. 130–136).

5.6 Normalidade do estimador de NHT

A normalidade assintótica (n → ∞ e N − n → ∞) do estimador de Narain-Horvitz-

-Thompson, que permite justificar a construção de intervalos de confiança baseados na



80 Notas do curso de Amostragem e Sondagens

distribuição normal, é estudada por Hájek (1964) no caso do particular do plano de

amostragem que consiste na extração com reposição de n unidades com probabilidades

α1, . . . , αN , com
∑

k∈U
αk = 1, e na seleção ou rejeição de todas as unidades selecio-

nadas no caso delas serem, ou não, todas distintas. O processo é repetido até que uma

amostra seja selecionada (rejective sampling). É posśıvel provar que as probabilidades

αk podem ser escolhidas de forma que as probabilidades de inclusão de primeira or-

dem πk sejam iguais a npk, onde pk é a medida normalizada do tamanho da unidade

k. O resultado de Hájek (1964, p. 1514) é generalizado por Vı́̌sek (1979) e por Berger

(1998a) a outros planos de amostragem. Em particular, sabemos que para o plano de

Rao-Sampford o estimador de NHT é assintoticamente normal.

5.7 Aproximação da variância do estimador de NHT

Apesar da variância do estimador de NHT ser conhecida e ser também conhecido um

estimador cêntrico desta no caso das probabilidades de inclusão de segunda ordem

serem estritamente positivas, na prática tal estimador é de utilidade reduzida uma

vez que as probabilidades segunda ordem são desconhecidas ou de cálculo muito dif́ıcil

para muitos dos planos de amostragem conhecidos. Para que a teoria desenvolvida

possa ser usada na construção de intervalos de confiança, surgem na literatura algumas

propostas para aproximar e estimar a variância do estimador de NHT usando apenas

as probabilidades de inclusão de primeira ordem do plano. Uma dela é devida a Hájek

(1964, p. 1512) que propõe como aproximação de Var(t̂π) a quantidade (o coeficiente

N/(N − 1) é introduzido por Berger, 1998b)

σ2(π) =
N

N − 1

(∑

k∈U

y2k
πk

(1− πk)− d(π)G(π)2

)
,

onde

d(π) =
∑

k∈U

πk(1− πk)

e

G(π) =
1

d(π)

∑

k∈U

yk(1− πk).

Sob certas condições, que são em particular satisfeitas no caso do plano de Rao-

-Sampford, Berger (1998b) prova que a quantidade anterior é efetivamente uma apro-

ximação de Var(t̂π) (n → ∞, N − n → ∞). Substituindo em σ2(π) cada total por

estimadores de NHT, Berger (1998b) propõe o estimador de σ2(π) definido por

σ̂2(π) =
nd̂(π)

(n− 1)d(π)

(∑

k∈S

y2k
π2
k

(1− πk)− d̂(π)Ĝ(π)2

)
,
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onde

d̂(π) =
∑

k∈S

(1− πk)

e

Ĝ(π) =
1

d̂(π)

∑

k∈S

yk
πk

(1− πk).

Os coeficientes N
N−1 e nd̂(π)

(n−1)d(π) considerados nas definições de σ2(π) e σ̂2(π), respe-

tivamente, têm como principal função ajustar a aproximação da variância e o estimador

desta, de forma que no caso do plano SSR σ2(π) seja igual a Var(t̂π) e σ̂2(π) seja o

usual estimador cêntrico de Var(t̂π).

Proposição 5.7.1. Se πk = n/N , para todo o k ∈ U , então

σ2(π) = N2
(
1− n

N

) s2y
n

e σ̂2(π) = N2
(
1− n

N

) ŝ2y
n
.

5.8 Alguns resultados de simulação

Nos exemplos seguintes a variável x =belgianmunicipalities$Tot04 foi usada como variável

auxiliar. Nos dois primeiros exemplos tomámos n = 100 e considerámos 1000 repetições

do processo de amostragem.

Exemplo 5.8.1. Variável de interesse: y = belgianmunicipalities$TaxableIncome. Parâ-

metro de interesse: ty. O estimador da regressão que aqui consideramos é baseado no

plano SCR.

SCR regressão CR

1.
0e

+
11

1.
4e

+
11

1.
8e

+
11

regressão CR

1.
10

e+
11

1.
20

e+
11

1.
30

e+
11

Exemplo 5.8.2. Variável de interesse: y = belgianmunicipalities$Totaltaxation. Parâ-

metro de interesse: ty. O estimador da regressão que aqui consideramos é baseado
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no plano SSR. O gráfico da direita descreve a distribuição dos tamanho das amostras

obtidas pelo plano de Poisson.

SSR regressão Poisson CR
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5e

+
10

3.
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+
10
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80
90

10
0

11
0

12
0
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Exemplo 5.8.3. Neste exemplo comparamos os planos de amostragem com probabili-

dade de inclusão desiguais com e sem reposição. Considerámos n = 30 e n = 100. De-

vido ao seu elevado tempo de execução, o plano de Rao-Sampford é considerado apenas

quando n = 30. Em ambos os caso considerámos 500 repetições do processo de amos-

tragem. Variável de interesse: y = belgianmunicipalities$TaxableIncome. Parâmetro de

interesse: ty.

n = 30

CR Poisson Midzuno System. Rao−Samp.
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+
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+
11
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6e

+
11

CR Midzuno System. Rao−Samp.
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11

1.
25

e+
11
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n = 100

CR Poisson Midzuno Sistem.

1.
0e

+
11

1.
2e

+
11

1.
4e

+
11

CR Midzuno Sistem.

1.
16
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6

Otimalidade e admissibilidade

Comparação da eficiência dos planos CR e SR. Teorema de Basu e Ghosh. Otimalidade

e admissibilidade. Teoremas de Godambe e Joshi sobre a não existência de estimadores

ótimos na classe dos estimadores cêntricos e sobre a admissibilidade do estimador de

NHT na classe dos estimadores cêntricos do total.

6.1 Comparação da eficiência dos planos CR e SR

Do exposto no caṕıtulo anterior ficou claro que contrariamente aos planos SR cuja im-

plementação envolve alguma complexidade, os planos CR são extremamente fáceis de

implementar. Além disso, a estimação da variância do estimador de Hansen-Hurvitz é

muito mais simples do que a do estimador de Narain-Horvitz-Thompson. Para que se

opte por determinado plano SR em detrimento do plano CR correspondente, é impor-

tante saber se o primeiro é mais eficiente que este último. Por outras palavras: sendo

S uma amostra extráıda segundo um plano SR de tamanho n com probabilidades de

inclusão dadas por πk = npk, com 0 < npk < 1 e
∑

k∈U
pk = 1, será o estimador de

NHT definido por

t̂π =
∑

k∈S

yk
πk

=
∑

k∈S

yk
npk

,

mais eficiente que o estimador de HH definido por

t̂HH =
1

n

∑

k∈S′

yk
pk

=
∑

k∈S′

yk
npk

,

onde S′ é a amostra extráıda segundo um plano CR de tamanho n em que a unidade

k tem, em cada uma das n extrações, probabilidade pk de ser selecionada?

Como sabemos, ambos os estimadores são cêntricos e as suas variâncias podem ser

escritas na forma

Var(t̂HH) =
∑

k∈U

z2k
npk

85
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e

Var(t̂π) =
∑

k∈U

z2k
npk

+
1

n2

∑

k,l∈U :k 6=l

zkzl
πkl
pkpl

,

onde zk = yk − pkty, k ∈ U , é tal que
∑

k∈U
zk = 0. Assim, t̂π será mais eficiente que

t̂HH sse ∑

k,l∈U :k 6=l

zkzl
πkl
pkpl

≤ 0,

para todos os números reais z1, . . . , zN com
∑

k∈U
zk = 0.

Tal é, por exemplo, o caso dos planos SCR e SSR para os quais pk = 1/N , para

todo k ∈ U (sobre esta propriedade ver §2.3).

Teorema 6.1.1. No caso do plano simples sem reposição de tamanho n ≥ 2, t̂π é mais

eficiente que t̂HH .

Semelhante propriedade vale no caso do plano de Lahiri-Midzuno (ver §5.5.2).

Teorema 6.1.2. No caso do plano de Lahiri-Midzuno, t̂π é mais eficiente que t̂HH .

No caso do plano de Rao-Sampford propriedade análoga foi estabelecida por Gabler

(1981).

Teorema 6.1.3. No caso do plano de amostragem de Rao-Sampford, t̂π é mais eficiente

que t̂HH .

Como se ilustra no exemplo seguinte, a propriedade expressa nos resultados anteri-

ores não é válida para um qualquer plano de amostragem.

Exemplo 6.1.4. Consideremos a variável de interesse y definida por yi = i, i ∈ U =

{1, 2, 3, 4} e o plano de amostragem SR de tamanho 2 definido por

s (1,2) (3,4) (1,3) (1,4) (2,3) (2,4)

p(s) 3/8 3/8 1/16 1/16 1/16 1/16

Para este plano temos πk = 1/2, k ∈ U , e Var(t̂π) = 12,5 (Teorema 5.2.1). Se

considerarmos o planos CR com pk = 1/4, k ∈ U (trata-se dum plano SCR de tamanho

2), vemos que npk = 2 = πk, para k ∈ U , e Var(t̂HH) = 10 (Teorema 5.1.2). Isto é, o

estimador de NHT não é mais eficiente que o estimador de HH.

Uma condição suficiente, sobre as probabilidades de inclusão de primeira e segunda

ordens, para que t̂π seja mais eficiente que t̂HH é dada em Gabler (1984) no caso

dos planos de amostragem conexos, isto é, planos de amostragem em que dadas duas

quaisquer unidades k e l, ou a probabilidade de inclusão de segunda ordem πkl é es-

tritamente positiva, ou então existem unidades i1, . . . , im tais que as probabilidades

πki1 , πi1i2 , . . . , πiml são estritamente positivas.
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Teorema 6.1.5. Se o plano de amostragem SR é de tamanho fixo e conexo então t̂π é

mais eficiente que t̂HH sempre que

∑

k∈U

min
l∈U

πkl
πl

> n− 1.

6.2 O teorema de Basu e Ghosh

O principal resultado teórico que sustenta a utilização de planos sem reposição em

detrimento de planos com reposição é devido a Basu e Ghosh (1967) e Basu (1969).

Nele se estabelece que num qualquer plano de amostragem não há vantagem em usar a

informação contida na amostra relativamente à ordem e à multiplicidade das unidades.

Os primeiros resultados neste sentido são devidos a Basu (1958) e a Raj e Khamis

(1958) no caso do plano SCR.

Estabelecemos a seguir o teorema de Basu e Ghosh, provando que dado um plano

de amostragem e um qualquer estimador que possa depender da informação contida

na amostra relativamente à ordem e à multiplicidade das unidades, este pode ser subs-

titúıdo, com vantagem, por outro que não usa tal informação. Uma discussão mais

aprofundada sobre este assunto pode ser encontrada em Cassel et al. (1977, pp. 39–44)

e Tillé (2001, pp. 27–31).

Dado um plano de amostragem geral (p,Q), vimos na Proposição 1.2.8 que lhe

podemos associar uma versão reduzida (p∗, Q∗), definida, para t ∈ Q∗, por

p∗(t) =
∑

s∈Q: r(s)=t

p(s),

onde Q∗ = {r(s) : s ∈ Q}, e r é a função de redução.

Representamos por S a amostra aleatória com plano de amostragem p, e por T a

amostra aleatória com plano de amostragem p∗.

Teorema 6.2.1. Sejam (p,Q) um plano de amostragem e θ̂ = θ̂(s;y) um estimador

de θ, definido para s ∈ Q, com E(θ̂(S;y)2) < ∞, para todo o y. Então o estimador

θ̃ = θ̃(t;y), definido, para t ∈ Q∗, por

θ̃(t;y) =
1

p∗(t)

∑

s∈Q:r(s)=t

θ̂(s;y)p(s),

satisfaz as seguintes propriedades:

a) E(θ̃(T ;y)) = E(θ̂(S;y)), para todo o y.

b) Var(θ̃(T ;y)) ≤ Var(θ̂(S;y)), para todo o y.

Assim o sistema de amostragem (p∗, θ̃(y)) é pelo menos tão eficiente como o sistema

de amostragem (p, θ̂(y)).
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Dem: A aĺınea a) decorre diretamente da definição de θ̃:

E(θ̃(T ;y)) =
∑

t∈Q∗

θ̃(t;y)p∗(t) =
∑

t∈Q∗

∑

s∈Q:r(s)=t

θ̂(s;y)p(s)

=
∑

s∈Q

θ̂(s;y)p(s) = E(θ̂(S;y)).

Para estabelecer b), comecemos por usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a

hipótese E(θ̂(S;y)2) < ∞ para concluir que

θ̃(t;y)2 =
1

p∗(t)2

( ∑

s∈Q:r(s)=t

θ̂(s;y)
√

p(s)
√

p(s)

)2

≤ 1

p∗(t)2

( ∑

s∈Q:r(s)=t

θ̂(s;y)2p(s)

)( ∑

s∈Q:r(s)=t

p(s)

)

=
1

p∗(t)

∑

s∈Q:r(s)=t

θ̂(s;y)2p(s),

para todo o t ∈ Q∗. Assim,

E(θ̃(T ;y)2) =
∑

t∈Q∗

θ̃(t;y)2p∗(t) ≤
∑

t∈Q∗

∑

s∈Q:r(s)=t

θ̂(s;y)2p(s) = E(θ̂(S;y)2),

o que, tendo em conta a aĺınea a), permite obter b). �

Teorema 6.2.2. Dado um plano de amostragem (p,Q) e um estimador θ̂ = θ̂(s;y) de

θ, definido para s ∈ Q, com E(θ̂(S;y)2) < ∞, para todo o y, seja θ̃ o estimador definido

no teorema anterior. Então o estimador θ̄ definido, para s ∈ Q, por θ̄(s;y) = θ̃(r(s);y),

é tal que:

a) E(θ̄(S;y)) = E(θ̂(S;y)), para todo o y.

b) Var(θ̄(S;y)) ≤ Var(θ̂(S;y)), para todo o y.

Assim o estimador θ̄ é pelo menos tão eficiente como θ̂.

Dem: Para k = 1, 2 temos

E(θ̄(S;y)k) = E(θ̃(r(S);y)k) =
∑

s∈Q

θ̃(r(s);y)kp(s) =
∑

t∈Q∗

∑

s∈Q:r(s)=t

θ̃(t;y)kp(s)

=
∑

t∈Q∗

θ̃(t;y)k
∑

s∈Q:r(s)=t

p(s) =
∑

t∈Q∗

θ̃(t;y)kp∗(t) = E(θ̃(T ;y)k).

O resultado é agora consequência do Teorema 6.2.1. �

A não ser em casos muito particulares, não é em geral posśıvel determinar o esti-

mador θ̄ = θ̃(r(s);y) definido nos resultados anteriores. No caso particular do plano
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(p,Q) ser um plano SCR de tamanho n, é posśıvel provar que tomando para θ̂ a média

emṕırica

θ̂ = ˆ̄yscr =
1

n

∑

k∈S

yk,

então o estimador θ̄ de Basu e Ghosh não é mais do que a média da amostra que

se obtém da amostra original S depois de suprimida a informação sobre a ordem e a

multiplicidade das unidades, ou seja, apenas consideramos as unidades distintas que

ocorrem na amostra:

θ̄ = ˆ̄yBG =
1

n(r(S))

∑

k∈r(S)

yk.

OTeorema 6.2.2 permite concluir que ambos os estimadores são estimadores cêntricos

de ȳ com

Var(ˆ̄yBG) ≤ Var(ˆ̄yscr).

É ainda posśıvel mostrar que

Var(ˆ̄yBG) =

(
1

Nn

N∑

j=1

jn−1 − 1

N

)
s2y

(ver Basu, 1958, e Pathak, 1961), o que, tendo em conta o Teorema 2.1.2, permite

concluir que

Var(ˆ̄yBG) < Var(ˆ̄yscr), para todo o n ≥ 3.

Apesar do estimador ˆ̄yBG ser mais eficiente que a média emṕırica quando o plano

de amostragem é um SCR de tamanho n (para n ≥ 3), ele não é mais eficiente que

a média emṕırica ˆ̄yssr num plano SSR de tamanho n. Com efeito, tendo em conta o

Teorema 2.2.2 podemos concluir que

Var(ˆ̄yssr) < Var(ˆ̄yBG), para todo o n ≥ 2.

6.3 Otimalidade

Dado um plano de amostragem, o ideal seria conseguirmos determinar o melhor de

todos os posśıveis estimadores do parâmetro de interesse. Como veremos de seguida,

tal não é posśıvel. Sobre esta questão ver também Hedayat e Sinha (1991, pp. 33–38),

Tillé (2001, pp. 42–45) e Cassel et al. (1977, pp. 68–76).

Definição 6.3.1. Dado um plano de amostragem (p,Q) e uma classe C de estimadores,

dizemos que o estimador θ̂ é ótimo na classe C se θ̂ pertence a C e é pelo menos tão

eficiente como todo o estimador θ̃(y) de C , isto é,

EQM(θ̂(y)) ≤ EQM(θ̃(y)), para todo o y ∈ R
N .
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O resultado seguinte, devido a Godambe e Joshi (1965), estabelece a não existência

de um estimador ótimo para qualquer plano de amostragem na classe dos estimadores

cêntricos. Um resultado anterior de Godambe (1955) estabelecia uma propriedade

semelhante para a classe dos estimadores da forma
∑

k∈S αk(S)yk, ditos estimadores

lineares homogéneos. A demonstração que apresentamos a seguir é devida a Basu (1971).

Definição 6.3.2. Um plano de amostragem (p,Q) é dito um censo se n(r(s)) = N ,

para todo o s ∈ Q.

Teorema 6.3.3. Dados um plano de amostragem que não é um censo e θ(y) um

parâmetro que depende de todas as unidades de U , não existe um estimador ótimo na

classe dos estimadores cêntricos de θ(y) (classe esta que supomos não vazia).

Dem: Consideremos θ̂(s;y) um estimador na classe dos estimadores cêntricos de θ(y).

Fixemos um qualquer e ∈ R
N e consideremos o estimador

θ̂e(s;y) = θ̂(s;y) − θ̂(s; e) + θ(e).

Este estimador é cêntrico

E(θ̂e(S;y)) = E(θ̂(S;y)) − E(θ̂(S; e)) + θ(e) = θ(y)− θ(e) + θ(e) = θ(y)

e

θ̂e(s; e) = θ̂(s; e)− θ̂(s; e) + θ(e) = θ(e),

para todo o s ∈ Q. Assim, quando y = e temos

EQM(θ̂e(S; e)) = 0.

Provámos assim que para qualquer e ∈ R
N é posśıvel construir um estimador cêntrico

θ̂e(s;y) de θ(y) com EQM(θ̂e(S; e)) = 0.

Existindo um estimador ótimo θ̃(r(s);y) de θ(y) (pelo Teorema 6.2.2 este estimador

depende de S apenas através de r(S)) teŕıamos

EQM(θ̃(r(S);y)) ≤ EQM(θ̂e(S;y))

para todo o y ∈ R
N e todo o e ∈ R

N , o que implicaria que

EQM(θ̃(r(S);y)) = 0, para todo o y ∈ R
N ,

ou seja,

θ̃(r(s);y) = θ(y),

para todo o s ∈ Q e y ∈ R
N . Tomando uma amostra s ∈ Q com n(r(s)) < N , o

que é sempre posśıvel visto o plano de amostragem não ser um censo, chegamos a uma
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contradição uma vez que o primeiro membro depende de y apenas nas unidades que

ocorrem em s enquanto que o segundo membro depende de y também através das

unidades que não ocorrem em s. �

Teorema 6.3.4. Para qualquer plano de amostragem que não é um censo, não existe

um estimador ótimo na classe dos estimadores cêntricos de ty.

Como consequência direta deste resultado conclúımos que o estimador de Narain-

-Horvitz-Thompson não é óptimo na classe dos estimadores cêntricos de ty.

Para outras classes de estimadores existem resultados do mesmo género estabele-

cendo a não existência de estimadores ótimos.

6.4 Admissibilidade

Não sendo posśıvel encontrar estimadores ótimos, é natural que se diminua a exigência.

A noção de admissibilidade no contexto da amostragem em populações finitas foi pri-

meiramente considerada por Godambe (1960) e Roy e Chakravarti (1960) (ver Cassel

et al., 1977, Caṕıtulo 3).

Definição 6.4.1. Dado um plano de amostragem (p,Q), um estimador θ̂(y) perten-

cente a uma classe C de estimadores é dito admisśıvel na classe C se não existe em C

um estimador mais eficiente que θ̂(y), isto é, se não existe θ̃(y) ∈ C tal que

EQM(θ̃(y)) ≤ EQM(θ̂(y)), para todo o y ∈ R
N

e

EQM(θ̃(y0)) < EQM(θ̂(y0)), para algum y0 ∈ R
N .

Caso contrário o estimador θ̂ é dito não admisśıvel na classe C .

Dado θ̂(s;y) um estimador na classe dos estimadores cêntricos de θ(y) e e = (ek, k ∈
U ) ∈ R

N fixo, definimos na demonstração do Teorema 6.3.3 o estimador cêntrico de

θ(y) dado por

θ̂e(s;y) = θ̂(s;y) − θ̂(s; e) + θ(e).

Seguindo a abordagem de Cassel et al. (1977, pp. 52–59), vamos provar que este esti-

mador é admisśıvel. Para tal, começamos por estabelecer o resultado auxiliar seguinte

onde Ωm,m = 0, 1, . . . , N , é a partição de R
N definida por

Ωm = {y ∈ R
N : yk 6= ek para exatamente m coordenadas de y}.
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Lema 6.4.2. Dado um plano de amostragem sem reposição (p,Q), seja θ̃(s;y) um

estimador cêntrico θ(y) com

a) EQM(θ̃(y)) ≤ EQM(θ̂e(y)), para todo o y ∈ R
N ;

b) θ̃(s;y) = θ̂e(s;y) para todo o s ∈ Q quando y ∈ Ωm.

Então θ̃(s;y) = θ̂e(s;y) para todo o s ∈ Q quando y ∈ Ωm+1.

Dem: Seja y ∈ Ωm+1 qualquer e consideremos a partição Qj, j = 0, 1, . . . , m+ 1 de Q

definida por (estamos a usar o facto do plano ser sem reposição)

Qj = {s ∈ Q : yk 6= ek para exatamente j coordenadas k ∈ s}.

1) Se s ∈ ∪m
j=0Qj, sabemos que (yk, k ∈ s) contém quando muito m coordenadas

diferentes das correspondentes coordenadas de (ek, k ∈ s). Isto significa que podemos

determinar y′ ∈ Ωm, com y′ dependente de s, tal que

θ̂e(s;y) = θ̂e(s;y
′)

e

θ̃(s;y) = θ̃(s;y′).

Usando a hipótese b) conclúımos que θ̂e(s;y
′) = θ̃(s;y′) e portanto

θ̂e(s;y) = θ̃(s;y) para todo o s ∈ ∪m
j=0Qj.

2) Para s ∈ Qm+1 sabemos que exatamente m + 1 coordenadas k de s são tais que

yk 6= ek. Estas coordenadas são necessariamente aquelas em que y e e diferem, isto é,

não dependem da amostra s. Tal facto implica que θ̂(s;y) e θ̂(s; e) sejam constantes

para s ∈ Qm+1. Assim

θ̂e(s;y) = c, para todo o s ∈ Qm+1. (6.4.3)

3) Sendo θ̃(s;y) e θ̂e(s;y) estimadores cêntricos de θ(y), de 1) temos

E(θ̃(y)) − E(θ̂e(y)) =
∑

s∈Q

(θ̃(s;y) − θ̂e(s;y))p(s)

=
∑

s∈Qm+1

(θ̃(s;y) − θ̂e(s;y))p(s) = 0.

4) Da hipótese b) e mais uma vez de 1) obtemos

Var(θ̃(y)) −Var(θ̂e(y)) =
∑

s∈Q

(θ̃(s;y)2 − θ̂e(s;y)
2)p(s)

=
∑

s∈Qm+1

(θ̃(s;y)2 − θ̂e(s;y)
2)p(s) ≤ 0.
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5) Usando 1)–4) podemos escrever

∑

s∈Q

(θ̃(s;y)− θ̂e(s;y))
2p(s)

=
∑

s∈Qm+1

(θ̃(s;y)2 − θ̂e(s;y)
2)p(s)

+ 2
∑

s∈Qm+1

θ̂e(s;y)(θ̂e(s;y) − θ̃(s;y))p(s)

≤ 2c
∑

s∈Qm+1

(θ̂e(s;y) − θ̃(s;y))p(s) = 0.

Conclúımos assim que θ̂e(s;y) = θ̃(s;y) para todo o s ∈ Q. Sendo y qualquer em

Ωm+1 o resultado está provado. �

Lema 6.4.4. Dado um plano de amostragem sem reposição (p,Q) e θ̂(s;y) um esti-

mador cêntrico de θ(y), para todo o e ∈ R
N o estimador

θ̂e(s;y) = θ̂(s;y)− θ̂(s; e) + θ(e)

é admisśıvel na classe dos estimadores cêntricos de θ(y).

Dem: Suponhamos por absurdo que existe um estimador cêntrico θ̃(s;y) de θ(y) com

EQM(θ̃(y)) ≤ EQM(θ̂e(y)), para todo o y ∈ R
N , (6.4.5)

e

EQM(θ̃(y0)) < EQM(θ̂e(y0)), para algum y0 ∈ R
N . (6.4.6)

Ora θ̂e(s; e) = θ(e) e EQM(θ̂e(e)) = 0 o que, por (6.4.5), implica que EQM(θ̃(e)) = 0

e portanto θ̂e(s; e) = θ̃(s; e) para todo o s ∈ Q. As condições do Lema 6.4.2 são assim

válidas para m = 0 o que implica que θ̂e(s;y) = θ̃(s;y) para todo o s ∈ Q e y ∈ Ω1.

Aplicações sucessivas do Lema 6.4.2 permitem concluir que θ̂e(s;y) = θ̃(s;y) para todo

o s ∈ Q e y ∈ R
N , o que contradiz (6.4.6). �

Recorrendo ao Lema 6.4.4 e tomando para θ̂(s;y) o estimador de Narain-Horvitz-

-Thompson do total e e = 0, obtemos o resultado seguinte devido a Godambe e Joshi

(1965).

Teorema 6.4.7. Dado um plano de amostragem sem reposição (p,Q), o estimador de

Narain-Horvitz-Thompson de ty é admisśıvel na classe dos estimadores cêntricos de ty.
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7

Amostragem por grupos a uma e a duas

etapas

Amostragem por grupos a uma etapa. Seleção dos grupos com probabilidades iguais e

eficiência relativamente ao plano SSR. Amostragem sistemática. Seleção dos grupos

com probabilidades proporcionais ao seu tamanho. Amostragem por grupos a duas eta-

pas. Seleção dos grupos com probabilidades iguais e com probabilidades desiguais.

7.1 Amostragem por grupos

Tal como na amostragem estratificada, assumimos neste caṕıtulo que a população está

dividida em subpopulações ou grupos. Contrariamente àquela, na amostragem por gru-

pos apenas em alguns dos grupos são recolhidas amostras, sendo a seleção destes grupos

feita por métodos aleatórios. Vamos então admitir que a população U de tamanho N

está dividida em M grupos Ui de tamanhos Ni, i = 1, . . . ,M , tais que

M⋃

i=1

Ui = U e Ui ∩ Uj = ∅, i 6= j.

Claramente N =
∑M

i=1 Ni. Assim, a população está dividida em unidades primárias

(UP), sendo cada uma destas unidades composta de unidades secundárias (US). Quando

observamos todas as unidades dos grupos selecionados dizemos que temos um plano de

amostragem por grupos a uma etapa ou plano de amostragem por conglomerados. Se

em cada um dos grupos selecionados voltarmos a selecionar uma amostra segundo um

determinado plano de amostragem dizemos que temos um plano de amostragem por

grupos a duas etapas. A amostragem por grupos pode naturalmente ser generalizada a

mais de duas etapas.

Os planos de amostragem por grupos são particularmente úteis quando não se dispõe

de uma base de amostragem de toda a população. Em cada passo do processo precisa-

mos de conhecer os grupos em que dividimos a população (ou subpopulações) e apenas

95
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precisamos de construir a base de amostragem relativamente aos grupos onde final-

mente vamos selecionar as unidades da população. O facto de ser por vezes imposśıvel

na prática recolher uma amostra segundo planos simples ou estratificados, em que

necessitamos de listar toda a população, é a razão apresentada por Neyman (1934,

pp. 568–570) para considerar planos de amostragem em várias etapas.

Neste caṕıtulo centraremos a nossa atenção nos planos de amostragem sem re-

posição, mas teoria análoga poderia ser desenvolvida para planos com reposição.

7.2 Amostragem por grupos a uma etapa

Um plano de amostragem p por grupos a uma etapa consiste na extração de uma

amostra de grupos segundo um plano de amostragem sem reposição p∗ definido na

população

U
∗ = {1, . . . ,M} ≡ {U1, . . . ,UM},

seguindo-se a observação de todas as unidades dos grupos selecionados. Representando

por S e S∗ as variáveis aleatórias com distribuições p e p∗, a amostra que resulta do

plano de amostragem anterior é dada por

S = (Ui, i ∈ S∗).

Pretendendo estimar o total da população ty, sabemos que o estimador de NHT

de ty bem com a sua variância e respetivo estimador, dependem das probabilidades de

inclusão de primeira e segunda ordens πk e πkl das unidades da população U segundo

o plano de amostragem p anterior. Sendo π∗
i e π∗

ij as probabilidades de inclusão de

primeira e segunda ordem das unidades de U ∗ segundo o plano p∗ temos:

– Se k ∈ Ui, então

πk = P(k ∈ S) = P(i ∈ S∗) = π∗
i .

– Se k, l ∈ Ui com k 6= l, então

πkl = P(k, l ∈ S) = P(i ∈ S∗) = π∗
i .

– Se k ∈ Ui e l ∈ Uj com i 6= j, então

πkl = P(k, l ∈ S) = P(i, j ∈ S∗) = π∗
ij .

Tendo em conta que π∗
ii = π∗

i , então πkl = π∗
ij para todo o k ∈ Ui e l ∈ Uj .

É interessante verificar que, em geral, este plano não satisfaz as condições de Sen-

-Yates-Grundy (a menos que π∗
i = 1 para todo o i ∈ U ∗), uma vez que se k, l ∈ Ui,

k 6= l, então

πkl − πkπl = π∗
i − π∗

i π
∗
i = π∗

i (1− π∗
i ).
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Apesar disso, o estimador cêntrico da variância poderá ser, como veremos, não negativo.

No que se segue representamos por tyi o total do grupo Ui: tyi =
∑

k∈Ui
yk. Natu-

ralmente ty =
∑M

i=1 tyi.

Teorema 7.2.1. Num plano de amostragem por grupos a uma etapa, o estimador de

NHT do total ty é dado por

t̂π =
∑

i∈S∗

tyi
π∗
i

e tem por variância

Var(t̂π) =
∑

i,j∈U ∗

tyityj
π∗
i π

∗
j

(π∗
ij − π∗

i π
∗
j ).

Além disso, se π∗
ij > 0 para todo o i 6= j,

V̂ar(t̂π) =
∑

i,j∈S∗

tyityj
π∗
i π

∗
j

π∗
ij − π∗

i π
∗
j

π∗
ij

é um estimador cêntrico de Var(t̂π).

Dem: De acordo com o Teorema 5.2.1 o estimador de NHT do total é dado por

t̂π =
∑

k∈S

yk
πk

=
∑

i∈S∗

∑

k∈Ui

yk
πk

=
∑

i∈S∗

1

π∗
i

∑

k∈Ui

yk =
∑

i∈S∗

tyi
π∗
i

,

e a sua variância é dada por

Var(t̂π) =
∑

k,l∈U

ykyl
πkπl

(πkl − πkπl)

=
∑

i,j∈U ∗

∑

k∈Ui,l∈Uj

ykyl
πkπl

(πkl − πkπl)

=
∑

i,j∈U ∗

∑

k∈Ui,l∈Uj

ykyl
π∗
i π

∗
j

(π∗
ij − π∗

i π
∗
j )

=
∑

i,j∈U ∗

tyityj
π∗
i π

∗
j

(π∗
ij − π∗

i π
∗
j ),

pois πk = πi e πkl = π∗
ij se k ∈ Ui e l ∈ Uj.

Finalmente, se π∗
ij > 0, para todo o i 6= j, temos πkl > 0 para todo o k 6= l, e pelo
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Teorema 5.2.2 um estimador cêntrico de Var(t̂π) é dado por

V̂ar(t̂π) =
∑

k,l∈S

ykyl
πkπl

πkl − πkπl
πkl

=
∑

i,j∈S∗

∑

k∈Ui,l∈Uj

ykyl
πkπl

πkl − πkπl
πkl

=
∑

i,j∈S∗

∑

k∈Ui,l∈Uj

ykyl
π∗
i π

∗
j

π∗
ij − π∗

i π
∗
j

π∗
ij

=
∑

i,j∈S∗

tyityj
π∗
i π

∗
j

π∗
ij − π∗

i π
∗
j

π∗
ij

. �

Reparemos que a partir do momento em que se verifica que o estimador de NHT

depende apenas do plano de amostragem p∗ e da variável zi = tyi, para i ∈ U ∗, as

expressões anteriores para a variância do estimador de NHT e para um estimador desta,

poderiam ser obtidas diretamente a partir dos Teoremas 5.2.1 e 5.2.2 quando aplicados

ao plano p∗ e à variável de interesse zi, i ∈ U ∗. De forma análoga, podemos obter o

resultado seguinte como consequência imediata do Teorema 5.4.1.

Teorema 7.2.2. Se o plano p∗ é de tamanho fixo, a variância do estimador de NHT

toma a forma

Var(t̂π) = −1

2

∑

i,j∈U ∗

(
tyi
π∗
i

− tyj
π∗
j

)2

(π∗
ij − π∗

i π
∗
j ),

e, se π∗
ij > 0 para todo o i 6= j, a variância anterior pode ser estimada de forma cêntrica

por

V̂arSYG(t̂π) = −1

2

∑

i,j∈S∗

(
tyi
π∗
i

− tyj
π∗
j

)2π∗
ij − π∗

i π
∗
j

π∗
ij

.

Reparemos que mesmo que p∗ tenha tamanho fixo m, o plano p não é necessaria-

mente de tamanho fixo, a menos que os grupos tenham todos o mesmo tamanho (ver

Exerćıcio 51). Se o plano de amostragem p∗ é de tamanho fixo e satisfaz as condições

de SYG, isto é, π∗
ij ≤ π∗

i π
∗
j para todo o i 6= j, então o estimador da variância de SYG

é não negativo.

Tendo em conta a expressão anterior da variância Var(t̂π) conclúımos que para

tirar partido de um plano de amostragem por grupos a uma etapa com probabilidades

de inclusão desiguais onde p∗ tem tamanho m, devemos conhecer os valores de uma

variável auxiliar xi > 0 aproximadamente proporcional a tyi,

tyi ≈ λxi, i ∈ U
∗,
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e devemos implementar um plano p∗ com probabilidades de inclusão de primeira ordem

dadas por

π∗
i = mxi/tx, i ∈ U

∗.

É comum a situação em que a variável auxiliar xi é o tamanho Ni do grupo Ui, isto é,

xi = Ni, para i ∈ U ∗ (ver §7.2.4 e Exerćıcio 58).

7.2.1 Seleção dos grupos com probabilidades iguais

Quando o plano de amostragem p∗ anterior é um plano SSR de tamanho m dizemos que

o plano de amostragem por grupos a uma etapa é simples. Neste caso as probabilidades

de inclusão de primeira e segunda ordens são dadas por

π∗
i =

m

M
e π∗

ij =
m

M

m− 1

M − 1
,

para i, j ∈ U ∗ = {1, . . . ,M} com i 6= j. Não tendo os diversos grupos a mesma

dimensão, o tamanho da amostra é aleatório de tamanho médio

E(n(S)) =
∑

i∈U ∗

Ni
m

M
=

Nm

M
.

No caso particular dos grupos terem todos o mesmo tamanho N0, o plano é de tamanho

fixo mN0.

De acordo com o Teorema 7.2.1, o estimador de NHT toma a forma

t̂π =
M

m

∑

i∈S∗

tyi. (7.2.3)

Atendendo ao facto de p∗ ser um plano SSR de tamanho m e t̂π ser o estimador

usual do total ty =
∑

i∈U ∗ tyi, em que a variável de interesse é o total do grupo Ui, tyi,

os resultados do parágrafo 2.4.1 podem ser usados para obter a variância de t̂π bem

como um estimador cêntrico desta (ver Exerćıcio 52). Em alternativa, a variância de

t̂π pode ser obtida a partir do Teorema 7.2.2:

Var(t̂π) =
M −m

2m(M − 1)

∑

i,j∈U ∗

(tyi − tyj)
2 = M2

(
1− m

M

)s2t
m

, (7.2.4)

(sobre esta última igualdade, ver o Exerćıcio 39) onde s2t é a variância emṕırica corrigida

da “população≫ dos totais” tyi, i = 1, . . . ,M ,

s2t =
1

M − 1

M∑

i=1

(
tyi −

1

M

∑

i∈U ∗

tyi

)2

. (7.2.5)
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Novamente pelo Teorema 7.2.2, a variância anterior pode ser estimada de forma cêntrica

por

V̂ar(t̂π) =
M(M −m)

2m2(m− 1)

∑

i,j∈S∗

(tyi − tyj)
2 = M2

(
1− m

M

) ŝ2t
m

,

onde

ŝ2t =
1

m− 1

∑

i∈S∗

(
tyi −

1

m

∑

i∈S∗

tyi

)2

. (7.2.6)

A expressão (7.2.4) anterior põe em evidência o facto do estimador anterior poder

ter grande variabilidade quando os tamanhos dos diversos grupos são muito diferentes.

Tal facto é consequência da grande variabilidade que, nesse caso, pode estar presente

na “população dos totais” dos diferentes grupos.

7.2.2 Eficiência relativamente ao plano SSR

No contexto do parágrafo anterior, é posśıvel comparar o plano por grupos a uma etapa

com o plano SSR no caso particular dos grupos Ui terem todos o mesmo tamanho N0,

o que vamos admitir neste parágrafo. Antes de efetuarmos tal comparação, comecemos

por reparar que a variância do estimador t̂π definido por (7.2.3) depende exclusivamente

da variância inter-grupos. Com efeito, tendo em conta que N = N0M , Ni = N0 e

tyi = N0ȳi, para todo o i, ȳ = 1
M

∑M
i=1 ȳi, com ȳi =

1
N0

∑
k∈Ui

yk, de (7.2.5) temos

s2t =
1

M − 1

M∑

i=1

(N0ȳi −N0ȳ)
2 =

N2
0

M − 1

M∑

i=1

(ȳi − ȳ)2 =
N2

0M

M − 1
σ2
y,inter.

Assim, de (7.2.4) obtemos

Var(t̂π) = N2M −m

M − 1

σ2
y,inter

m
. (7.2.7)

O resultado que apresentamos a seguir estabelece que quando os grupos são in-

ternamente bastante heterogéneos (variabilidade “intra” elevada, e, por consequência,

variabilidade “inter” reduzida), a amostragem por grupos é mais eficiente que a amos-

tragem simples sem reposição. Reparemos que esta situação é oposta à observada na

amostragem estratificada.

Teorema 7.2.8. Se os grupos Ui têm tamanho N0, então

Var(t̂π)

Var(t̂ssr)
=

N − 1

M − 1

(
1−

σ2
y,intra

σ2
y

)
,

onde t̂ssr representa o estimador de NHT num plano SSR de tamanho n = mN0.
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Dem: Basta ter em conta (3.2.1), (7.2.7) e o facto da variância do estimador de NHT

num plano SSR de tamanho n = mN0 poder ser escrita na forma

Var(t̂ssr) = N2
(
1− n

N

) s2y
n

= N2M −m

N − 1

σ2
y

m
. �

Corolário 7.2.9. Se os grupos Ui têm tamanho N0, o plano de amostragem simples

por grupos a uma etapa de tamanho mN0 é mais eficiente que o plano SSR de tamanho

mN0 sse

1

M

M∑

i=1

s2yi ≥ s2y,

onde s2yi a variância emṕırica corrigida do grupo Ui

s2yi =
1

Ni − 1

∑

k∈Ui

(yk − ȳi)
2. (7.2.10)

Os resultados anteriores podem ser também reescritos em termos do coeficiente de

correlação intragrupos definido por

CCI =

∑M
i=1

∑
k,l∈Ui:k 6=l(yk − ȳ)(yl − ȳ)

(N0 − 1)
∑M

i=1

∑
k∈Ui

(yk − ȳ)2
.

Este coeficiente pode ser interpretado como uma medida da homogeneidade interna

dos vários grupos. Atendendo a que

M∑

i=1

∑

k,l∈Ui

(yk − ȳ)(yl − ȳ) =
M∑

i=1

( ∑

k∈Ui

(yk − ȳ)

)2

=
M∑

i=1

(Niȳi −Niȳ)
2

= N2
0

M∑

i=1

(ȳi − ȳ)2 = N0Nσ2
y,inter,

e que
M∑

i=1

∑

k∈Ui

(yk − ȳ)2 = Nσ2
y,

conclúımos que

CCI =
N0σ

2
y,inter − σ2

y

(N0 − 1)σ2
y

= 1− N0

N0 − 1

σ2
y,intra

σ2
y

. (7.2.11)
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Assim, se σ2
y,intra = 0, isto é, se os grupos são internamente muito homogéneos, o

coeficiente anterior toma o valor máximo CCI = 1. O valor mı́nimo de CCI é atingido

quando σ2
y,inter = 0 e é dado por CCI = −1/(N0 − 1).

Tendo em conta (7.2.7) e (7.2.11), podemos escrever a variância do estimador de

NHT em termos do coeficiente de correlação intragrupos (expressão devida a Hansen e

Hurwitz, 1942)

Var(t̂π) = N2M −m

M − 1

σ2
y

mN0
(1 + (N0 − 1)CCI). (7.2.12)

Tal como vimos atrás, o estimador de NHT terá uma variância tão mais pequena quando

menor for CCI, ou seja, quanto mais os grupos forem internamente heterogéneos.

Do resultado seguinte conclúımos que a vantagem do plano de amostragem por gru-

pos a uma etapa relativamente ao plano SSR de tamanho mN0 será assim tanto maior

quanto menor for o coeficiente CCI, ou seja, quanto mais os grupos forem heterogéneos.

Teorema 7.2.13. Se os grupos Ui têm tamanho N0, então

Var(t̂π)

Var(t̂ssr)
=

(N − 1)M

N(M − 1)
(1 + (N0 − 1)CCI).

Corolário 7.2.14. Se os grupos Ui têm tamanho N0, o plano de amostragem simples

por grupos a uma etapa de tamanho mN0 é mais eficiente que o plano SSR de tamanho

mN0 sse

CCI ≤ − 1

N − 1
.

7.2.3 Amostragem sistemática

O método de amostragem sistemática para extrair uma amostra de tamanho n de uma

população de tamanho N , em que M = N/n é assumido inteiro, consiste na extração

ao acaso de um inteiro h entre 1 e M e na seleção dos indiv́ıduos colocados nas posições

h, h+M,h+ 2M, . . . , h+ (n− 1)M.

Tal como fazem notar Madow e Madow (1944, p. 4), amostragem sistemática pode

assim ser vista como um caso particular da amostragem por grupos a uma etapa em

que os grupos são dados por

Ui = {i, ih +M, i+ 2M, . . . , i+ (n− 1)M},

para i = 1, . . . ,M , e apenas um dos grupos é escolhido. Neste caso, as probabilidades

de inclusão de primeira ordem são iguais às dum plano SSR de tamanho n:

πk =
1

M
=

n

N
, para todo o k ∈ U .
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Como apenas um grupo é seleccionado, temos

πkl =
n

N
, para todo o k, l ∈ Ui

e

πkl = 0, para todo o k ∈ Ui, l ∈ Uj com i 6= j.

Tendo em conta (7.2.3) com M = N/n e m = 1 o estimador de HT de ty é dado

por

t̂sis = MtyS∗ ,

uma vez que S∗ é uma amostra de tamanho 1 sobre U ∗ = {1, . . . ,M}. Tendo em conta

(7.2.12), a sua variância é dada por

Var(t̂sis) = N2σ
2
y

n
(1 + (n − 1)CCI),

expressão esta devida a Madow e Madow (1944).

É interessante verificar que, a menos do fator 1 + (n− 1)CCI, a expressão anterior

é igual à da variância do estimador do total num plano SCR e por isso semelhante à

do plano SSR. Atendendo ao Teorema 7.2.13, conclúımos que a eficiência do plano de

amostragem sistemática relativamente ao plano SSR de tamanho n pode ser medida

por

Var(t̂sis)

Var(t̂ssr)
=

N − n

N − 1
(1 + (n− 1)CCI) ≈ 1 + (n− 1)CCI,

sendo esta aproximação válida quando o tamanho da população é grande comparativa-

mente ao tamanho da amostra.

Quando a lista das unidades população exibe algum padrão periódico podemos ob-

ter grupos homogéneos o que faz com que a variabilidade do estimador seja grande.

Caso contrário, quando os posśıveis grupos são heterogéneos a variabilidade do estima-

dor pode ser inferior à obtida por SSR. Isto pode acontecer quando a população está

ordenada relativamente à variável de interesse (ver Levy e Lemeshow, 1999, p. 92, para

um exemplo desta situação).

7.2.4 Seleção dos grupos com probabilidades desiguais

Como vimos no parágrafo 7.2.1 a seleção dos grupos com probabilidades iguais pode

conduzir a um estimador com grande variabilidade quando a “população dos totais”

dos grupos apresenta grande variabilidade. Isso acontece muitas vezes em situações

práticas quando os tamanhos dos grupos são muito diferentes entre si. Sendo comum

a situação em que a variável de interesse é proporcional ao tamanho do grupo, caso o
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tamanho dos grupos seja conhecido à partida podemos efetuar uma seleção dos grupos

com probabilidades proporcionais ao seu tamanho através de um plano de tamanho

fixo m sem reposição. Utilizando um tal plano de amostragem com probabilidades de

inclusão desiguais, esperamos que o respetivo estimador de NHT tenha uma variabi-

lidade inferior à do estimador usado no plano com iguais probabilidades de inclusão.

Assim, as probabilidades de inclusão de primeira ordem são dadas por

π∗
i = m

Ni

N
, i = 1, . . . ,M,

onde admitimos que mNi ≤ N para todo o i = 1, . . . ,M (reparar que isto corresponde

a tomar como variável auxiliar xi = Ni). Admitindo que não necessitamos de recalcular

as probabilidades de inclusão anteriores (por alguma delas ser superior a 1), o estimador

de NHT de ty é dado por

t̂π =
N

m

∑

i∈S∗

tyi
Ni

=
N

m

∑

i∈S∗

ȳi.

A variância de t̂π e um estimador desta podem ser obtidos a partir do Teorema 7.2.2,

e dependem das probabilidades de inclusão de segunda ordem do plano sem reposição

utilizado.

O tamanho da amostra é aleatório sendo o seu tamanho médio dado por

E(n(S)) =
∑

i∈U ∗

Niπ
∗
i =

∑

i∈U ∗

Ni
mNi

N
=

m

N

∑

i∈U ∗

N2
i .

Para um mesmo número de grupos selecionados este plano fornece amostras com

tamanho médio superior às do plano com iguais probabilidades de seleção dos grupos.

7.3 Amostragem por grupos a 2 etapas

Tal como no plano de amostragem por grupos a uma etapa, a população U de tama-

nho N está dividida em M grupos Ui de tamanhos Ni, i = 1, . . . ,M . Um plano de

amostragem p por grupos a duas etapas consiste na extração de uma amostra S∗ de

grupos segundo um plano de amostragem sem reposição p∗ definido na população

U
∗ = {1, . . . ,M} ≡ {U1, . . . ,UM},

seguindo-se a extração de amostras Si em cada um dos grupos selecionados segundo

planos de amostragem sem reposição pi, i = 1, . . . ,M , em que os diversos planos são

considerados independentes entre si. As unidades de U ∗ são ditas unidades primárias
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e as unidades dos grupos Ui, i = 1, . . . ,M , são ditas unidades secundárias. A amostra

aleatória S que resulta da utilização do plano de amostragem p é assim dada por

S = (Si, i ∈ S∗).

Pretendendo estimar o total da população ty, sabemos que o estimador de NHT de

ty bem como a sua variância e o respetivo estimador, dependem das probabilidades de

inclusão de primeira e segunda ordens πk e πkl das unidades da população U segundo

o plano de amostragem p anterior. Sendo π∗
i e π∗

ij as probabilidades de inclusão de

primeira e segunda ordem das unidades de U ∗ segundo o plano p∗, e por πi
k e πi

kl as

probabilidades de inclusão de primeira e segunda ordem das unidades de Ui segundo o

plano pi, temos:

– Se k ∈ Ui, então

πk = P(k ∈ S) = P(i ∈ S∗, k ∈ Si) = P(i ∈ S∗)P(k ∈ Si) = π∗
i π

i
k.

– Se k, l ∈ Ui, então

πkl = P(k, l ∈ S) = P(i ∈ S∗, k, l ∈ Si) = P(i ∈ S∗)P(k, l ∈ Si) = π∗
i π

i
kl.

– Se k ∈ Ui e l ∈ Uj, com i 6= j, então

πkl = P(i, j ∈ S∗, k ∈ Si, l ∈ Sj) = P(i, j ∈ S∗)P(k ∈ Si)P(l ∈ Sj) = π∗
ijπ

i
kπ

j
l .

Na posse das probabilidades de inclusão anteriores, a partir de Teorema 5.2.1 po-

demos determinar o estimador de NHT de ty, a sua variância e um estimador cêntrico

desta sempre que π∗
ij > 0 e πi

kl > 0 para todo o i, j = 1, . . . ,M com i 6= j e todo o

k, l ∈ Ui com k 6= l. No entanto, na demonstração do resultado seguinte usaremos uma

técnica alternativa para deduzir a variância do estimador de NHT.

Teorema 7.3.1. Num plano de amostragem por grupos a duas etapas, o estimador de

NHT do total ty é dado por

t̂π =
∑

i∈S∗

t̂yi
π∗
i

onde, para i = 1, . . . ,M ,

t̂yi =
∑

k∈Si

yk
πi
k

é o estimador de HT do total tyi do grupo Ui segundo o plano de amostragem pi. Além

disso,

Var(t̂π) = VUP + VUS ,
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onde VUP e VUS são os termos de variância relativos às unidades primárias e se-

cundárias, respetivamente, dados por

VUP =
∑

i,j∈U ∗

tyityj
π∗
i π

∗
j

(π∗
ij − π∗

i π
∗
j ),

e

VUS =
∑

i∈U ∗

1

π∗
i

Var(t̂yi),

onde

Var(t̂yi) =
∑

k,l∈Ui

ykyl
πi
kπ

i
l

(πi
kl − πi

kπ
i
l).

Dem: De acordo com o Teorema 5.2.1, o estimador de NHT de ty é dado por

t̂π =
∑

k∈S

yk
πk

=
∑

i∈S∗

∑

k∈Si

yk
πk

=
∑

i∈S∗

∑

k∈Si

yk
π∗
i π

i
k

=
∑

i∈S∗

1

π∗
i

∑

k∈Si

yk
πi
k

,

onde, ainda pelo Teorema 5.2.1, t̂yi =
∑

k∈Si yk/π
i
k é o estimador de NHT do total tyi

do grupo Ui segundo o plano de amostragem pi.

De modo a simplificar o cálculo da variância do estimador, vamos lançar mão da

igualdade seguinte que permite decompor o cálculo da variância em duas fases:

Var(t̂π) = Var(E(t̂π|S∗)) + E(Var(t̂π|S∗)).

Atendendo a que t̂yi é o estimador de NHT do total tyi do grupo Ui e que S∗ e Si

são independentes temos

E(t̂π|S∗) = E

( ∑

i∈U ∗

t̂yi
π∗
i

1Ii(S
∗)
∣∣∣S∗

)
=
∑

i∈U ∗

E(t̂yi|S∗)

π∗
i

1Ii(S
∗)

=
∑

i∈S∗

E(t̂yi|S∗)

π∗
i

=
∑

i∈S∗

E(t̂yi)

π∗
i

=
∑

i∈S∗

tyi
π∗
i

.

Usando agora o Teorema 5.2.1 obtemos

Var(E(t̂π|S∗)) = Var

(∑

i∈S∗

tyi
π∗
i

)
=

∑

i,j∈U ∗

tyityj
π∗
i π

∗
j

(π∗
ij − π∗

i π
∗
j ) = VUP .

Por outro lado, sendo os estimadores t̂yi independentes entre si e também indepen-

dentes de S∗, temos

Var(t̂π|S∗) = Var

( ∑

i∈U ∗

t̂yi
π∗
i

1Ii(S
∗)
∣∣∣S∗

)
=
∑

i∈U ∗

Var(t̂yi|S∗)

π∗
i
2 1Ii(S

∗) =
∑

i∈S∗

Var(t̂yi)

π∗
i
2 .
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Assim

E(Var(t̂π|S∗)) =
∑

i∈U ∗

Var(t̂yi)

π∗
i

= VUS,

onde, pelo Teorema 5.2.1,

Var(t̂yi) = Var

( ∑

k∈S∗
i

yk
πi
k

)
=
∑

k,l∈Ui

ykyl
πi
kπ

i
l

(πi
kl − πi

kπ
i
l ). �

Como seria de esperar o estimador de NHT num plano a duas etapas possui uma

variância maior que num plano a uma etapa. O termo VUP é precisamente a variância

do estimador de NHT no plano de amostragem por grupos a uma etapa. O acréscimo

de variabilidade é quantificado pelo termo VUS resultante da variabilidade da segunda

etapa do processo de amostragem.

O resultado anterior generaliza os obtidos para a amostragem estratificada e para a

amostragem por grupos a uma etapa. Se todos os grupos forem selecionados na primeira

etapa o plano reduz-se a uma amostragem estratificada. Neste caso πi = π∗
ij = 1 e

VUP = 0. Por outro lado, se todas as unidades dos grupos selecionados na primeira

etapa forem observadas, o plano reduz-se a um plano por grupos a uma etapa e neste

caso VUS = 0.

Teorema 7.3.2. Num plano de amostragem por grupos a duas etapas, se π∗
ij > 0 para

todo o i 6= j, e πi
kl > 0 para todo o k 6= l e i = 1, . . . ,M , então um estimador cêntrico

de Var(t̂π) é dado por

V̂ar(t̂π) =
∑

i,j∈S∗

t̂yi t̂yj
π∗
i π

∗
j

π∗
ij − π∗

i π
∗
j

π∗
ij

+
∑

i∈S∗

1

π∗
i

V̂ar(t̂yi),

onde

V̂ar(t̂yi) =
∑

k,l∈Si

ykyl
πi
kπ

i
l

πi
kl − πi

kπ
i
l

πi
kl

.

Dem: Representemos por V̂A e V̂B as primeira e segunda parcelas de V̂ar(t̂π), respeti-

vamente. Atendendo à independência entre Si e Sj temos

E(t̂yi t̂yj) = E(t̂yi)
2 = Var(t̂yi) + t2yi, se i = j,

e

E(t̂yi t̂yj) = E(t̂yi)E(t̂yj) = tyityj , se i 6= j.
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Assim,

E(V̂A) =
∑

i,j∈U∗

1

π∗
i π

∗
j

π∗
ij − π∗

i π
∗
j

π∗
ij

E(t̂yit̂yj)E(1Ii(S
∗)1Ij(S

∗))

=
∑

i,j∈U∗

1

π∗
i π

∗
j

(π∗
ij − π∗

i π
∗
j )E(t̂yi t̂yj)

=
∑

i,j∈U ∗

tyityj
π∗
i π

∗
j

(π∗
ij − π∗

i π
∗
j ) +

∑

i∈U ∗

Var(t̂yi)

π∗
i

(1− π∗
i )

= VUP + VUS −
∑

i∈U ∗

Var(t̂yi).

Por outro lado, sendo V̂ar(t̂yi) um estimador cêntrico de Var(t̂yi) que depende de

Si, temos

E(V̂B) =
∑

i∈U∗

1

π∗
i

E(V̂ar(t̂yi)1Ii(S
∗)) =

∑

i∈U∗

1

π∗
i

E(V̂ar(t̂yi))E(1Ii(S
∗)) =

∑

i∈U ∗

Var(t̂yi).

Finalmente

E(V̂ar(t̂π)) = E(V̂A) + E(V̂B) = VUP + VUS = Var(t̂π). �

Como podemos concluir da demonstração do resultado anterior, as duas parcelas

V̂A e V̂B , que definem o estimador V̂ar(t̂π), não são estimadores cêntricos de cada uma

das componentes, VUP e VUS , da variância de t̂π. Mais precisamente, provámos que V̂A

é um estimador enviesado de Var(t̂π) com viés dado por

E(V̂A)−Var(t̂π) = −
∑

i∈U ∗

Var(t̂yi),

permitindo o estimador V̂B corrigir tal viés. Com efeito, vimos que

E(V̂B) =
∑

i∈U ∗

Var(t̂yi),

o que faz com que V̂ar(t̂π) = V̂A + V̂B seja um estimador cêntrico de Var(t̂π).

Teorema 7.3.3. Se os planos p∗ e pi são de tamanho fixo, a variância do estimador

de NHT toma a forma

Var(t̂π) = −1

2

∑

i,j∈U ∗

(
tyi
π∗
i

− tyj
π∗
j

)2

(π∗
ij − π∗

i π
∗
j ) +

∑

i∈U ∗

1

π∗
i

Var(t̂yi),
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onde

Var(t̂yi) = −1

2

∑

k,l∈Ui

(
yk
πi
k

− yl
πi
l

)2

(πi
kl − πi

kπ
i
l).

Além disso, se π∗
ij > 0 para todo o i 6= j, e πi

kl > 0 para todo o k 6= l e i = 1, . . . ,M , a

variância anterior pode ser estimada de forma cêntrica por

V̂arSYG(t̂π) = −1

2

∑

i,j∈S∗

(
t̂yi
π∗
i

− t̂yj
π∗
j

)2π∗
ij − π∗

i π
∗
j

π∗
ij

+
∑

i∈S∗

1

π∗
i

V̂arSYG(t̂yi),

onde

V̂arSYG(t̂yi) = −1

2

∑

k,l∈Si

(
yk
πi
k

− yl
πi
l

)2πi
kl − πi

kπ
i
l

πi
kl

.

Reparemos que nas condições anteriores, o plano p não é de tamanho fixo (ver

Exerćıcio 59). Se os planos de amostragem p∗ e pi satisfazem as condições de SYG, isto

é, π∗
ij ≤ π∗

i π
∗
j para todo o i 6= j, e πi

kl ≤ πi
kπ

i
l para todo o k 6= l e i = 1, . . . ,M , então o

estimador V̂arSYG(t̂π) é não-negativo.

Tendo em conta a expressão anterior da variância Var(t̂π) conclúımos que para tirar

partido de um plano de amostragem por grupos a duas etapa com probabilidades de

inclusão desiguais onde p∗ tem tamanho fixo m e pi é de tamanho fixo ni, para todas

as unidades primárias i ∈ U ∗ devemos conhecer os valores de uma variável auxiliar

xi > 0 aproximadamente proporcional a tyi,

tyi ≈ λxi, i ∈ U
∗,

e devemos implementar um plano p∗ com probabilidades de inclusão de primeira ordem

dadas por

π∗
i = mxi/tx, i ∈ U

∗.

Além disso, para i = 1, . . . ,M devemos também conhecer os valores de variáveis auxi-

liares zik > 0 aproximadamente proporcionais a yk,

yk ≈ λizik, k ∈ Ui,

e devemos implementar planos pi com probabilidades de inclusão de primeira ordem

dadas por

πi
k = nizik/tzi , k ∈ Ui.

Atendendo a que

n(S) =
∑

i∈U ∗

n(Si)1i(S
∗) =

∑

i∈U ∗

n(Si)1Ii(S
∗) =

∑

i∈U ∗

∑

k∈Ui

1Ik(S
i)1Ii(S

∗),
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o tamanho médio do plano é dado por

E(n(S)) =
∑

i∈U ∗

∑

k∈Ui

E(1Ik(S
i))E(1Ii(S

∗)) =
∑

i∈U ∗

π∗
i

∑

k∈Ui

πi
k.

7.3.1 Seleção dos grupos com probabilidades iguais

Quando o plano de amostragem p anterior é um plano SSR de tamanho m e cada um

dos planos pi é um SSR de tamanho ni dizemos que o plano de amostragem por grupos

a duas etapas é simples. Neste caso temos

π∗
i =

m

M
e π∗

ij =
m

M

m− 1

M − 1
,

para i, j ∈ U ∗ = {1, . . . ,M} com i 6= j, e

πi
k =

ni

Ni
e πi

kl =
ni

Ni

ni − 1

Ni − 1
,

para k, l ∈ Ui com k 6= l.

Pelo Teorema 7.3.1 o estimador de NHT é dado por

t̂π =
M

m

∑

i∈S∗

t̂yi, (7.3.4)

onde

t̂yi =
Ni

ni

∑

k∈Si

yk.

A seguir, deduziremos a variância do estimador de NHT usando diretamente o

Teorema 7.3.3. Um procedimento alternativo poderá ser seguido usando os resultados,

bem nossos conhecidos, sobre a variância do estimador de NHT num plano SSR (ver

Exerćıcio 60). Tendo então em conta o Teorema 7.3.3, a variância de t̂π toma a forma

Var(t̂π) =
M −m

2m(M − 1)

∑

i,j∈U ∗

(tyi − tyj)
2 +

M

m

∑

i∈U ∗

Ni − ni

2ni(Ni − 1)

∑

k,l∈Ui

(yk − yl)
2

= M2
(
1− m

M

) s2t
m

+
M

m

M∑

i=1

N2
i

(
1− ni

Ni

)
s2yi
ni

,

com s2t e s2yi dados por (7.2.5) e (7.2.10), respetivamente.

Ainda pelo Teorema 7.3.3 esta variância pode ser estimada de forma cêntrica por

V̂arSYG(t̂π) =
M(M −m)

2m2(m− 1)

∑

i,j∈S∗

(t̂yi − t̂yj)
2 +

M

m

∑

i∈S∗

Ni(Ni − ni)

2n2
i (ni − 1)

∑

k,l∈Si

(yk − yl)
2

= M2
(
1− m

M

) ŝ2
t̂

m
+

M

m

∑

i∈S∗

N2
i

(
1− ni

Ni

)
ŝ2yi
ni

,
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com

ŝ2
t̂
=

1

m− 1

∑

i∈S∗

(
t̂yi −

1

m

∑

j∈S∗

t̂yj

)2

e

ŝ2yi =
1

ni − 1

∑

k∈Si

(yk − ˆ̄yi)
2.

O plano simples a duas etapas possui, em geral, diferentes probabilidades de in-

clusão para unidades populacionais pertencentes a grupos distintos. Com efeito, a

probabilidade de inclusão da unidade k ∈ Ui é dada por

πk =
mni

MNi
.

Além disso, e a menos que n1 = · · · = nM , este é um plano de tamanho aleatório, com

tamanho médio dado por

E(n(S)) =
m

M

∑

i∈U ∗

ni.

Pretendendo obter iguais probabilidades de inclusão (ou aproximadamente iguais),

podemos tomar em cada grupo amostras de tamanho proporcional ao tamanho do

grupo, isto é, tomar ni

Ni
≈ C, para i = 1, . . . ,M , com 0 < C < 1. No entanto, e a menos

que os grupos tenham iguais tamanhos, o plano resultante é de tamanho aleatório.

7.3.2 Seleção dos grupos com probabilidades desiguais

Os inconvenientes referidos para o plano a duas etapas quando a seleção dos grupos

é feita com probabilidades iguais (probabilidades de inclusão diferentes e tamanho

aleatório) podem ser ultrapassados se a seleção dos m grupos for feita através de um

plano de tamanho fixo com probabilidades de inclusão proporcionais ao tamanho das

unidades primárias e na segunda etapa as unidades sejam selecionadas segundo um

plano SSR de tamanho fixo n0 (plano de amostragem primeiramente considerado por

Hansen e Hurwitz, 1943, pp. 338–340). Este plano é de tamanho fixo mn0, com

π∗
i = m

Ni

N

e

πi
k =

n0

Ni
e πi

kl =
n0

Ni

n0 − 1

Ni − 1
.

Assim, as probabilidades de inclusão são iguais para todas as unidades da população:

πk = π∗
i π

i
k =

mn0

N
.
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Wiley. (Caṕıtulos 8 a 11)

Lohr, S.L. (1999). Sampling: design and analysis. Duxbury Press. (Caṕıtulo 5)
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8

Não-resposta

O problema da não-resposta. Modelo determińıstico de não-resposta. Tratamento da

não-resposta através dum plano de amostragem em duas fases. Tratamento da não-

resposta por reponderação dos respondentes.

8.1 O problema da não-resposta

Tal como em caṕıtulos anteriores, continuamos interessados em estimar o total ty ou

a média ȳ de uma variável y observada numa população finita U . Como sabemos,

uma tal estimação é realizada através da implementação de um plano de amostragem

p sobre U e da observação da variável de interesse y para os indiv́ıduos da amostra s

gerada de acordo com o plano p. Contrariamente ao que assumimos até aqui, vamos

agora admitir que, por razões diversas, não conseguimos observar o valor de y para

certos indiv́ıduos de s.

Estimar ty ou ȳ apenas com base na subamostra dos indiv́ıduos para os quais con-

seguimos observar o valor de y, a que chamaremos respondentes, poderá conduzir a um

enviesamento do estimador em particular quando os não-respondentes têm um compor-

tamento diferente do dos respondentes relativamente à variável de interesse. Dizemos

então que temos um problema de não-resposta. Para informação adicional sobre este

problema, em particular sobre os tipos, causas e ńıveis de não-resposta, ver Lohr (1999,

Cap. 8) e Tillé (2001, Cap. 13).

8.2 Modelo determińıstico de não-resposta

Nesta secção estudamos alguns dos resultados iniciais sobre o tratamento da não-

-resposta. Admitimos que da população U de tamanho N extráımos uma amostra

segundo um plano SSR de tamanho n, e que estamos interessados em estimar a média

ȳ duma variável de interesse y. Admitiremos também que a população está dividida

em duas subpopulações que vamos representar por U1 e por U0, com U = U1 ∪ U0,

113
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constitúıda pelos respondentes e pelos não-respondentes, respetivamente. Assim, ob-

servada a amostra S em U , esta pode ser decomposta em duas subamostras S1 e S0

em que Sh representa as unidades de s que pertencem a Uh (podendo uma delas ser

vazia). Sendo as unidades de S0 não-respondentes, apenas conhecemos os valores yk

da variável y para as unidades k ∈ S1. Uma vez que as unidades da amostra só são

associadas a uma das duas subpopulações após a recolha da amostra S, a situação

descrita é em tudo análoga ao esquema de pós-estratificação estudado no Caṕıtulo 4,

em que os pós-estratos são, no presente contexto, as subpopulações U1 e U0. Tal como

áı referimos, os tamanhos nh das subamostras Sh são variáveis aleatórias que sabemos

possúırem uma distribuição hipergeométrica de parâmetros N , Nh e n, onde Nh o ta-

manho de Uh, e que, condicionalmente aos tamanhos n1 e n0, as variáveis S
1 e S0 são

independentes e as suas distribuições são planos SSR de tamanhos nh sobre Uh.

8.2.1 O estimador baseado numa subamostra dos respondentes

Comecemos por analisar o efeito de considerar a média dos respondentes como estima-

dor de ȳ, isto é, estimar ȳ através de

ˆ̄y1 =





1

n1

∑

k∈S1

yk, n1 > 0

0, n1 = 0.

Reparemos que este estimador é precisamente o estimador considerado no parágrafo

2.4.4 quando tratámos da estimação num domı́nio. No caso presente o papel do domı́nio

é desempenhado pela subpopulação dos respondentes. Para h = 0, 1, vamos denotar

por

ȳh =
1

Nh

∑

k∈Uh

yk

a média da variável y na subpopulação Uh.

Teorema 8.2.1. Nas condições anteriores, temos

E(ˆ̄y1) = ȳ1(1− P(n1 = 0)),

e

Viés(ˆ̄y1) = E(ˆ̄y1)− ȳ =
N0

N
(ȳ1 − ȳ0)− ȳP(n1 = 0).

Dem: Atendendo a que

ˆ̄y1 =

(
1

n1

∑

k∈S1

yk

)
1I(n1 > 0),
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temos

E(ˆ̄y1|n0, n1) = E

(
1

n1

∑

k∈S1

yk

∣∣∣n0, n1

)
1I(n1 > 0) = ȳ11I(n1 > 0), (8.2.2)

uma vez que condicionalmente relativamente a n0 e n1, S
1 é um plano SSR de tamanho

n1 sobre U1 (ver Proposição 4.5.2). Finalmente,

E(ˆ̄y1) = E(E(ˆ̄y1|n0, n1)) = ȳ1P(n1 > 0) = ȳ1(1− P(n1 = 0)). �

Uma vez que os termos que incluem a probabilidade P(n1 = 0) podem ser em geral

desprezados visto que, de acordo com a desigualdade (4.5.9),

P(n1 = 0) ≤ exp
(
− nN1

N

)
,

conclúımos da proposição anterior que o estimador ˆ̄y1 é na realidade um estimador da

média da variável y na subpopulação dos respondentes, apresentando um viés muito

reduzido. O seu viés, como estimador de ȳ, pode ser elevado se a variável observada

tiver uma média muito diferentes para respondentes e para não-respondentes. No en-

tanto, se respondentes e não-respondentes apresentarem comportamentos semelhantes

relativamente à variável y, será de esperar que o estimador ˆ̄y1 seja um estimador com

viés muito reduzido quando considerado como estimador de ȳ. Neste último caso fará

sentido considerar ˆ̄y1 como estimador de ȳ sendo a sua variância dada no resultado

seguinte.

Teorema 8.2.3. A variância de ˆ̄y1 é dada por

Var(ˆ̄y1) =

(
E
( 1

n1
1I(n1 > 0)

)
− 1

N1

)
s2y1 + V,

onde s2y1 designa a variância corrigida de y na população dos respondentes

s2y1 =
1

N1 − 1

∑

k∈U1

(yk − ȳ1)
2

e

|V | ≤
(
s2y1/N1 + ȳ21

)
P(n1 = 0).

Dem: Tendo em conta que

Var(E(ˆ̄y1|n0, n1)) = ȳ21P(n1 = 0)(1 − P(n1 = 0)),

e que

E(Var(ˆ̄y1|n0, n1)) = E

((
1− n1

N1

)s2y1
n1

1I(n1 > 0)

)

= E
( 1

n1
1I(n1 > 0)

)
− 1

N1

)
s2y1 −

1

N1
P(n1 = 0),
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obtemos a expressão apresentada para a variância de ˆ̄y1 onde

V = −s2y1P(n1 = 0)/N1 + ȳ21P(n1 = 0)(1 − P(n1 = 0)). �

Atendendo a (4.5.14) sabemos que

E
( 1

n1
1I(n1 > 0)

)
≈ 1

E(n1)

(
1 +

1

n

N0

N1

(
1− n

N

))
,

o que permite obter a seguinte aproximação para variância de ˆ̄y1:

Var(ˆ̄y1) ≈
(
1− E(n1)

N1
− 1

n

N0

N1

(
1− n

N

))
s2y1

E(n1)
,

onde E(n1) = nN1/N . Desprezando na fórmula anterior o termo de ordem n−2 obtemos

a expressão

Var(ˆ̄y1) ≈
(
1− E(n1)

N1

)
s2y1

E(n1)
=

N

N1

(
1− n

N

)
s2y1
n

,

que é habitualmente usada para motivar o estimador de Var(ˆ̄y1) dado por

V̂ar(ˆ̄y1) =
N

N1

(
1− n

N

)
ŝ2y1
n

,

onde

ŝ2y1 =
1

n1 − 1

∑

k∈S1

(yk − ˆ̄y1)
2.

Caso o tamanho da subpopulação dos respondentes não seja conhecido, em alternativa

ao estimador anterior podemos usar

V̂ar(ˆ̄y1) =

(
1− n

N

)
ŝ2y1
n1

.

Relativamente ao tamanho da amostra para obter um intervalo de confiança para ȳ

(não esquecer que estamos a admitir que respondentes e não-respondentes apresentarem

comportamentos semelhantes relativamente à variável y) com margem de erro inferior

a um valor E fixado à partida, devemos tomar

n ≥ N

N1

z21−α/2s
2
y1

E2 + z21−α/2s
2
y1/N1

.

Assim, para obtermos a mesma precisão que o estimador da média num plano SSR de

tamanho m é necessário recolher uma amostra com tamanho aproximadamente igual a

mN/N1.
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8.2.2 Tratamento da não-resposta: o plano em duas fases

No caso em que respondentes e não-respondentes apresentam comportamentos diversos

relativamente à variável de interesse y, vimos que o estimador de ȳ baseado apenas

nos respondentes é enviesado. Vejamos agora como podemos utilizar um plano de

amostragem em duas fases para tratar o problema da não-resposta.

Vamos admitir que um número n∗ = n∗(S
0) de unidades S∗ de S0 são selecionadas

segundo um plano SSR, onde n∗ é uma variável aleatória que depende de S0 e toma

valores em {1, . . . , n0} quando n0 > 0. Seguindo a abordagem proposta por Hansen e

Hurwitz (1946), vamos considerar o estimador de ȳ definido por

ˆ̄y = w1 ˆ̄y1 + w0 ˆ̄y
∗
0 ,

onde

wh =
nh

n

e

ˆ̄y∗0 =





1

n∗

∑

k∈S∗

yk, n0 > 0

0, n0 = 0.

Atendendo as que as variáveis nh possuem distribuições hipergeométricas de parâmetros

N , Nh e n, temos

E(wh) =
Nh

N
=: Wh

e

Var(wh) =
g

n
Wh(1−Wh),

onde

g =
N − n

N − 1
.

A estrutura do estimador ˆ̄y merece ser realçada. Admitindo que n1, n0 > 0, ˆ̄y é

dado por

ˆ̄y =
1

n

∑

k∈S1

yk +
n0

n∗n

∑

k∈S∗

yk,

o que põe em evidência o facto de cada unidade de S1 representar N/n unidades da

população, enquanto que cada unidade de S∗ representa n0N/(n∗n) unidades da po-

pulação (sobre a ideia de ponderação amostral, ver §3.8). Isto é, as unidades de U 0

nas quais pudemos observar a variável de interesse são sobrevalorizadas relativamente

às restantes.

Os resultados seguintes são devidos a Rao (1973).
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Teorema 8.2.4. O estimador ˆ̄y é um estimador cêntrico de ȳ,

E(ˆ̄y) = ȳ.

Dem: Raciocinando como em (8.2.2) obtemos

E(ˆ̄y|n0, n1) = w1E(ˆ̄y1|n0, n1)1I(n1 > 0) + w0E(ˆ̄y
∗
0|n0, n1)1I(n0 > 0)

= w1ȳ11I(n1 > 0) + w0ȳ01I(n0 > 0), (8.2.5)

uma vez que condicionalmente relativamente a n0, S
0 é um plano SSR de tamanho

n0 sobre U0 e assim S∗ é um plano SSR de tamanho n∗ sobre U0 (ver Exerćıcio 15).

Finalmente temos

E(ˆ̄y) = ȳ1E(w11I(n1 > 0)) + ȳ0E(w01I(n0 > 0)) = ȳ1W1 + ȳ0W0 = ȳ. �

Teorema 8.2.6. A variância de ˆ̄y é dada por

Var(ˆ̄y) =

(
W1

n
− E(w2

1)

N1

)
s2y1 +

(
E
(w2

0

n∗

)
− E(w2

0)

N0

)
s2y0

+
g

n

(
W1(ȳ1 − ȳ)2 +W0(ȳ0 − ȳ)2

)

=
(
1− n

N

)s2y
n

+
N0

N
(ν − 1)

s2y0
n

,

onde

ν =
N

nN0
E
(n2

0

n∗

)
≥ 1

(ν = 1 quando n∗ = n0).

Dem: Tendo em conta (8.2.5) podemos escrever

Var(E(ˆ̄y|n0, n1)) = ȳ1Var(w1) + ȳ0Var(w0) + 2ȳ1ȳ0Cov(w1, w0)

= Var(w1)(ȳ1 − ȳ0)
2

=
g

n
W1W0(ȳ1 − ȳ0)

2

=
g

n

(
W1(ȳ1 − ȳ)2 +W0(ȳ0 − ȳ)2

)
. (8.2.7)

Por outro lado, condicionalmente relativamente a n0 e n1, S
1 e S0 são variáveis

independentes cujas distribuições são planos SSR de tamanhos n1 e n0 sobre U1 e U0,

respetivamente. Assim

Var(ˆ̄y|n0, n1) = w2
1Var(ˆ̄y1|n0, n1) + w2

0Var(ˆ̄y
∗
0|n0, n1)

= w2
1

(
1− n1

N1

)s2y1
n1

1I(n1 > 0) + w2
0

(
1− n∗

N0

)s2y0
n∗

1I(n0 > 0)

=

(
w1

n
− w2

1

N1

)
s2y11I(n1 > 0) +

(
w2
0

n∗
− w2

0

N0

)
s2y01I(n0 > 0),
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o que permite escrever

E(Var(ˆ̄y|n0, n1)) =

(
W1

n
− E(w2

1)

N1

)
s2y1 +

(
E
(w2

0

n∗

)
− E(w2

0)

N0

)
s2y0. (8.2.8)

De (8.2.7) e (8.2.8) obtemos a primeira expressão dada para a variância de ˆ̄y.

Da decomposição (3.2.1) sabemos que

W1(ȳ1 − ȳ)2 +W0(ȳ0 − ȳ)2 =
N − 1

N
s2y − (W1 −N−1)s2y1 − (W0 −N−1)s2y0,

o que permite concluir que

g

n

(
W1(ȳ1 − ȳ)2 +W0(ȳ0 − ȳ)2

)

=
g

n

N − 1

N
s2y −

g

n
(W1 −N−1)s2y1 −

g

n
(W0 −N−1)s2y0

=
(
1− n

N

)s2y
n

− g

n
(W1 −N−1)s2y1 −

g

n
(W0 −N−1)s2y0,

ou ainda

Var(ˆ̄y) =
(
1− n

N

)s2y
n

+

(
W1

n
− E(w2

1)

N1
− g

n
(W1 −N−1)

)
s2y1

+

(
E
(w2

0

n∗

)
− E(w2

0)

N0
− g

n
(W0 −N−1)

)
s2y0.

Para concluir a demonstração, basta agora usar a expressão anterior e atender a

que

E(w2
h)

Nh
+

g

n
(Wh −N−1) =

Wh

n
,

uma vez que E(wh) = Wh e Var(wh) = gWh(1−Wh)/n. �

Tomando n∗ = max(1, [fn0]), com 0 < f ≤ 1 escolhido pelo utilizador e onde [x]

representa o menor inteiro menor ou igual que x, e admitindo válida a aproximação

n∗ ≃ fn0, obtemos

ν =
N

nN0
E
(n2

0

n∗

)
≃ N

nfN0
E(n0) =

1

f
,

o que permite deduzir a seguinte aproximação para a variância de ˆ̄y

Var(ˆ̄y) ≃
(
1− n

N

)s2y
n

+
N0

N

( 1
f
− 1
)s2y0

n
.
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Para estimar Var(ˆ̄y) Rao (1973, Theorem 2, p. 126) propõe o estimador

V̂ar(ˆ̄y) =
(
1− 1

N

){(n1 − 1

n− 1
− n1 − 1

N − 1

)w1

n1
ŝ2y1 +

(n0 − 1

n− 1
− n∗ − 1

N − 1

)w0

n∗
ŝ2y0

}

+
1

n− 1

(
1− n

N

){
w1(ˆ̄y1 − ˆ̄y)2 + w0(ˆ̄y

∗
0 − ˆ̄y)2

}
,

onde

ŝ2y0 =
1

n∗ − 1

∑

k∈S∗

(yk − ˆ̄y∗0)
2.

8.3 Tratamento da não-resposta por reponderação dos res-

pondentes

No modelo determińıstico de não-resposta que estudámos na secção anterior, admitimos

que a população estava dividida em duas subpopulações constitúıdas pelos responden-

tes e pelos não-respondentes. Isto significa que em sucessivas amostras recolhidas da

população, os sujeitos pertencentes ao primeiro destes grupos respondem sempre, isto é,

possuiam uma probabilidade 1 de responder, enquanto que os do segundo grupo nunca

respondem, possuindo assim uma probabilidades 0 de responder.

Vamos agora admitir que o facto do indiv́ıduo k responder ou não, pode alterar-se

em sucessivas amostras, mesmo que hipotéticas, recolhidas da população U . Assumi-

mos assim que conhecemos a probabilidade da unidade k ∈ U responder, que vamos

denotar por φk, com φk ∈ ]0, 1], e que o facto da unidade k responder é independente

das restantes unidades da população responderem, ou não, e também independente da

amostra S, isto é, do plano de amostragem considerado. Estamos assim a considerar

a situação em que a probabilidade duma unidade responder, ou não, depende apenas

dessa unidade. Sobre o plano de amostragem, assumimos ser um plano sem reposição

geral, cujas probabilidade de inclusão de primeira e segunda ordens são, como habitu-

almente, denotadas por πk e por πkl, para k, l ∈ U .

O fenómeno de não-resposta conduz a uma amostra R contida em S, dita amos-

tra dos respondentes, e apenas para para as unidades k ∈ R temos acesso ao valor

yk da variável de interesse y. Atendendo às hipótese anteriores, podemos calcular a

probabilidade da unidade k ∈ U pertencer à amostra dos respondentes:

P(k ∈ R) = P(k ∈ S, k responde) = P(k ∈ S)P(k responde) = πkφk.

De forma análoga podemos obter a probabilidade das unidade k, l ∈ U , com k 6= l

pertencerem à amostra dos respondentes:

P(k, l ∈ R) = P(k, l ∈ S, k e l respondem) = P(k, l ∈ S)P(k e l respondem) = πklφkφl.
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Nas condições anteriores, demonstramos a seguir que, se a probabilidade φk é co-

nhecida para toda a unidade da população, é posśıvel construir um estimador cêntrico

do total da população, dito estimador de ty por reponderação dos respondentes. Isto

é, para k ∈ R a ponderação 1/πk que surge no estimador de NHT é substitúıda pela

ponderação 1/(πkφk). Como é de esperar, um tal estimador possui uma variabilidade

amostral superior à do estimador de NHT.

Teorema 8.3.1. O estimador

t̂φ =





∑

k∈R

yk
πkφk

, n(R) > 0

0, n(R) = 0,

dito estimador de ty por reponderação dos respondentes, é um estimador cêntrico de ty,

com variância dada por

Var(t̂φ) = V +
∑

k∈U

1− φk

φk

y2k
πk

,

onde V é a variância do estimador de NHT de ty na ausência de não-resposta. Além

disso, se πkl > 0 para todo o k 6= l, a variância anterior pode ser estimada de forma

cêntrica por

V̂ar(t̂φ) =
∑

k,l∈R

ykyl
πkπlφkφl

πkl − πkπl
πkl

+
∑

k∈R

1− φk

φk

y2k
πkφk

.

Dem: Tendo em conta que

t̂φ =
∑

k∈U

yk
πkφk

1Ik(R),

deduzimos imediatamente que

E(t̂φ) =
∑

k∈U

yk
πkφk

P(k ∈ R) =
∑

k∈U

yk = ty,

e que

Var(t̂φ) =
∑

k,l∈U

ykyl
πkφkπlφl

Cov(1Ik(R), 1Il(R))

=
∑

k∈U

y2k
πkφk

(1− πkφk) +
∑

k,l∈U :k 6=l

ykyl
πkπl

(πkl − πkπl)

=
∑

k,l∈U

ykyl
πkπl

(πkl − πkπl) +
∑

k∈U

1− φk

φk

y2k
πk

. �

Das hipóteses feitas sobre o mecanismo de não-resposta, o único problema consiste

em estimar com base na amostra S, as probabilidade de resposta φk, o que é habi-

tualmente feito através da utilização de um modelo (a este propósito, ver Tillé, 2001,

Secção 13.5).
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8.3.1 Modelo de não-resposta homogénea

Uma situação em que a estimação de tais probabilidade é simples é aquela em que

admitimos que a probabilidade de resposta é a mesma para todas as unidades da

população, ou seja, φk = φ, para todo o k ∈ U , com 0 < φ ≤ 1. Neste caso podemos

estimar φ de forma cêntrica usando o estimador

φ̂ =
1

N

∑

k∈R

1

πk
,

o que dá origem ao estimador plug-in de ty definido por

t̂φ̂ =





1

φ̂

∑

k∈R

yk
πk

, n(R) > 0

0, n(R) = 0.

Menos óbvia é a dedução de expressões para o viés e variância deste estimador. O

facto de t̂φ̂ ser um estimador de tipo racio dificulta essa tarefa. Reparemos também

que mesmo no caso em que plano de amostragem que gera S é um plano SSR, os

resultados estudados na Secção 2.4.3 não podem ser aqui diretamente usados uma vez

que o estimador anterior depende da amostra R e o plano de amostragem que a gera

não é um plano SSR (porquê?).

Vamos de seguida analisar o viés de t̂φ̂ quando S é gerada por um plano SSR. Neste

caso, sendo nr = n(R) o tamanho da amostra dos respondentes, o estimador t̂φ̂ de φ

reduz-se a

φ̂ =
nr

n
e o estimador plug-in de ty é dado por

t̂φ̂ =





N

nr

∑

k∈R

yk, nr > 0

0, nr = 0.

Proposição 8.3.2. Se S é gerada por um plano SSR de tamanho n, então

E(t̂φ̂) = ty(1− (1− φ)n).

Dem: Apesar da amostra R são ser gerada por um plano SSR de tamanho nr sobre

U , é posśıvel mostrar que condicionalmente a nr R é efetivamente um plano SSR de

tamanho nr sobre U (ver Exerćıcio 65.(d).iii). Assim,

E(t̂φ̂|nr) = E

(
N

nr

∑

k∈R

yk

∣∣∣∣nr

)
1I(nr > 0) = ty1I(nr > 0)

e

E(t̂φ̂) = E
(
ty1I(nr > 0)

)
= ty(1− P(nr = 0)) = ty(1− (1− φ)n). �



8 Não-resposta 123

8.4 Alguns resultados de simulação

Para o modelo determińıstico de não-resposta, consideramos nos exemplos seguintes a

variável de interesse y = belgianmunicipalities$TaxableIncome, e o parâmetro de interesse

ȳ = 205651072. Como sabemos N = 589.

Exemplo 8.4.1. Supomos neste exemplo que os respondentes são definidos pela condição

y < quantile(y, probs = 0.75)), isto é, não temos informação sobre o rendimento tri-

butável dos munićıpios com 25% maiores rendimentos tributáveis. Neste caso, N1 = 441

e ȳ1 = 108033842. O gráfico seguinte, obtido usando 1000 repetições do processo de

amostragem, compara o estimador do total num plano SSR de tamanho n = 150 em que

todas as unidades da população são respondentes, com o estimador ˆ̄y1, baseado da suba-

mostra dos respondentes, e o estimador corrigido ˆ̄y onde tomámos n∗ = max(1, [fn0]),

com f = 0,2.

SSR ŷ1 ŷ

1.
0e

+
08

2.
0e

+
08

3.
0e

+
08

4.
0e

+
08

Como podemos constatar, ˆ̄y1 apresenta um forte viés como estimador de ȳ. Esse

viés é corrigido pelo estimador ˆ̄y, que, no entanto, apresenta uma variabilidade amostral

muito superior à do estimador SSR. Como se ilustra no gráfico seguinte, a situação

melhora quando tomamos f = 0,4 (esquerda), e só melhora significativamente quando

tomamos f = 0,6 (direita).
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Exemplo 8.4.2. Supomos neste exemplo que os respondentes são definidos pela condição

y > quantile (y, probs=0.25), isto é, não temos informação sobre o rendimento tributável

dos munićıpios com 25% menores rendimentos tributáveis. Neste caso, N1 = 441 e

ȳ1 = 259227154. O gráfico seguinte, obtido usando 1000 repetições do processo de

amostragem, compara o estimador do total num plano SSR de tamanho n = 150 em

que todas as unidades da população são respondentes, com o estimador ˆ̄y1, baseado da

subamostra dos respondentes, e o estimador corrigido ˆ̄y onde n∗ = max(1, [fn0]), com

f = 0,2.
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Como podemos constatar, ˆ̄y1 apresenta um forte viés como estimador de ȳ. Esse

viés é corrigido pelo estimador ˆ̄y, que apresenta uma variabilidade amostral muito

semelhante à do estimador SSR. Este bom comportamento de ˆ̄y é consequência dos

não respondentes serem os munićıpios com menores rendimentos tributáveis, e que, por

isso, têm um menor impacto na média global ȳ.
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