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Introducao

Inferéncia em “populagoes infinitas”

Nos problemas de estimacao até agora estudados nas cadeiras de Estatistica assumimos
que a populagao, habitualmente idealizada, de onde recolhemos a amostra, é infinita e
que as observacoes ai feitas sao realizacoes de variaveis aleatérias Y7, ..., Y, que admiti-
mos serem cépias independentes de uma variavel aleatoria real Y. Quando pretendemos
inferir sobre a média desconhecida 1 € R da populacao, essa média ¢é identificada com
a esperanga matemética da varidvel aleatéria Y, isto é, E(Y) = p, e, portanto, inferir
sobre a média populacional nao é mais do que inferir sobre a esperanca matematica da
varidavel Y. Tendo em conta a lei dos grandes nimeros, somos levados a utilizar a média

empirica ou média amostral definida por
= 1
V=g
1=

como estimador de p. Sabemos que Y é um estimador céntrico de w, isto é,

E(Y) = p,
com variancia dada por
2
— O
Var(Y) = —
ar(¥) = 7.

onde 02 = Var(Y) é interpretada como varidncia populacional. Sendo, em geral, esta
variancia populacional desconhecida, a inferéncia por intervalos de confianga sobre p
necessita que estimemos uma tal varidncia, o que podemos fazer usando a variancia

empirica corrigida ou varidncia amostral corrigida definida por

1 _
$= Sy
=1
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que sabemos ser um estimador céntrico de 0. Nao tendo informacao adicional sobre a
distribuicdo da varidvel Y que nos permita identificar a distribuicio amostral de Y, o
teorema do limite central assegura-nos que, sendo a amostra grande, uma tal distribuicao

amostral é aproximadamente normal, de onde deduzimos a aproximacao

Y —
=1~ N,1),
S2/n
ou ainda,
Y —
/\7_’[‘ ~ N(O, 1),
Var(Y')
onde )
— = S
Var(Y) = —
(V) =2,

é um estimador céntrico de Var(Y). O resultado anterior permite-nos finalmente
concluir que um intervalo de confianca para pu, com nivel aproximadamente igual a

100(1 — a))%, tem por extremidades
Y + Rl—a/2 @(?)a

onde z1_,/9 € 0 quantil de ordem 1 — « /2 da distribui¢ao normal standard.

A descricao que acabamos de fazer poe em evidéncia os elementos essenciais & cons-
trugao dum intervalo de confianga para a média desconhecida p. Depois de identificado
o estimador a utilizar para inferir sobre u (Y'), precisamos que conhecer a sua variancia
(Var(Y)), bem como um estimador desta (\//5“(?)) O conhecimentos da distribuicao
amostral (assintética) de Y (normal) permite a construcdo do intervalo anterior, inter-
valo este que possui um nivel de confianga aproximadamente igual ao valor 1 — « fixado

a partida pelo utilizador.

Inferéncia em “populagoes finitas”

Os elementos anteriores s@o naturalmente comuns a construcao de intervalos de con-
flanca para uma média (ou outro parametro de interesse) quando a populacao ¢ finita,
problema que estudamos no curso de Amostragem e Sondagens. No entanto, como
realgcamos a seguir, o modelo estatistico subjacente ao problema de estimacao em causa
é distinto do anterior em que a populagao é assumida infinita.

Um ponto essencial e distintivo do modelo estatistico que estudamos neste curso,
dito design-based (por oposicao & abordagem model-based também usada na inferéncia
estatistica em populagoes finitas), é relativo a varidvel sobre a qual pretendemos obter

informacao, a que chamamos varidvel de interesse. Com efeito, admitiremos que a
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variavel que observamos na populacao nao é aleatoria. Quer isto dizer que os valores que
essa variavel toma nos varios elementos da populacao, populacao que denotamos por %/,
nao sao considerados realizacoes de uma variavel aleatéria real, mas sao considerados
fixos, apesar de desconhecidos. Por isso, denotaremos essa varidavel por uma letra
minuscula y, sendo o valor que essa variavel toma na i-ésima unidade da populacao
denotado por y;. Sendo a populacao finita de tamanho N € N, assumiremos que cada
unidade populacional esté identificada por um dos primeiros N ntmeros naturais, isto

¢,

v =A{1,...,N}.
Pretendendo inferir sobre a média da populagdo %, sendo 7% finita esta média nao é
mais que
1 & 1
@zNZyFNZyk-
=1 kew

A partir da extragdo de uma amostra s de tamanho n da populagao %,

S:(Sl""’sn)

com s; € %Z , e da observacao da variavel y para os elementos da amostra

(ysla- .- ’ySn)

uma possivel estimativa para a média da populacao pode ser dada pela média amostral

Ll 1
J==> ys ==
" =1 K kes
Como ja referimos, os valores y; que a variavel de interesse toma nas varias unida-
des da populacao nao sao agora considerados realizagoes duma varidvel aleatoria. A
componente aleatoria do modelo é introduzida pela escolha da amostra, que é feita por
métodos aleatorios. Quer isto dizer que a amostra s sera considerada uma realizacao
de uma varidvel aleatoria S, dita amostra aleatdria, que toma valores no conjunto de
todas as amostras de % (por simplicidade, assumimos para ja que uma amostra de %
¢ um subconjunto de %), e cuja distribui¢ao de probabilidade, fixada pelo utilizador,
definird a forma como a amostra é recolhida na populacao, isto é, definird o plano de
amostragem utilizado.
Notemos que o estimador y = #(.9) anterior, estimador natural da média popula-
cional no modelo classico de inferéncia estatistica, apenas pode ser considerado natural
no modelo de amostragem em populacoes finitas se as unidades da populagao tiverem

igual probabilidade de serem selecionadas para a amostra, justificando a ponderacao
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n~! atribuida a cada observacio y;, para k € S. Assim, a escolha de diferentes planos
de amostragem, dando origem a diferentes métodos de selecdo da amostra — ai se
incluindo, como veremos, os métodos classicos de amostragem em populacoes finitas,
como a amostragem aleatdria simples, com ou sem reposicao, a amostragem estratificada,

a amostragem por grupos, etc. —, implicard a utilizacao de diferentes estimadores 6 =

~

0(S) de g.

O facto da populacao 7% ser finita introduz outras especificidades no processo de in-
feréncia estatistica que nao estao presentes no modelo classico de inferéncia estatistica.
Uma dessas especificidades diz respeito a possibilidade de possuirmos informacao adi-
cional sobre toda a populagdo. Como veremos, essa informacao pode ser usada para
melhorar o processo de inferéncia estatistica, seja pela definicdo de novos estimadores,
seja pela introducao de novos planos de amostragem.

Independentemente do estimador 6 = é(S ) de y que em cada caso consideramos, a
partir do momento que o podemos interpretar como uma variavel aleatéria, a construcao
de intervalos de confianca para y pode ser feita como descrevemos atras. Para cada um
dos planos de amostragem que estudamos nos varios capitulos deste curso precisamos

assim de responder as seguintes questoes:

— Sera 0 um estimador céntrico (ou quase céntrico) de y?
— Qual a sua variancia Var(6)?
— Existird um estimador (céntrico), Var(f), de Var(9)?
— Serd a distribuicao amostral de # aproximadamente normal?
Sendo afirmativa a resposta as questoes anteriores, um intervalo de confianca para o

parametro de interesse y com um nivel de confianca de aproximadamente 100(1 — a)%

0+ 2102 \ Var(),

onde z1_,/9 € 0 quantil de ordem 1 — « /2 da distribui¢ao normal standard.

terd por extremidades

Bibliografia

Cochran, W.G. (1977). Sampling techniques. Wiley. (Capitulo 1)

Thompson, M.E. (2002). Theory of sample surveys. Wiley. (Capitulo 1)
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Amostragem: conceitos basicos

Populagao e parametros. Amostra e plano de amostragem. Plano de amostragem com
e sem reposicao. Plano de amostragem reduzido. Média, variancia e erro quadrdtico
médio dum estimador. Estimadores céntricos. Comparagao de sistemas de amostragem.

Intervalos de confian¢a. O tamanho da amostra.

1.1 Populacao e parametros

A teoria da amostragem, também conhecida com teoria das sondagens, tem como obje-
tivo a inferéncia sobre carateristicas de interesse de uma populacdo finita, que denotare-
mos por % , a partir da observagao das mesmas numa (pequena) parte dessa populagao.
Admitiremos que cada uma das N unidades da populacgao é identificavel através de um
nimero de ordem, podendo-se assim identificar % com o conjunto dos N primeiros

numeros naturais

¥ ={1,...,N}.

A N chamamos tamanho da populagdo. Representando por y a varidvel ou carateristica
de interesse sobre a qual pretendemos obter informacao, e por y; o valor dessa variavel

para a k-ésima unidade da populacio, o vetor de RV

y = W1, yn) = (Y, k € %)

contém o valor da carateristica y para todas as unidades da populacao. Quando se rea-
liza um estudo por amostragem, o objetivo nao é obter informacao sobre cada unidade

da populacao, mas sim estimar uma funcao de y,
0=0(y)=0(yx,k € %),

a que chamamos pardmetro ou funcdo de interesse. Este parametro é habitualmente a

1
9=y=NkEZ%yk,

média da populacdo
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o total da populagdo
9 = ty = Z yk7
ke
ou um quociente de totais (ou médias) no caso de existir outra varidvel de interesse x

Hzt—y:
ta

SRS

)

onde t,,t,,y,Z sao os totais e médias da populacao relativamente as varidveis y e x.
Reparemos que os problemas da estimacao de um total e de uma média nao sao neces-
sariamente equivalentes uma vez que o tamanho da populagdo nao é necessariamente
conhecido, podendo nesse caso ser um parametro de interesse.
Outros parametros de interesse sao a varidncia da populacdo definida por
1
2 _ —\2
Oy = N E (yr — )
kew

e a variancia corrigida da populacdo definida por

2 N

_ 2
Sy—N_lo'y.

Os desvios-padrao associados sao definidos por o, = \/073 e s, = \/%

Nos casos em que y é uma carateristica dicotémica, isto é, yp = 1 se a unidade
k da populacao tem determinada carateristica, e y, = 0 em caso contrério, y e i,
representam, respetivamente, a proporcao p e o ntimero de individuos na populacao
com essa carateristica. Neste caso, a variancia da populacao pode ser também expressa

por 05 =y(1 —g) = p(1 —p) (ver Exercicio 1).

1.2 Amostra e plano de amostragem

Num estudo por amostragem, a inferéncia sobre um parametro 6 = 0(yx, k € %) é feita
a partir da observacao de um conjunto de unidades da populacao, a que chamamos
genericamente amostra. A amostra é selecionada por um processo aleatério a que

chamamos plano de amostragem. Sao estas duas nogoes que definimos a seguir.

Defini¢ao 1.2.1. Chamamos amostra de tamanho n € Ny de % a um elemento do

conjunto
U" =U X XU,

onde %° = {()}, e amostra de % a um elemento do conjunto

S = G wr.
n=0
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De acordo com a definicdo anterior, dada uma amostra s de % existe um inteiro
n € Ng tal que s € ™. A um tal inteiro chamamos tamanho da amostra s e escrevemos
n(s) = n. O conjunto das amostra de tamanho n, ™ = {s € .% : n(s) = n}, serd
também denotado por .7,. Claramente #.%, = N™. Assim, dada uma amostra s de

% podemos escrever
s = ()’

caso em que nao é observada nenhuma unidade da populagao, ou

s = (81, ey Sn(s))a

em que s; € % é dito o i-ésimo elemento da amostra s. Dizemos que uma unidade
k € % pertence a s (ou que s contém k), e escrevemos k € s, se s; = k, para algum
j €{1,...,n(s)}. Duas amostra s e ¢ dizem-se iguais, e escrevemos s = ¢, se forem iguais

como elementos de .7, isto 6, se (8155 8ns)) = (t1, s tngr))-

Definigao 1.2.2. Um plano de amostragem p de suporte Q, definido numa populagdo
U, € um par (p,Q) onde Q C S, e p € uma probabilidade sobre Q, tal que:

a) p(s) >0, para todo o s € Q;

b) Para todo o k € % existe s € Q com k € s.

Apesar disso nao ser assumido na definicdo anterior, sem qualquer perda de ge-
neralidade podemos assumir que o plano de amostragem estd definida em todo o 57
tomando p(s) = 0, para s §é Q. O suporte ) contém assim todas as amostras que
sao suscetiveis de serem selecionadas, isto é, que tém probabilidade positiva de serem
selecionadas. Além disso, toda a unidade da populacao tem uma probabilidade positiva
de ser selecionada, uma vez que pertence a pelo menos uma das amostras do suporte.
Esta condigao é, como veremos, essencial para a existéncia de estimadores céntricos (cf.
Definigao 1.3.3) dum parametro de interesse (ver Exercicio 4).

Dum ponto de vista formal, um plano de amostragem pode ser sempre imple-
mentado usando o chamado método cumulativo. Para tal, comecamos por considerar
uma enumeragao das amostras do suporte @ = {s1,s2,...,Snr} (estamos a supor que
#Q = M < o0). Outra enumeragao conduzird, em geral, a outra implementacao do
mesmo plano de amostragem. Uma vez que p(s;) > 0 para todo oi = 1,..., M, e
M p(si) = 1, o conjunto IT = {ag,ar,...,ap}, com ag = 0 e a; = > j=1D(s5), é
uma partigao do intervalo [0, 1]. Assim, para extrair uma amostra s segundo o plano p,
geramos um numero aleatério u no intervalo |0, 1], e selecionamos a amostra s = s; caso
a;—1 < u < a;. Ao proceder desta forma, a probabilidade de selecionarmos a amostra

s; é exatamente p(s;). Com efeito, sendo U ~ U|0, 1], a probabilidade de selecionarmos
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a amostra s; ¢ dada por
7 i—1
Plai 1 <U<a))=a;—ai1=» p(s;)— Y _p(s;) =p(si).
j=1 j=1
Como podemos concluir da descricao anterior, quando o suporte ) do plano é grande,
o método cumulativo pode nao ser exequivel.

Grande parte dos planos que consideraremos sao baseados em amostras s formadas
por unidades distintas, isto é, s; # s;, para todo o ¢,j = 1,...,n(s). Denotando por
& C .7 o conjunto de tais amostras e por ., o subconjunto de .# das amostras de
tamanho n, temos

N
7= Zu
n=0
onde

Fn=1{s €. :n(s) =n}.

Uma amostra em .¥ nao é mais do que um subconjunto ordenado da populacao.
Contém informacio sobre a ordem mas nao ha repeticdes de unidades. Como #.7,, =
| . s .
AN = %, onde AY representa os arranjos possiveis de N elementos tomados n a
—n)! n
N N

n, o nimero total de amostras com unidades distintas é de > =0 TN=J)T"

Defini¢ao 1.2.3. Um plano de amostragem (p,Q) diz-se sem reposicdo se Q C .

Caso contrdrio diz-se com reposicdo.
Os planos seguintes sao planos de tamanho fixo no sentido da definigao seguinte.

Definicao 1.2.4. Um plano de amostragem (p, Q) diz-se de tamanho fixon, comn € N,

se n(s) =mn para todo o s € Q. Caso contrdrio, o plano diz-se de tamanho aleatdrio.

Exemplo 1.2.5. Um plano de amostragem simples com reposi¢cdo de tamanho fixon € N,
que denotamos por SCR, é um plano de suporte ) = S, em que cada amostra tem

igual probabilidade de ser selecionada, isto é,

para todo o s € . Uma vez que

1
- X

1
p(s):p(sl,...,sn):ﬁx,, <

um plano SCR corresponde a extracao, ao acaso e com reposicao, de n unidades da

populacao com probabilidade %
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Exemplo 1.2.6. Um plano de amostragem simples sem reposicdo de tamanho fixo n <
N, que denotamos por SSR, é um plano de suporte Q = .7, em que cada amostra tem

igual probabilidade de ser selecionada, isto é,

1
p(s) = @,
para todo o s € .%,. Uma vez que
1 1 1

= =——— X+ X ——
p(S) p(Sl, ,Sn) NN _1 N—n—i—l’
um plano SSR corresponde a extracdo, ao acaso e sem reposicao, de n unidades da

1
N—i+1"

populacao, em que a i-ésima unidade da amostra é extraida com probabilidade

Os planos anteriores retém informacao sobre a ordem dos elementos da amostra
e, no primeiro caso, sobre a multiplicidade com que cada unidade da populagao surge
na amostra. Nao pretendendo reter tal informagao é possivel definir a partir de um
qualquer plano um novo plano a que chamamos versao reduzida do plano inicial. Re-

presentando por . o subconjunto de . definido por
S ={s€.F 15 <8< < Spe) ks

vamos denotar por r(s) a amostra de . que se obtém de s eliminando a informagao
relativamente a ordem e a multiplicidade dos seus elementos. Assim, se s = (3,6,2,6)
temos r(s) = (2,3,6), e se s = (3,2,6) temos r(s) = (2,3,6). A funcao r é uma
aplicacdo de .¥ em . chamada funcio de reducdo. O conjunto . pode ser identificado
com as classes de equivaléncia determinadas em 57 pela relacao de equivaléncia =~
definida por s &~ ¢ sse r(s) = r(t). Dito de outra forma, . pode ser identificado com a

classe dos subconjuntos de 7% .

Defini¢ao 1.2.7. Um plano de amostragem (p,Q) diz-se reduzido se Q@ C .. Caso

contrario diz-se ndo reduzido.

Um plano de amostragem reduzido é um plano sem reposicao.

Como ja referimos, sempre que um plano de amostragem é reduzido, as amostras
podem ser identificadas com os subconjuntos de 7. Desta forma, é usual escrever
s =142,3,6} em vez de s = (2,3,6) querendo com isto afirmar que o plano em causa é

reduzido.

Proposicao 1.2.8. Dado um plano de amostragem (p,Q), o plano (p*,Q*) definido
por

)= > ps), parat e Q"
s€EQ:r(s)=t
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com
Q" ={r(s) :s€Q}={te S :t=r(s) para algum s € Q},

¢ um plano de amostragem reduzido dito versdo reduzida do plano (p, Q).

Dem: Temos Q* C ., e sendo p uma probabilidade sobre @ também p* é uma proba-
bilidade sobre Q*:

Z pr(t) = Z Z p(s) = Zp(s) =1.

teQ* teQ* seQ:r(s)=t sEQ

Além disso, dado t € Q*, existe s € @ tal que r(s) = t e p(s) > 0. Por maioria
de razao também p*(t) > 0, verificando-se a condi¢do a) da definigdo de plano de
amostragem. Finalmente, dado k € % sabemos existir s € () tal que k € s. Claramente
k € r(s) € QF, existindo assim pelo menos uma amostra em Q* a qual pertence a
unidade k. |

Atendendo a que dado um plano (p,Q) podemos sempre associar-lhe um plano
reduzido (p*, @*), uma questao natural é a de saber se nos podemos limitar a considerar

planos reduzidos. Voltaremos a este assunto mais a frente.

Exemplo 1.2.9. A versao reduzida do plano SSR é dada por

(N —n)! 1

* = ! —_
p(s) =n—rp, N>

para s € Q* = .7, uma vez que o conjunto das amostras t € .7, que satisfazem r(t) = s
tem n! elementos correspondentes as diferentes permutacoes que podemos obter a partir

dos elementos de s.

Mais dificil é obter uma expressao para o plano reduzido associado ao plano SCR
pois para s € ., o nimero de tais permutacoes depende das repeticoes existentes em
s. Em particular, um tal plano nao é de tamanho fixo. Outro exemplo dum plano

reduzido de tamanho aleatério é o plano de Bernoulli.

Exemplo 1.2.10. Um plano de amostragem de Bernoulli de parametro 0 < 7" < 1 é
definido por

p(s) = (m*)" (1 — )N "),

para todo o s € @ = . (ver Exercicio 7). Este plano pode ser implementado gerando
para cada unidade k da populagdo um nimero aleatério uy (segundo uma distribuigao

uniforme sobre o intervalo [0, 1]), e incluindo a unidade k na amostra se e s6 se uy < 7*.
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1.3 Meédia e variancia de um estimador

Fixado um plano de amostragem p de suporte (), podemos considerar que uma amostra
s € @ é a realizacao de uma varidvel aleatéria S definida num espaco de probabili-
dade (2,47, P) que toma o valor s com probabilidade p(s). Assim, a distribui¢ao de
probabilidade Pg de S é definida por

Ps(s) =P(S=s)=p(s), s€ Q.

A varidvel S é dita amostra aleatéria com plano de amostragem p.
Sendo Z uma fungao que a cada amostra s € () associa o nimero real Z(s), podemos

definir a esperanca matematica de Z da forma usual:

Definicao 1.3.1. Chamamos esperanca matematica ou média de Z (relativamente ao

plano de amostragem p de suporte Q) a quantidade

E(Z) =) Z(s)p(s),
s€Q
sempre que
> 12(s)Ip(s) < oo.
s€Q
Sempre que @ ¢é finito, caso dum plano de amostragem sem reposigao, esta iltima
condicao é trivialmente verificada.
Observada uma amostra s = (31,...,sn(5)) toda a inferéncia sobre o parametro
de interesse real 6 deve ser baseada nos valores ys,, oy Ysp (e OU SEJA, NOS valores da

carateristica de interesse para as unidades que constituem a amostra recolhida.

Definicao 1.3.2. Chamamos estimador a toda a func¢do real

é(s;y):ijN—HR,
que, para cada amostra s € ., depende de y = (yk, k € %) apenas nos valores da
carateristica y para as unidades de s. Por simplicidade, escreveremos habitualmente

0(y) ou apenas 0.

Sendo 6 o parametro de interesse e 6 um seu estimador, diferentes amostras s dao
lugar a diferentes estimativas para 6. A média e a variancia de 6, relativamente ao plano

de amostragem p de suporte @), sao dadas por

E(0) =Y 0(s;y)p(s),

s€EQ

Var(0) = B0 — B(0))> =Y (0(s;y) — B(0))*p(s) = B(9)* - (B(9))*.
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Definigao 1.3.3. Chamamos viés de um estimador 6= é(y) do parametro 0 a quan-

tidade (que depende de'y)
Vis(0(y)) = E(0(y)) — 0(y)-
O estimador 0 diz-se céntrico ou sem viés se
E(A(y)) = 0(y), para todo o y € RV,

A propésito da existéncia de estimadores céntricos de um parametro de interesse,

ver o Exercicio 4.

1.4 Comparacao de sistemas de amostragem

Na teoria de amostragem pretendemos encontrar o plano de amostragem e o estimador
que nos permite obter melhores estimativas do parametro de interesse 6. A este par
formado pelo plano de amostragem e pelo estimador (p, é) chamamos sistema de amos-
tragem. A qualidade de um sistema de amostragem é normalmente avaliada através do

erro quadrdtico médio. definido por
EQM() = E(6 — 0)? = Var() + (Viés(9))>.

No caso dos estimadores céntricos, o erro quadratico médio reduz-se a variancia.
Suponhamos agora que em % estao definidos dois planos de amostragem py e po

e dois estimadores 0, (y) e 03(y), cada um deles associado ao plano de amostragem

indicado. Para comparar dois sistemas de amostragem recorremos a comparag¢ao dos

EQM associados a cada um dos estimadores envolvidos.

Definicao 1.4.1. Dizemos que o sistema de amostragem (pl,él(y)) € pelo menos tio

eficiente como (pa,05(y)). em & C RN, se
EQM(f,(y)) < EQM(05(y)), para todo oy € ¥ .

Se, além disso, a desigualdade estrita for verificada para algum'y € %, entdo (p1, 6, (y))
diz-se mais eficiente que (pg,él(y)) em % . Quando % = RN dizemos apenas que
(p1, él(y)) ¢ pelo menos t3o eficiente ou mais eficiente que (pa, ég(y)). Quando p1 = ps

dizemos que 6, (y) € pelo menos tio eficiente ou mais eficiente que éQ(y) em % .

No caso particular dos estimadores considerados 0;(y) e fa(y) serem céntricos, o
critério de comparacao anterior reduz-se a comparacao das respetivas variancias.

Reparemos que a um plano de amostragem esta, em geral, associado um custo de
amostragem que nao é tido em conta quando a comparacao de planos é exclusivamente

feita a partir dos erros quadraticos médios associados.
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1.5 Intervalos de confianca

Para parametros definidos a partir de somas, como os que consideramos atrds, é natural
esperar que os estimadores respetivos, definidos também a partir de somas dos valores
Ysis s Ysn(e) da carateristica em estudo para as unidades da amostra sy, ..., 5,(s), sigam
aproximadamente uma distribuicoes normal, quando o tamanho da amostra é grande,
isto é, R R R R

0—E() _0(Siy) —EW@(S;y) _ N(0,1).

A~ ~

Var(0) Var(6(S;y))

Resultados deste género sao validos para alguns planos de amostragem como sao os
casos dos planos de amostragem simples com e sem reposi¢ao. No caso do plano SSR,
teoremas do limite central, isto é, resultados que estabelecem a normalidade assintotica
de Y .cgyi, podem ser encontrados em Madow (1948), Erdés e Rényi (1959) e Héjek
(1960) (ver também Pathak, 1988, p. 100). A pratica habitual, que adotaremos neste
curso, é assumir que a aproximagao anterior é vélida para amostras grandes (sobre
a validade da aproximagao normal, ver Cochran, 1977, pp. 39-44). Assim, sendo 0
um estimador céntrico de 6 baseado em somas de valores da carateristica de interesse,
um intervalo de confianga para 6 com nivel de confianca aproximadamente igual a

100(1 — a)% tem por extremidades
0+ Zl—a)2 Var(f)

onde z1_, /9 € 0 quantil de ordem 1—« /2 da distribuigao normal standard. Dependendo
a variancia de 0 de carateristicas populacionais desconhecidas vamos substitui-la por

um estimador @(é) dando origem ao intervalo de confianga de extremidades
é + Zl—a/Q @(é)

Este intervalo de confianga para 6 pode ser interpretado da forma usual: se tomarmos
sucessivas amostras segundo o plano de amostragem em causa e construirmos os res-
petivos intervalos com nivel de confianga 100(1 — )%, aproximadamente 100(1 — a)%

deles conterao 6.

1.6 O tamanho da amostra

Num estudo por amostragem uma questao importante a considerar é a da determinacao
do tamanho da amostra que devemos tomar para obter uma certa precisao para a es-
timativa do parametro em estudo. Esta precisao pode ser medida através da semiam-

plitude do intervalo de confianca, habitualmente designada por margem de erro.
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Supondo que pretendemos um intervalo de confianca para 6 com margem de erro

inferior a F, o tamanho n da amostra a recolher é dado pelo menor nimero inteiro que

Z1—a/2/ Var(d) < E

E2
-
l—a/2

satisfaz a condicao

ou ainda,

Var(f) <

Como a variancia Var(é) depende do tamanho da amostra n e de parametros desco-
nhecidos, isto é, de fungoes de y, é necessario usar informacao adicional sobre a variavel
em estudo para que possamos usar a formula anterior na determinacao do tamanho da
amostra a recolher. Tal acontece, por exemplo, quando conhecemos estimativas para
os parametros desconhecidos que intervém na expressao de Var(é), obtidos num estudo
realizado anteriormente. Em alternativa, tais estimativas podem ser obtidas num es-
tudo piloto, isto é, num estudo preliminar realizado sobre uma amostra de dimensao
reduzida. Podemos também utilizar um processo de recolha da amostra em duas fa-
ses. A amostra recolhida na primeira fase é completada a seguir depois de ser usada
para estimar a variancia. Outra estratégia consiste em substituir Var(é) por um seu
majorante, caso este seja conhecido. Neste caso obtém-se um valor de n superior ao
estritamente necessario para obter a precisao desejada.

Depois de determinar o tamanho da amostra temos que analisar se devemos ou nao
considera-lo, tendo em conta o custo de amostragem que implica. Assim, podemos ser
levados a tomar para tamanho da amostra um valor que conduz a uma precisao inferior
a inicialmente fixada, mas que seja economicamente mais viavel.

Para o tamanho de amostra escolhido pelo critério anterior esperamos que
P(|é—9| <E)~1l-oa.

Por vezes, em vez duma precisdo absoluta E, pretende-se atingir uma precisio relativa

e, com 0 < e < 1, isto é, queremos escolher o tamanho da amostra de modo a termos

0
P(‘——l‘ §e> ~1-—a.
0
Neste caso, devemos tomar para n 0 menor numero inteiro para o qual

e26?
2

Var(f) < .
“l-a/2
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2

Amostragem aleatdéria simples

Amostragem simples com e sem reposi¢do. Estimacdo duma média. Comparacdo da
eficiéncia dos planos SCR e SSR. Estimag¢ao dum total, duma propor¢ao e duma razao.

FEstimacdo num dominio.

2.1 Amostragem simples com reposicao

Vimos no Exemplo 1.2.5 que o plano de amostragem simples com reposigao (SCR) de

tamanho fixo n € N é definido por

1
p(s) =p(s1,...,8n) = N
para todo o s € Q = ., = U".
Denotamos por S = (S1,...,S,) a amostra aleatéria com plano de amostragem p.

Sendo p a distribuicao de probabilidade de S, da forma produto desta distribuicao
podemos imediatamente deduzir o resultado seguinte que justifica a afirmacao feita no
Exemplo 1.2.5 de que um plano SCR corresponde a extragao, ao acaso e com reposicao,

de n unidades da populacao com probabilidade %

Proposigao 2.1.1. Num plano de amostragem SCR de tamanho n as varidveis Sy, ...,

S, sao independentes e possuem uma distribuicdao uniforme sobre % , isto ¢,

1
Po(s:) = —
S,(Sz) N’
para s; € U .
Dem: Uma vez que para s = (81,...,8,) € S = U™ se tem
1 1
P(Sl,...,Sn)(Sla--- asn) :p(817"' ,Sn) = N X X Na

onde p;(s;) = 1/N, para s; € %, sao distribuigoes de probabilidade em %/, concluimos
que Si,...,Sy, sao i.i.d. com Pg,(s;) = 1/N, para s; € % . [ |

17
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Teorema 2.1.2. Num plano de amostragem SCR de tamanho n, a média empirica

@z%Zyk

kesS

€ um estimador céntrico de y com variancia

Var(y) =

s 'I&;

Dem: Tendo em conta que

??:% = Zysﬂ

kesS
e que, pela Proposigao 2.1.1, as varidveis yg;,7 = 1,...,n sao i.i.d. temos
. 1<
E()) ( %m) E(ﬂ ;ys> E(ys,)
e

Var () var< Zy5> = %Var(ygl).

Usando agora o facto, estabelecido na Proposicao 2.1.1, de que a variavel Sy é unifor-

memente distribuida sobre %, obtemos

E(ys,) = Y yeP(S ):%Zyk:g

ke kew

e
Va‘r(ysl) = E(ysl - E(ysl))2 = E(y51 - g)Q
=D = 9)*P(S1=k)
keff
= 7 Z Yk — y - Uya
keff

o que conclui a demonstracao. |

A expressao para a variancia do estimador 7 obtida no resultado anterior é seme-
lhante & que se obtém no caso da populagao infinita com observagoes independentes.
Tal nao é de admirar uma vez que, sendo a amostragem feita com reposi¢ao, estamos,
de certa forma, a fazer com que a populacao se assemelhe a uma populacao infinita.
Por mais que continuemos a observar, nao conseguimos obter informacao sobre todas

as unidades da populacao. Uma tal expressao mostra ainda que a sua precisao depende
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exclusivamente do tamanho da amostra recolhida, tamanho este considerado como uma
quantidade absoluta, e nao do tamanho da amostra relativamente ao tamanho da po-
pulacao. Este facto é observado, numa fase muito inicial do desenvolvimento da teoria

estatistica da amostragem por Bowley (1913, p. 673).

Teorema 2.1.3. Num plano de amostragem SCR de tamanho n > 2, a wvariancia

1 A
22 _ 219
Sy_n_lz(yk‘_y)

keS

empirica

¢ um estimador céntrico da variancia (nao corrigida) da populacdo o

Dem: Tendo em conta que

Y= =D (-9 —ny

keS kesS =1

<)y
|
S
N—
(V)
Il
7]
<
n
|
<
S~—
|
S
—~
<)y
|
S
N—
V)

temos

n—1 n—1 Y n

o2
E(8%) = ! (nVar(yg, ) — nVar(y)) = ! <na2 - n—y> = O';. [ |

Dos resultados anteriores concluimos que num plano de amostragem SCR de tama-

nho n a variancia de y pode ser estimada de forma céntrica por

3 [

Var(y) =

Tendo em conta os resultados anteriores, num plano de amostragem SCR de ta-
manho n o intervalo de confianca para a média populacional y de nivel aproximado
100(1 — )% terd por extremidades

- 8y
YT 22—
af \/ﬁ
Pretendendo um intervalo de confianga com margem de erro inferior a um valor £
fixo a partida, o tamanho n da amostra a recolher deve ser tal que

o
Y < E

21—04/2\/E =

isto é,
2 2
“1—a/2%
n>—.
Sendo a variancia 05 desconhecida, na pratica esta é substituida por uma estimativa
obtida num estudo anterior ou a partir de uma amostra preliminar de dimensao pe-

quena, ou por um majorante, caso este seja conhecido. Por exemplo, quando y é uma
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carateristica dicotémica, sabemos que O'; =y(1—y9) < i. Usando este majorante para

05, a férmula anterior fica

2
. “la/2
~ 4FE?
Por vezes, em vez da precisao (absoluta) E, pretendermos obter uma precisao rela-

tiva e, para algum 0 < e < 1, isto é, queremos que P(|y/y—1| < e) ~ 1 —a, o tamanho

n da amostra deve ser escolhido de forma que

2 2 2 2
z o z CV
n> 1—a/2%y _ (1 - N_l) lfa/z y’

€2§2
Cv, = \/s§/§2

¢é o coeficiente de variacdo de y. Esta medida de variabilidade relativa nao depende da

e

onde

unidade de medida. No caso em que usamos dados de estudos anteriores para aproximar
a variancia, verifica-se que o coeficiente de variagao é, por vezes, mais estavel do que a

propria variancia.

2.2 Amostragem simples sem reposicao

Vimos no Exemplo 1.2.6 que o plano de amostragem simples sem reposigao (SSR) de

tamanho fixon € N, com 2 <n < N, é definido por

1 N —n)!
p(S):p(Sl,...,Sn):A—N:%,

n
para todo o s € Q = .7, (versdo nao reduzida do plano).

Denotamos por S = (S7,...,S5,) a amostra aleatéria com plano de amostragem p.
Proposigao 2.2.1. Num plano de amostragem SSR de tamanho n as varidveis S1, ..., Sy
possuem um distribuicdo uniforme sobre % com

1
P(s,.5,)(8is85) = NV =1’
para s;,8; € % com s; # s (assim Si,...,S, nao sio independentes).

Dem: Para s;,s; € % com s; # s; e i < j temos

P(SZ :Si,Sj = Sj)
:P(51e%,...,Si:si,...,Sj:sj,...,Sne%)
= Z Po(s1,..0,8iy-- 285, 5n)

5150003831385 4 150098 —1,5j415e-sSnEX
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= Z DP(S1y- s Siseey8jyenySn)

(81500 Siyeee Sjrees sn)€ESn

, 1 (N2 (N —n) 1

— AN~ — —
2 AN (N —n)! NI N(N —1)

As varidveis S; possuem um distribuicao uniforme sobre % :

1
P(Sz‘:Sz‘): Z P(SiZSi’szsj):(N_l)m:N' [
S;EU 5 #5;

A variancia da média empirica num plano de amostragem simples sem reposicao
de tamanho n, que apresentamos no resultado seguinte, foi primeiramente obtida por
Isserlis (1915).

Teorema 2.2.2. Num plano de amostragem SSR de tamanho n a média empirica

@z%Zyk

kesS

€ um estimador céntrico de iy com variancia

n\ 52
Var(y) = <1 — —>—y
) N
Dem: Tendo as varidveis S, ...,.S, uma distribui¢ao uniforme sobre %, podemos usar

os argumentos utilizados no plano SCR para concluir que 3 é um estimador céntrico de
y (ver demonstracao do Teorema 2.1.2). Relativamente a variancia do estimador, uma
vez que as varidveis yg, nao sao independentes, esta exprime-se nao sé6 em termos das

variancias das varidveis yg, mas também em termos das respetivas covariancias:

. 1 1
Var(g) = COV(ﬂ,ﬂ) = ﬁ Z COV(ySmij) = E (Var(ysl) + (’I’L - 1)Cov(yslay52)) .
ij—=1

Da Proposigao 2.2.1 e da demonstracao do Teorema 2.1.2, temos

N -1

E(ys,) =y e Var(ys,) = 02 =N 82.

Além disso, temos também

Cov(ys,,ys,) = E((ys, — 9)(ys, — 7))

= Z (y —9)(y —y)P(S1 =k, S2 =1)
kEX k£l
- m S k-0 - ),

klew k£l
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onde )
0= (Tw-0) = ¥ G-n-n+ Xm0
kew k1 k£l kew
Assim
Covlys, ys,) = o S (e~ 5 = 22
0 = — — = ——=.
kew
Usando os resultados anteriores obtemos finalmente
. 1(N-1, sy n\ sy
Var(y)zﬁ< N Sy_(”_l)ﬁ>:(1_ﬁ)? [ |

Do resultado anterior concluimos que a variancia do estimador nao depende ape-
nas do tamanho da amostra mas também da relacao entre o tamanho da amostra e o
tamanho da populagao através do fator 1 — n/N dito fator de correcdo para populagdes
finitas. A fraccao n/N é dita taxa de sondagem ou taxa de amostragem. Contrariamente
ao plano SCR, no caso do plano SSR as amostras tém no méaximo tamanho N, caso
em que recolhemos informacao sobre todas as unidades da populagao. Isso explica a
variancia nula que obtemos para o estimador da média quando tomamos n = N. No
entanto, quando o tamanho da populacao é muito grande, levando a que a taxa de amos-
tragem seja necessariamente pequena para amostras de tamanho razoavel, verificamos
que, tal como acontece no plano SCR, a precisao do estimador depende principalmente
do tamanho da amostra recolhida e nao da taxa de amostragem.

Seguindo as linhas da demonstracao do Teorema 2.1.3, podemos concluir que o

2
Y

caso do plano SCR, mostramos que §

estimador §2 é, no caso do plano SSR, um estimador céntrico de 32. Reparemos que no

2 2 mas de o2.

, era estimador céntrico, nao de sy, Y

Teorema 2.2.3. Num plano de amostragem SSR de tamanho m > 2 a wvariancia

1 R
22 212

kesS

empirica

2

€ um estimador céntrico da variancia corrigida da populagao s;,.

Pelo resultado anterior, concluimos que num plano de amostragem SSR de tamanho

n a variancia de y pode ser estimada de forma céntrica por

32

- (1- 1)

Tendo em conta os resultados anteriores (e assumindo a normalidade assintética

da média amostral 7), num plano de amostragem SSR de tamanho n o intervalo de
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confianga para a média populacional § de nivel aproximado 100(1 — «)% terd por

extremidades
- n s,
YT Z21-a/2 -~
a/ Nn
Pretendendo um intervalo de confianga com margem de erro inferior a um valor £

fixo a partida, o tamanho n da amostra a recolher deve ser tal que

n s
Z1—ay2)1— N\/_yﬁ <FE
isto é,
2 2
1—a/2%
nz E2 + 2 2/N'
“1—a/25%y

Reparemos que quando N é grande relativamente a variancia populacional, a férmula
anterior reduz-se a que obtivemos para o plano SCR.
No caso de especificarmos uma precisao relativa e, com 0 < e < 1, obtemos a
férmula
2 2 2 2
Z1-a/25% Z—a2CVy

e?y? + z%_a/QSZ/N T2y z%iaﬂCV;/N'

n >

(2.2.4)

2.3 Comparagao da eficiéncia dos planos SCR e SSR

Representando por ys., € yssr 0s estimadores da média considerados atrds em cada um

dos planos SCR e SSR, dos resultados anteriores concluimos que

3 o; 1\ s;
EQM(fier) = £ = (1)

N/ n
(&
EQM(yssr) = (1 - N)g

Assim, o plano de amostragem SSR é mais eficiente que o plano de amostragem SCR
para todo o n > 2. Quando N ¢é grande relativamente a n, as diferencas entre os
dois planos nao sao significativas. No entanto, quando o tamanho da populagao nao é
grande e a amostra inclui uma parte importante da populacao, a vantagem do plano
SSR relativamente ao plano SCR pode ser muito significativa.

Reparemos que os custos dos dois planos nao sao necessariamente os mesmos, sendo
em geral menor o do plano SCR uma vez que as unidades repetidas sao apenas obser-
vadas uma vez. Por isso, a comparagao anterior, exclusivamente baseada nos erros
quadraticos médios dos dois sistemas de amostragem, nao reflete a questao dos custos

de amostragem envolvidos. Para mais informacao sobre esta questao ver Pathak (1988,
p. 108).
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2.4 Estimacao de outros parametros de interesse

No que se segue consideramos apenas o plano SSR. Resultados analogos podem ser

deduzidos para o plano SCR.

2.4.1 Estimacao dum total

Resultados andlogos aos que obtivemos para o estimador da média y podem ser facil-

mente obtidos para o estimador do total ¢, = Ny definido por
. N .
by=—> ux=Ny.
keS

Atendendo aos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3, fy ¢ um estimador céntrico de t, cuja

variancia é dada por

)

3 |

Var(t,) = N? <1 — %)

e um estimador céntrico desta variancia é dado por

a2

Var(,) = N?(1 - %)%y

O intervalo de confianca para o total populacional ¢, de nivel aproximado 100(1 —
)% terd por extremidades
R n s
tyizlia/zN — N\/—yﬁ
Pretendendo um intervalo de confianga com margem de erro inferior a um valor E fixo

a partida, o tamanho n da amostra a recolher deve ser tal que

2.2 2
N2_a )25y

n > .
= 2
E? + Nzl_a/QSZ

No caso de especificarmos uma precisao relativa e, com 0 < e < 1, o tamanho da

amostra deve satisfazer (2.2.4).

2.4.2 Estimacao duma proporcao

Suponhamos agora que y é uma carateristica dicotéomica, isto é, yr = 1 se a unidade
k tem a propriedade em estudo e y; = 0 se tal nao acontece, e que o parametro de
interesse p é a proporcao de individuo com tal propriedade na populacao. Neste caso

temos
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o que justifica considerar-se o estimador de p dado por

<

ﬁ p—
Sabemos que p é um estimador céntrico de p (Teorema 2.2.2),
E(p) =E@y) =y =rp,

com variancia dada por

Var(p) = Var(j) = (1- )

onde
2

N

A variancia anterior pode ser estimada de forma céntrica por (Teorema 2.2.3)

82

— n S
Var(p) = (1 - —)—y,
ar(p) N/)n
onde
) no ~
= 1—p).
8y = —P(1=p)

O intervalo de confianga para o total populacional p de nivel aproximado 100(1—a)%

Pretendendo um intervalo de confianca com margem de erro inferior a um valor E

terd por extremidades

fixo a partida, o tamanho n da amostra a recolher deve ser tal que

n> z%_a/gp(l - p)
T E2(1-1/N)+ 27, op(1=p)/N

Sendo a expressao anterior uma fungao crescente de p(1—p) e sabendo que p(1—p) <
1/4, nao havendo informagao preliminar sobre p podemos substituir na férmula anterior
p(1 — p) por 1/4 obtendo

2
“l-a/2

> .
"EURA-1N) 2, /N

No caso da populacao ser de grande dimensao, as expressoes anteriores podem ser

aproximadas pelas expressoes bem nossas conhecidas

22 1-—
n> 1_a/2p( p)

2
“la/2

n -~ 152 .
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2.4.3 Estimacao duma razao

Suponhamos agora que pretendemos estimar a razao entre duas média

SIS

onde Z # 0 e as duas varidveis yx e xj devem ser medidas em cada unidade da amostra.
Num plano de amostragem SSR sera natural tomar como estimador o quociente dos

estimadores céntricos de tais quantidades

>
Il
SHESES

onde

8P

NadN
S|
S|

D uk e D
kes kes

que é dito estimador de tipo racio. Estimadores deste tipo podem surgir porque esta-
mos diretamente interessados em estimar uma razao, mas podem também surgir por
outras razoes, algumas das quais estudaremos neste curso. Uma dessas situagoes ocorre
quando estamos interessados em estimar o total ¢, mas nao conhecemos a dimensao
N da populacao, o que nos impede de usar o estimador fy = Ny. No caso de conhe-
cermos o total t, duma varidvel auxiliar = sobre a populacao (o que nao quer dizer
que conhecamos x; para toda a unidade da populacao), serd natural estimar t, através
do estimador de tipo récio fy = t,y/T uma vez que N = t,/T. Este estimador serd
estudado no Capitulo 4.

Sendo 7 um quociente de quantidades aleatorias, levanta-se naturalmente o pro-
blema do cédlculo da média e da variancia de 7. O que faremos a seguir é apresentar
expressoes que nos permitam o célculo aproximado de Viés(7) e Var(7). Tal serd feito a
partir de desenvolvimentos de Taylor da funcao h(z,y) = y/z. Com efeito, atendendo

a que

Oh _y Oh 1 9%h 2y 0%h 1 9%h _
%(x’y) - _ﬁa a_y(xay) 5? @(ﬁ,y) - E? (9x—(9g/(x’y) - _ﬁa a—yQ(x’y) - 0’

entao usando a férmula de Taylor e desprezando os termos de ordem superior a segunda

temos
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A partir do desenvolvimento anterior, obtemos a aproximacao para o viés de 7 dada

por

~B(LE -2 - -2 - )
= EVar(ﬂ%) %COV@?@
_ rVar(Z) ;2COV(CQUa?7)' (2.4.1)

Para obter uma aproximacao para a variancia do estimador consideramos a apro-

ximacao de 7 — r baseada nos termos de primeira ordem do desenvolvimento anterior

. 2y Ao 1 -
= —Var(z) — ECov(x,y) + E—Var(y)

r?Var(z) — 2rCov(z, %) + Var(y
= () xz( ) ( ) (2.4.2)

Proposigao 2.4.3. Num plano de amostragem SSR de tamanho n > 2 temos

onde

ke
¢ a covaridncia (corrigida) entre as as varidveis x ey. Além disso, a covaridncia empirica
entre x ey, definida por

1
n—1

> (k= 3)(ye — B),

kesS

Sxy =

¢ um estimador céntrico de Sy .

Dem: A primeira parte é consequéncia da igualdade

ENPS 1 n—1
COV(m, y) = E COV(Sﬂsl,ySl) + T COV@Sl,ySz),

onde )
Cov(ws,,ys,) = &7 > (zk— )k — 1)
kew
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m > (xk_j)(yl_g):—mZ(xk—i“)(yk—@)-

k€% k] kew

Cov(zs,,ys,) =

Para concluir que 5, ¢ um estimador céntrico de s,,, basta ter em conta que

S [ B C () .
=1

Finalmente, tendo em conta a proposi¢ao anterior e as expressoes (2.4.1) e (2.4.2),

obtemos: )
n\Ts;— s
Vids(#) ~ (1 - —> T Say 2.4.4
(1) (1- ) (2.4.4)
¢ 2., 2.2 2
n\ S+ r<ss — 2rsmy n\ s
Var(7 %(1——) y v :(1——) : 92.4.5
(") N z2n N/ z%n ( )
com z a variavel auxiliar definida por
2 =Y —TTr, k€ U.
Estimadores das aproximagoes anteriores podem ser obtidos substituindo z, 7, s2, 332;
€ Szy POT T, T, 82, §§ e 54y, respetivamente. O estimador de Viés(7) é dado por
Vids(7) = (1_2)M (2.4.6)
N #n -
e o estimador de Var(7) é dado por
52 4 2222 - 2
— n\ S, + 7985 — 275,y n\ &2
Var() = (1- =) 2= -(1-%) = 2.4.7
(") N z2n N/ x2n’ ( )

onde

2y =y — rxp, k €S

Atendendo a que a aproximagao obtida para o viés de 7 é desprezavel relativamente
a raiz quadrada da aproximacao obtida para a sua variancia, quando a amostra é grande
o intervalo de confianca para r pode ser construido da forma habitual, desprezando-se
o termo de viés. Neste caso um intervalo de confianca para r de nivel aproximado
100(1 — o)% ¢ dado por

T+ Zl—a/Z @(f)

Caso contrario, um intervalo de confianca para r de nivel aproximado 100(1 — )% é

dado por

P — Vids() + 21 2\ Var(#).
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2.4.4 Estimacgao num dominio

Recolhida uma amostra S de % segundo um plano SSR de tamanho n, pretendemos
agora estimar totais ou médias em subpopulagoes de % também denominadas dominios.

Designando tal dominio por %y C %, estamos interessados na estimacao do total e

tOy = Z Yk

ke

_ 1
Yo = Fo Z Yk
ke

média de % definidos por

onde Ny é o tamanho, habitualmente desconhecido, do dominio %4. A situagao que
agora consideramos € ainda mais interessante se pensarmos que nao possuimos a partida
qualquer listagem de %), o que nao nos permite extrair uma amostra SSR de % para
estimar os parametros anteriores.

Atendendo a que a amostra S foi recolhida de % e nao de %, para apresentarmos
estimadores das quantidades anteriores é necessario converter os parametros anteriores

em parametros relativos a populacao % . Para tal, basta definir a varidvel auxiliar

Yk, ke %0
Vi —
0, k¢,
o que permite reescrever tp, e 7o como parametros relativos a populacao % . Assim,
toy =Y t Jo = —t
= v = e = — s
Oy k v Yo No v

ke

onde t, e ¥ sdo o total e a média da carateristica v na populagdo % .

Estimacao do total
Tendo em conta o que vimos atras, um estimador céntrico de tq, = t,, ¢ dado por
- N N
t = — e
0y = ka o Z Yk
kesS keSo

onde S é um SRS de tamanho n de % e Sy = SN%. De §2.4.1 sabemos que a variancia
de foy é dada por

)

3 | &

Var(g,) = N? <1 — %)

e que esta pode ser estimada sem viés por

3 | &R

Var(fy,) = N2<1 - %)
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onde

o1

Su =7 Z(vk—i’))Q.

keS

Notemos que a variancia 2 pode ser calculada unicamente a partir da amostra Sy
Com efeito,

. ng—1.
82— 2

no < nO)iQ
S 1-20

v n—180y+n—1 n
com ng = n(Sp),

(2.4.8)

Estimacgao da média

De forma analoga, caso conhecamos Ny, um estimador céntrico de gy = N%)tv é dado
por

- 1. 1 N N1
U _ _t = — = — .
I = Fyt = Wy 2 Yk
kesS keSo
A variancia de 9y é dada por

Var(io) = 2 (1- 2) %

e pode ser estimada sem viés por

N

— . N? n\ 82
Var(yg) = — (1 — ) 2.
Caso o tamanho Ny do dominio % nao seja conhecido, o parametro gy é o quociente

dos totais t, e Ny. Com efeito, Ny nao é mais do que o total da variavel auxiliar u
definida por

1, ke
up =
0, k¢ U
isto é,

NQ - Zuk

ke
Assim, um estimador céntrico de Ny é dado por

N N
NOZ_ E Uk,
n

kesS
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o que nos leva ao estimador de gy dado por

o 1
yo:zvk/zuk:— S e
no
keS keS keSo

onde ng = n(Sy), que ndo é mais do que a média amostral relativamente & amostra Sp.
Uma aproximacao para o viés deste estimador de tipo racio pode ser obtida a partir
da expressao (2.4.4). Como a varidvel auxiliar u é dicotémica e vy = u = 0, para todo
o k € %, uma tal aproximacao é sempre igual a zero, o que significa que o intervalo de
confianga sera construido como se se tratasse de um estimador céntrico. O estimador

(2.4.7) para a variancia de gy pode ser escrito na forma

— . n n ng—1 §3
Var(yo) = <1 — N) —

n—1 ng ngo

Quando o tamanho da amostra é grande, é de esperar que ng/n ~ Ny/N e nesse
caso a expressao anterior para Var(yo) é proxima da do estimador da variancia da média

amostral num plano SSR de tamanho ng (ndo aleatério) sobre %p:

—— no\ 8%
Var(yo) ~ (1 — — | —2.
No ) ng
Quando assumimos que Ny era conhecido, vimos que o estimador 7y de 7y era

céntrico e que a sua variancia podia ser estimada por

— N2 n\ §2
Var(ii :—(1——)—”.
ar(yo) NZ N7

Quando o tamanho da amostra é grande, de (2.4.8) temos também

— . 2 e N
Var(io) = 15 (1 - 5 ~ Var(jo).

22

n ) ng — 1 Spy
n—1n

0 que sugere que o estimador ﬁo possa ser mais eficiente que 7o quando pretendemos

estimar a média do domfnio quando Ny é conhecido. Nesse caso, a utilizacdo em iy da

informacao sobre o tamanho Ny do dominio nao traria vantagem na estimacao de .

2.5 Alguns resultados de simulagao

Para algumas das populagoes disponiveis na livraria ‘sampling’ do R, usamos o método
de Monte Carlo para descrever a distribuicao de alguns dos estimadores considerados
neste capitulo. Para tal, consideramos 1000 repeticoes do processo de amostragem

para os planos SCR e SSR de tamanho n, e para o plano de Bernoulli de parametro
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7 = n/N. Em todos os casos tomamos n = 100. Nos graficos seguintes, a linha

a vermelho indica o verdadeiro valor do parametro de interesse, e os circulos a azul
indicam a média das estimativas obtidas. No caso dos estimadores céntricos, estes

circulos devem estar sobre a linha a vermelho.

Exemplo 2.5.1. Varidvel de interesse: y = belgianmunicipalities$ Taxablelncome (N =
589). Parametro de interesse: t,. O gréfico da direita descreve a distribuigao dos

tamanho das amostras obtidas pelo plano de Bernoulli.

[e
? [¢] o [}
S
@ o]
0 - 8
© 8
o] o :
N .
8 i '
— [e] '
g 8 )
' o :
' ' '
' . ' — — .
o] ' ' ' i '
=} ' ' ' .
T ! ' '
o ' !
0 ' : | Q
“‘ : ; 1 =] >
° ° Py T
- o _| '
(2] '
' | |
] ; ‘ ‘ ;
% 3 ! : 8 :
4 o]
-
T T T
SCR SSR Bernoulli
o
o] o o]
o n -
S - o 0
S ° — -9
o™ —_—
8

25000
|
%o
12000
|

o
S 8
S S . ;
* = | : |
8 ‘ ‘ 3 3 |
S - : ' ' S ' : .
- . , ' S — : ' '
1 1 ; b o —5
‘ _ g o
T T T T T T
SCR SSR Bernoulli SCR SSR Bernoulli
(a) Exemplo 2.5.2 (b) Exemplo 2.5.3

Exemplo 2.5.2. Varidvel de interesse: = = belgianmunicipalities$Tot04 (N = 589).

Parametro de interesse: t,.

Exemplo 2.5.3. Variaveis de interesse: y e x definidas nos exemplos anteriores.

Parametro de interesse: t,/t,.
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Amostragem estratificada

Estimacao da média num plano de amostragem estratificada. Amostragem estratificada
com afetacdo proporcional. Comparagao da eficiéncia da amostragem estratificada com
afetacao proporcional com SSR. Afetacdo de Neyman. Afetacao e custo. Ponderagoes

amostrais.

3.1 Definicao do plano de amostragem

Neste capitulo admitimos que a populagdo % se encontra dividida em H subpopulagoes

disjuntas, %, para h = 1,..., H, isto é,
H
U#=2% e wnu=0i+#;
h=1

A cada uma destas subpopulacoes, %,, chamamos estrato, e ao nimero, Ny, de unidades
que a constituem chamamos tamanho do estrato %4,. O tamanho da populagao nao é

mais do que a soma das dimensoes dos estratos que a constituem:

H
N=> N
h=1

Admitiremos que o tamanho de cada estrato é conhecido, podendo, assim, ser conside-
rado como informacao auxiliar sobre a populacao.
O plano de amostragem estratificada (simples sem reposi¢ao) consiste na extragao

h

de amostras s nos estratos %4, segundo planos de amostragem SSR de tamanho ny,

independentes entre si. A amostra final s é assim constituida por estas amostras parciais

onde s” efnh parah=1,... H.

35
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O plano é assim definido por

= — X

1 1
1 H

e X —,
) Ah Al

(versao nao reduzida) para qualquer amostra s € Q = 5’7,111 Xee e X fnli], onde j,fh C U,.

Este plano de amostragem é de tamanho fixo

H
A
h=1

Representamos por S = (S1, ..., S%) a amostra aleatéria que tem p como plano de
amostragem, onde as amostras aleatérias Sj, possuem planos de amostragem SSR de
tamanho ny, sobre %},. Atendendo a forma produto da distribuigdo de S as varidveis
St ..., 8" sdo independentes.

Tal como acontecia no capitulo anterior o nosso objetivo continua a ser o da es-
timacao de parametros (média, total, etc) associados a uma carateristica de interesse

y definida na populacao % .

3.2 Decomposicoes da média e da variancia

Denotando, para h =1,..., H, por

gh - Z Yk,

" ke,

yh__ Z Yk — Un)”

kGOZ/h

e por

1
2 E _ =\2
Syh - Nh _ 1 (yk‘ yh)
ke,

a média, a variancia e a variancia corrigida da carateristica de interesse y no estrato

Uy, a média g e a variancia 05 podem ser escritas como

‘dl

I I I P R

kegi/ h=1 ke, ke,
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1 H
UZZN (ye —9)° ZZ yr — 7)°
h=1 ke,

B
N
X

H
1 —_ j— —
= NZ ((ye — 5n) + (Gn — 9))°
h=1kc?,
H
NZZ vk~ Gn)° ZZ (o~ )
h=1ke%, h 1 ke,
H H
Ny, Ny, _
= W O-Zh + Z W (yh - y)2 = J;,intra + J;,inter’
h=1 h=1

37

(3.2.1)

obtendo-se a identidade usual da andlise da variancia que exprime a variancia popula-

cional como soma das variancias intraestratos e interestratos.

3.3 Estimacgao da média

O resultado seguinte é consequéncia imediata dos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 e da inde-

pendéncia entre as varidveis S*, para h = 1,...,H. A decomposicido obtida para a

média populacional § como média ponderada das médias dos estratos gy, explica to-

marmos como estimador de y uma média ponderada, com as mesmas ponderagoes, das

médias amostrais nos diversos estratos (ver Exercicio 20).

Teorema 3.3.1. Num plano de amostragem estratificada o estimador

IS Nha
Yest :Zwyh
h=1
onde
A 1
Yn = o Z Yk
keSh

a2 n

S h h

Vartien) = 3 35 (1= 5, )

h—1 h h

Além disso, seny, > 2 para h=1,..., H,

H 32
N? h

i =3 (1 )
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com

¢ um estimador céntrico de Var(iest).

Assim, o intervalo de confianca para g de nivel aproximado 100(1 — «)% é dado por

H a2
p 3 Ni np \ Syh
Yest + Zl—a/Q NZ (1 - N > 7”31,; .
h—1 h h

3.4 Tamanho da amostra: afetacao proporcional

Atendendo a expressao da variancia do estimador da média obtida no Teorema 3.3.1,
o tamanho da amostra a recolher para obter um intervalo de confianga de nivel apro-
ximado 100(1 — &)% com margem de erro nao superior a um valor E fixado a partida

devera ser determinado a partir da desigualdade

T N2 N\ Son
h Y
S0y 2 s _Nh> o = F
h=1

Assumindo que em cada estrato recolhemos uma fracao wy, de n fixada previamente,

isto é, n;, = nwy, obtemos

H
2 Nip 5
217/22 2, Syh
@ h_Nwhy
n> =1
= H

v
B2 a3 o )/

h=1

Usando o principio da afetagcdo de proporcional proposto por Bowley (1926), toma-

mos

wp, = Ny /N,

caso em que a férmula anterior se reduz a
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No caso particular em que y é uma carateristica dicotémica e nao temos informacao

prévia sobre pp, podemos ainda escrever

> N
Zl—a/Q Z N(Nh _ 1)
h=1
n >

jti )

N2
4E? + 22 ( 7’1) N
1—a/2 ]; N(Nh o 1) /

uma vez que 532;/1 < Np/(4(Np — 1)). Se assumirmos que Np/(Np — 1) = 1 (o que

acontece quando os estratos sao grandes), podemos usar a férmula simplificada

2
"> “1- a/2
T AE? 4 22

1— a/2/N.

3.5 Eficiéncia relativamente ao plano SSR

Antes de apresentarmos as condigoes exatas sob as quais o plano de amostragem estra-
tificada com afetacao proporcional é mais eficiente que o plano SSR, comecamos por
mostrar que serd de esperar que tal aconteca sempre que as dimensoes dos estratos
sejam grandes, isto é, 1/Nj, ~ 0. Com efeito, tendo em conta a decomposi¢ao (3.2.1)

podemos escrever

Ny,
N

M=

cID[\.')
I
=
ql\.')
)
M=

Np
2 2 ~ 2 2
N Uyh + Uy,inter ~ Syh + Uy,inter?

>
Il
—
>
Il

1
e assim do Teorema 2.2.2 obtemos a aproximacao
. n 532, Ny, s yh n Uz,mter
Var(ier) = (1= ) 5 = (“N)I; R U O e

onde ¥, 6 0 estimador da média por nés considerado no plano SSR (média empirica).
Por outro lado, usando agora o Teorema 3.3.1 e denotando por ¥, 0 estimador da

média num plano de amostragem estratificada com afetacao é proporcional, temos

H 2 H 2
Ni% Syh Np y
Var (§pro) ;W@ w1 y) ZW?

uma vez que np /Ny ~n/N. Assim

2
T Var(s n\ Oy
Var(gesr) = Var(gpro) + (1 a N> %
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de onde concluimos que a vantagem da amostragem estratificada com afetacao propor-
cional é maior quando a variancia interestratos é maior (o que implica que a variancia
intraestratos seja menor, uma vez que a variancia global 05 é constante).

A comparacao exata entre os dois planos é estabelecida no resultado seguinte, onde
assumimos que os efetivos dos estratos n, = nNy /N sao inteiros. Dele se deduz que a
vantagem da estratificacdo com afetagao proporcional sera tanto maior quanto mais os
estratos forem constituidos por unidades entre si homogéneas e os estrato forem mais
heterogéneos entre si. O resultado vale também para os estimadores dum total ou duma

proporcao.

Teorema 3.5.1. Se np, = nNy/N, para h = 1,...,H, entdo o estimador ﬁpro € mais

eficiente que sy SS€
H H
N\ o . 2
> (1 - W) Son < Y Nu(gn —9)*.
h=1 h=1

Dem: Da expressao obtida acima para a variancia do estimador da média quando a

afetagao é proporcional deduzimos que Var(ypro) < Var(yss,) sse

Z N Sop < (3.5.2)

Para concluir basta usar a decomposigao (3.2.1) de onde sai a igualdade

H H
1

2 2 9

Sy—m<Z(Nh_1)5yh+];Nh(yh_y)>- u

h=1
3.6 Afetacao de Neyman

Uma abordagem distinta para a questao da afetagao é proposta por Neyman (1934), que
sugere escolher nq,...,ny de modo a minimizar a variancia de 3. Neste caso dizemos
que temos um plano de amostragem estratificada com afetacdo optima ou afetacdo de
Neyman. Apesar do nome de Neyman ter ficado associado & afetacao Optima, esta
terd sido primeiramente considerada por Chuprov (1923). Como veremos a seguir, a
minimizacao da variancia pode ser conseguida através dum método engenhoso sugerido

por Stuart (1954) que tira partido da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Proposigao 3.6.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer a = (aq,. .., ay)
eb=(by,...,by) em R*, com k € N, tem-se

(o) < (54) (59)

1=
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Além disso, vale a igualdade sse a € maltiplo escalar de b, isto €, sse existe X\ € R tal

que a = \b.

O resultado seguinte estabelece a forma como devemos afetar observacoes a cada
estrato de forma a minimizar a variancia Var(yes;) para um tamanho de amostra n fixo
N . N H
a partida, ou como podemos minimizar o tamanho da amostra ) ;" ; nj para um valor

fixo de Var(yest)-

Teorema 3.6.2. Num plano de amostragem estratificada de tamanho fixo n, os valores

L. H .. . S ~
de ni,...,ng positivos, com Y,y np = n, que minimizam Var(yes:) sdo dados por

H
np = nNhsyh/ E leyla
=1

para h = 1,...,H. Por outro lado, os walores positivos, ni,...,ng, que minimizam

ZhH:1 ny, para um valor fizo V de Var(ijes;) sio dados por

1 & 1 &
np = Nhsyh <m Z leyl> / <m Z lezl + V) s
=1 =1

para h=1,..., H.

Dem: Pelo Teorema 3.3.1, a variancia de 9.5 ¢ dada por

H 2 2
1 < 25 1 = 2
= 13 > Nhn—h — 2 > Nipsiy, (3.6.3)
h=1 h=1
onde apenas o primeiro termo depende de ny,...,ny. Minimizar Var(ijes) para um

valor fixo n de zthl nyp, ou minimizar Zthl ny, para um valor fixo V de Var(yes) é

assim equivalente a minimizar o produto

H 282]1 H
() ()
h=1 h=1

que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, satisfaz

H ¢ Szh H N H N 2
() () = ()
Atendendo a que o segundo membro nao depende de nj,, o minimizante que procuramos
nao é mais do que o vector (ny,...,ny) que, para todo o h = 1,..., H, satisfaz a
igualdade

Syh

N,
h\/n—h

= )‘\/ N,
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para algum A € R, ou seja,
1

ny = Nhsyhx- (3.6.4)
No caso em que n = ZhH:1 ny, ¢ fixo, de (3.6.4) obtemos
1 H
X = n/ Z Nhsyh
h=1
e a primeira parte do resultado fica provada.
No caso em que V = Var(yes) é fixo de (3.6.3) e (3.6.4) tiramos que
gl 1 &
2
V=53 2 Nusun = 53 D Nusi
h=1 h=1
ou ainda
1 1 & 1 &
2
X = <m ZNhSyh> / <m ZNhSyh + V) )
h=1 h=1
0 que permite obter a segunda parte do resultado. |

Uma consequéncia importante do resultado anterior, que historicamente implicou
uma mudanga na forma de pensar a amostragem, é o facto dele preconizar que em
estratos mais homogéneos, isto é, com menor variabilidade, a afetacao deve ser inferior
a de estratos menos homogéneos. Isto implica que as probabilidades de inclusao de
unidades na amostra, que sao iguais para todos os elementos da populagao quando a
afetacdo é proporcional, sejam diferentes para unidades pertencentes a estratos dife-
rentes. Essa probabilidade é maior para uma unidade pertencente a um estrato com
grande variabilidade (a este propdsito, ver o Exercicio 19).

Reparemos que os valores ny resultantes da afetacdo de Neymann dados pelas ex-
pressoes anteriores podem ser superiores a N;. Tal pode acontecer, em particular,
quando os estratos sao pequenos mas possuem grande variabilidade. Se para um deter-
minado estrato %4, obtemos uma afetacdo superior ao tamanho do estrato serd natural
tomar ny = Njp e usar a afetacdo de Neymann relativamente aos restantes estratos
para obter uma amostra de tamanho n — ny.

A segunda parte do resultado é particularmente 1til quando queremos obter um
intervalo de confianga de nivel aproximado 100(1 — «)% com margem de erro inferior

a um valor F fixado a partida. Sendo essa margem de erro dada por

Zl—a/Z \/ Var(ﬁest)’

para obter a margem de erro pretendida temos de escolher ny,...,n; de modo que

E2
2

Var (Yest) < )
1-a/2
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Devemos assim tomar no resultado anterior

E2
V== .
“l-a/2

A utilizagao prética do resultado anterior nao deixa de ser problemdtica uma vez
que para usarmos a afetacao de Neyman precisamos de conhecer as variabilidades sy,
de cada um dos estratos (ou aproximagoes destas). Se para todas as unidades popula-
cionais conhecermos os valores de uma variavel, z; > 0, aproximadamente proporcional
a Y, isto é,

yk%)‘xka ke %7

reparemos que a afetacao resultante da primeira parte do Teorema 3.6.2 pode ser apro-

ximada por
H
np ~ Nhsmh/z Nisa,
=1

parah=1,.... H.

3.7 Afetacao e custo

Na discussao anterior o custo de amostragem nao é tido em conta. Estamos sempre a
admitir que o custo de amostragem nao depende dos estratos. Se representarmos por ¢y
o custo de amostragem para cada unidade do estrato %}, o custo total de amostragem é
dado por Zthl npcp. Atendendo a que no caso do custo de amostragem ser igual para
todos os estratos, a funcao de custo anterior é proporcional ao tamanho da amostra

ZhH:1 np, o resultado seguinte é uma generalizagao simples do Teorema 3.6.2.

Teorema 3.7.1. Num plano de amostragem estratificada, os valores de ny,...,ng po-
sitivos, que minimizam Var(yest) para um valor fixro C' do custo ZhH:1 Nnpch, sao dados

por
H
nn = C(Nusyn/v/er) | D Nisyiv/a,
=1

para h = 1,...,H. Por outro lado, 0s valores positivos, ni,...,ng, que minimizam o

custo Zthl npcn para um valor fivo V- de Var(yest) sio dados por

H H
1 1
np = (Npsyn/v/cn) <_N2 > leyl\/cl> / <_N2 > Nisy, +V> :
=1 =1

para h=1,..., H.
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Dem: Procedendo como atras, concluimos que para todoo h=1,..., H se tem

Syh
Np—£ = A\/npen,
V1h

para algum A € R, ou seja,
1
np = (Nhsyh/\/ch)x. (3.7.2)

No caso em que fixamos o custo C' = ZhN:1 npch, de (3.7.2) e tiramos que

N
1
X = C/};nhsyh\/a

0 que permite obter a primeira parte do resultado.

No caso em que a variancia V = Var(yes;) é fixada & partida, de (3.6.4) e (3.7.2)

obtemos
A & 1 &
2
V= m ZNhSyh\/a — m Z Nhsyh,
h=1 h=1
ou ainda,
1 1 & 1 &
2
X — <m ZNhSyh\/a> / <m ZNhSyh + V) )
h=1 h=1
0 que permite obter a segunda parte do resultado. |

3.8 Ponderacoes amostrais

Usando um plano de amostragem estratificada, o total ¢, pode ser estimado de forma
céntrica por
test = N Yost = i Z N Y
est est e nn k
A escrita anterior poe em evidéncia uma carateristica interessante deste estimador.
Contrariamente aos estimadores do total em planos simples, em que cada unidade
amostral recebe peso N/n, aqui cada unidade amostral pertencente ao estrato %, recebe
uma ponderacao igual a Nj,/np que nao é mais do que o inverso da probabilidade de

inclusdo na amostra dessa unidade (ver Exercicio 19). Isto é, para k € %,

N, 1
np, N Tk
Além disso, a soma de todas as ponderagoes € igual ao tamanho da populacao:

H

H Nh
Zzn—h:;Nh:N

h=1keS),
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Podemos interpretar este facto dizendo que cada unidade do estrato %}, representa
Np/np, unidades da populagao e assim a amostra no seu total representa toda a po-
pulagao. Quando a afetacao é proporcional, temos Ny, /n, = N/n e, tal como no plano
SSR, cada unidade da amostra representa N/n unidades da populagao. Quando usamos
a afetacao de Neyman, sabemos que a afetacao nj é pequena ou grande dependendo
da variabilidade do estrato %4, ser pequena ou grande, respetivamente. Assim, num
estrato com pequena variabilidade cada unidade da amostra representa mais unidades

da populacao do que uma unidade pertencente a um estrato com grande variabilidade.

3.9 Alguns resultados de simulagao

Nos exemplos seguintes usamos a afetacao proporcional e a afetacao de Neyman, tendo
a varidvel = = belgianmunicipalities$Tot03 sido usada para estratificar a populacao.
Consideramos 5 estratos sendo os limites dos estratos definidos pelos valores 10000,
20000, 30000 e 50000 da variavel z. Em todos os casos tomamos n = 100 e consideramos

1000 repeticoes do processo de amostragem.

Exemplo 3.9.1. Varidvel de interesse: y = belgianmunicipalities$ Taxablelncome. Parametro

de interesse: t,.

| )
o
pa i
+ '
Q '
© '
- i
- 1 _o
i '
+ o
& * . :
i ; o
) 3
i '
+ —
g
< T T T
0
SSR Estratificada Neyman

Exemplo 3.9.2. Variavel de interesse: y = belgianmunicipalities$Tot04. Parametro de

interesse: t,.
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Estimacao com informacao auxiliar

Utilizagao de informacgdo auxiliar na fase de estimacao. Estimadores da diferenca, do

quociente e da regressao. Pds-estratificacdo e estimador pos-estratificado.

4.1 Informacao auxiliar na fase de estimacgao

A implementacao dum plano de amostragem estratificada que seja preferivel a um plano
SSR necessita do conhecimento de informacao auxiliar sobre a populacao, usada na
fase da definicdo do plano de amostragem, que permita construir estratos homogéneos
relativamente a variavel de interesse cujas médias apresentem grande variabilidade entre
si (ver Teorema 3.5.1). A utilizagao de informacao auxiliar que pode ser usada na fase
da definicao do plano de amostragem sera desenvolvida no préoximo capitulo.

Para ja, vamos ver como podemos usar determinado tipo de informacao auxiliar na
fase de estimacao de forma a melhorar a qualidade da mesma. Esta ideia remonta, pelo
menos, a Pierre-Simon Laplace (1749-1827) que, em 1802, estima o total da populagao
francesa usando informagcao sobre o nimero de nascimentos ocorridos em Franga (La-
place, 1814, pp. 391-394, Lohr, 1999, pp. 59-62). Para uma amostra S de 30 municipios
(départements) de todo o pais, Laplace teve acesso a populagao total y; do municipio

kes:

> yk = 2037615
kesS

Nos trés anos anteriores a 23 de setembro de 1802, um total de 215599 nascimentos
foram registados nos 30 municipios. Laplace estima em 215599/3 o nimero de nasci-
mentos registados por ano nos 30 municipios. Assim, Laplace tem acesso a variavel

auxiliar xj, relativa ao nimero de nascimentos registados no municipio k:

>y = 215599/3.
kesS

47
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Uma vez que
Zyk/ > ay = 28,352845, (4.1.1)
keS keS
Laplace estima que em cada ano ocorre um registo de nascimento por cada 28,352845
pessoas. Considerando que o ntimero total de nascimentos registados por ano em Franca
era de aproximadamente um milhao (¢, = 1000000), estima o total ¢, da populacao
francesa em

ty ~ 28,35284486 x 1000000 =~ 28352845.

Uma excelente estimativa como viriam a confirmar os censos franceses de 1806 que
indicariam 29107425 para o total populacio francesa ().
Reparemos que o quociente (4.1.1) é precisamente o quociente entre os estimadores

dos totais das variaveis t, e t,

a que chamaremos estimador do quociente.
Ao longo deste capitulo consideramos que o plano de amostragem é um plano SSR

de tamanho n sobre a populagdo % e o nosso objetivo é estimar o total da variavel de

ty = Zyk

ke

interesse y:

Assumiremos que a informagao auxiliar sobre a populagao esté disponivel através do co-
nhecimento duma varidavel auxiliar x associada a variavel de interesse y, que nos permi-
tird, em determinados casos, aumentar a precisao do usual estimador fy. Comegaremos
por estudar o caso em que a variavel x é quantitativa e que conhecemos o seu total .
Como veremos, o conhecimento desta informac@o auxiliar permitir-nos-4 definir esti-
madores alternativos de t,: estimador da diferenca, estimador do quociente e estimador
da regressdo.Finalmente, estudaremos o caso em que x é qualitativa permitindo associar
cada individuo observado, e s6 depois de observado, a um estrato previamente definido

na populacao, o que nos levara a definir o estimador pds-estratificado.

YA este propésito, ver Legoyt, A. (1987), Les premiers recensements de la population en France,
jusqu’en 1856, Journal de la société statistique de Paris 128, 243-257.
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4.2 Estimador da diferenca

Como motivagao para o chamado estimador da diferenca, vamos assumir que a varidavel
de interesse yi, é, a menos de uma quantidade constante, aproximadamente igual a

uma variavel auxiliar xy, isto é,
YL X TR +c, keU,
para alguma constante ¢ € R, temos
ty ~t,+ Nec.

Assim, para toda a amostra aleatéria S temos

- N N -
tyzgzykzﬁzxk%-l\fcztx%-Nca
keS keS

de onde resulta a aproximacao
ty Dty +ty —tp, =1, —t, + .
Assumindo que conhecemos o total ., a relacdo anterior motiva a estimacao do total

ty através do estimador da diferenca definido por

onde N N
bh=—> o e b=—> m
keS keS
sao os estimadores usuais de ?, e t,, respetivamente, num plano de amostragem SSR
de tamanho n.

Atendendo a que
. N
ta=— > (ke — x1) + ta

kesS
serd de esperar que tg tenha vantagem sobre fy se a variabilidade presente na diferenca
2z = y — x for inferior & de y. Expressoes para a média e variancia de f; podem ser
obtidas das expressoes para a média e variancia do estimador do total num plano SSR.
Assim,
E(ty) = E(ty) —E(ty) +te =t, —ty +ts = 1,

2 2
Var(fd) = N? <1 — 2) Sy—w _ N2 <1 _ ﬁ) Sy <1 o 233/962_ 3%) 7
N/ n sz
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onde sy, ¢ a covariancia entre as varidveis y e x definida na Proposicao 2.4.3. Esta

variancia pode ser estimada por

a2
Var(ty) = N? (1 - %) %,

where
ZE=Yp — T, k€ S.

Das igualdades anteriores concluimos que a vantagem de t4 sobre ¢, serd maxima

2
Yy—x
ok e %. A existir vantagem de tg4 sobre ,, ela serd tanto maior quanto maior for o

quando s = 0, isto é, quando, para algum b € R, se tem yr = xp + b, para todo

quociente (2s,, — s2)/ 332;' O estimador da diferenca é mais eficiente que , sse
9 2
Syr — Sz > 07

ou ainda sse

1
a > —
-2
onde
Syz
= 4.2.1
o= (421)

¢ o declive da reta de regressdo de y sobre z (baseada em toda a populac¢do). Em termos

do coeficiente de correlagdo linear entre as varidveis x e y, definido por

Szy

Pxy =
Y sysy

podemos dizer que estimador da diferenca é mais eficiente que fy sse
Pzy > -—.
2 sy

4.3 Estimador do quociente

Tomando como motivacao para a definicao deste estimador uma possivel relacao de
proporcionalidade entre a varidvel de interesse y e a variavel auxiliar z, da qual supomos

conhecer o respetivo total ¢,, suponhamos entao que para algum A € R se tem
yr =~ Arg, k€ U .

Neste caso
ty = My
e para toda a amostra aleatoria S temos

. N N .
keS keS
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Assim,

~+

-
ty~ St =
x

ta,

>

SPISH

o que motiva estimar t, através do estimador do quociente definido por

com

O estimador t, ¢ assim um estimador de tipo rdcio que sabemos nao ser céntrico.

Aproximagoes para o seu viés e variancia podem ser obtidas a partir da igualdade

com

e das igualdades (2.4.4) e (2.4.5):

Vids(i) ~ 1, (1 - 2)@ ~N(1-2) "2 = Sys

Esta variancia pode ser estimada por
— 9 n\ §2
Var(t,) = N (1 - —) =,
n

onde

ZL=yp—Tx, kE S.

Admitindo que n é grande de modo que as aproximagoes anteriores sejam de quali-
dade e possamos desprezar o viés do estimador, podemos dizer, de forma aproximada,
que a vantagem do estimador do quociente sobre fy serd tanto maior quanto maior for
o quociente (2rsy,; — r2s2)/ SZ. Essa vantagem é méaxima quando a relagao entre y e

x pode ser aproximadamente descrita por uma linha reta que passa na origem. Este
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estimador ¢é assim especialmente aconselhado quando existe uma relagao de proporcio-
nalidade entre a variavel de interesse y e a variavel auxiliar z. Além disso, esperamos

que fq seja mais eficiente que o estimador fy sse
r(2a —71) >0

onde a é definido por (4.2.1). Assumindo que r = t,/t, > 0, podemos dizer que

esperamos que o estimador do quociente seja mais eficiente que o estimador ¢, quando

_1CV,
Py =50V,

Se r = t,/t, <0 tal acontecerd quando

__1ov,
Prv =750V,

4.4 Estimador da regressao

Tomando como motivacao para a definicdo do estimador da regressao uma possivel
relagao linear entre a variavel de interesse y e a varidvel auxiliar x, da qual supomos

conhecer o respetivo total t,, suponhamos entdao que
yr R axy +b, keU,

com a,b € R. Neste caso
ty =~ aty + N, (4.4.1)

e para toda a amostra aleatoria S temos

- N N -
S e

keS keS
¢ 1 1
Syr = > (e — )k — ) ~ a— > (xr —3)° = asl.
kesS kes
Assim,
ty = aty + (t, — aty) =1, —a(ty — ts),
com X
. Syx
a= 2

o que motiva estimar ¢, através do estimador da regressio definido por

ty =ty —a(ty —ty).
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O estimador #, ¢ assim obtido da equagdo (4.4.1) substituindo a por G = 3,,/32 e
bporb=N Yty —aty). E interessante notar que estes estimadores no sao mais do

que as solucdes do problema de minimizagao
. 2
min 3 (k- ax — )%,

a,beR

keS
podendo, neste sentido, ser interpretados como estimadores dos minimos quadrados

do declive e a ordenada na origem da reta de regressao y sobre z, definidos como as

solucoes do problema de minimizacao
. 2
min (yr, — axy — b)“.
a,beR
ke

Como sabemos, este problema tem solugao unica dada por

e p= N=Yt, —aty).

a=—
2

Sfl’

Uma vez que o estimador a = 8,/ 52 é um estimador de tipo récio, o estimador da

regressao ¢ um estimador enviesado de t,. Considerando o desenvolvimento

t, = fy —alty —ty) — (& —a)(ty — to),
conclufmos que o viés de ¢, é dado por
a—a)(ty —ty)) = —Cov(a, ).

Viés(t,) = —E((

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
|Viés(,)|> < E(a — a)*E(t, — t.)?,
de onde se concluiu que o viés de %, pode, em geral, ser ignorado para amostras grandes

(sobre esta questao, ver Hedayat e Sinha, 1991, pp. 181-183).
Desprezando o termo (G — a)(t, — t;) que surge no desenvolvimento anterior de £,

a variancia de t, podera ser aproximada por
2 2
n Sy_al’ _ N2 n Sy 2
O (I

Var(t,) ~ N? <1 “~N) .

Esta variancia pode ser estimada por
N ’rL
Var(t,) = N* (1 - N) e

>
W N

onde
ék:yk—dxk—l;,ke S.
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Para amostras grandes, concluimos assim que o estimador da regressao é particular-

2
y—ax

aproximadamente linear entre a variavel de interesse y e a varidvel auxiliar z. Além

mente util quando s ¢é préximo de zero, o que acontece quando existe uma relagao

disso, atendendo a que

Var(fy) = N? <1 — %) %

)

2
~ Sy
Var(#y) = N? (1 — %) L

~

2
n Sy
Var( q)%NQ (1—N)%

e 2 g
Var(f,) ~ N <1 — —> vz
() N n
onde s2 < s2 para todo o v € R, esperamos também que o estimador da

y—ax = “y—yx>
regressao t, possa ser mais eficiente que os estimadores t,, t4 e ¢4, quando o tamanho

da amostra é grande (caso em que o viés de t, pode ser desprezado). No entanto,
¢ preciso nao esquecer que os estimadores ¢, e ¢, sao enviesados e que as férmulas
anteriores para as suas variancias resultam da utilizagao de diversas aproximagoes que

podem ter menor qualidade quando o tamanho da amostra nao é grande.

4.5 Estimador pés-estratificado

Suponhamos que uma ou varias varidveis auxiliares permitem dividir a populacao em

subpopulagoes %, h = 1,..., H, de tamanhos conhecidos N, tais que
H
Uw=2 e wnw=0i+#;
h=1

Apesar disso, admitimos que nao temos informacado a priori sobre as unidades da
populacao para efetuar uma estratificacdo, sendo as unidades da amostra associadas
a subpopulagdo %}, s6 depois da amostra ser recolhida. Nesta situacdo dizemos que
efetudmos uma péds-estratificacdo e cada subpopulacao %, é dita pds-estrato.
Representando por S a amostra selecionada em % segundo um plano SSR de ta-
manho n (versao reduzida), vamos denotar por Sj, a subamostra de S constituida por
unidades de %4, para h = 1,...,H. Assim, S = {S',...,S"} com S), € %, para
h =1,...,H. Contrariamente a amostragem estratificada em que cada subamostra
Sh & recolhida em %4, segundo um plano SSR de tamanho nj,, onde os tamanhos nj,
das amostras de cada estrato estao fixos a partida, no caso presente os tamanhos ny,

sao variaveis aleatérias que podem tomar o valor 0 no caso de haver um pds-estrato
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nao representado na amostra. Cada uma destas variaveis ny possui uma distribuicao

hipergeométrica de parametros N, Ny e n, isto é,
P(ny, = r) = GG (O, (4.5.1)

para r = max(0,n — (N — Np)),...,min(n, Np) (sobre a distribuicao hipergeométrica,
ver Cochran, 1977, pp. 55-57).
Nesta seccao vamos estudar o estimador pés-estratificado do total ¢, que ¢ definido de

forma muito semelhante ao estimador do total num plano de amostragem estratificada:

H H
tAp = Z fyh = nyh]I(nh > 0),
h=1

=1
rh>0

3

onde

R Ny,
tyh = Z Yk,
T
keSh

sempre que ny > 0 (quando ny, = 0, fyh pode ser definido de forma arbitraria uma vez
que t,,1(ny, > 0) = 0).
Atendendo ao facto de fyh ser um estimador de tipo récio (n, é uma varidvel

aleatéria), nao é de esperar que este estimador seja céntrico do total t,;, do estrato

Uy, onde
tyn = Z Y-
ke,

O resultado seguinte permitir-nos-a usar os resultados estudados sobre o plano de
amostragem SSR, no estudo do estimador pds-estratificado. Para tal é necessario que

se trabalhe condicionalmente aos tamanhos das amostras em cada um dos estratos.

Com efeito, a proposicao seguinte estabelece que, condicionalmente a ni,...,ny as
variaveis S” h =1,..., H, sdo independentes e as suas distribuicoes sdo planos SSR de
tamanhos ny, sobre %, para h=1,..., H.

Proposigao 4.5.2. Se S ¢ uma amostra aleatéria de tamanho n extraida de % se-
gundo um plano de amostragem SSR reduzido entdo, condicionalmente a ny,...,ny,
as varidveis S*, h = 1,...,H, sio independentes e as suas distribuicées sio planos

SSR de tamanho ny, sobre U, isto €, para 1 <rp, < N ery+---+rg =n, temos

= n(sh)
,n(s") =y,
P(Sh:5h|n1 =T1,..., N =TH) = Cﬁh
0 ’n(sh) ?éT'h,

para h=1,..., H.
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Dem: Na primeira parte da demonstracao determinamos a distribuicao condicional
das varidveis S, para h = 1,...,H. A seguir estabelecemos a sua independéncia

condicional.

Distribuicdo condicional de S”, para h=1,..., H

Se n(s") # ry, a probabilidade P(S" = s|ny = r1,...,ng = rg) é claramente nula.

Analisemos agora o caso em que n(s") = r;,. Comecemos por mostrar que
P(S" = s"ny =r1,...,ng =rg) = P(S" = s"|nj, = 1). (4.5.3)

Com efeito, temos

P(S" =s"ny =7r1,...,ng = 1)
_ P(Sh :shanl =T1y...,NH :TH)
P(n1 =T1,...,H :TH)

P(Sh = st ny =rp))P(ny=mr,1=1,...,H,1#h|S" = s ny =)
Pnp=rp)P(ny=mr,l=1,...,H, 1l # h|ny =1p)
P(Sh = st ny =rp))P(ng =m0 =1,...,H,1 # hlny =13)
P(nh = V“h)P(TLl = Tl,l = 1,... ,H,l 7& h]nh = V“h)
P(Sh = s ny =)

_ (St — gl — )
P(np =rp) (5% = sl = )

Calculemos agora P(S" = s"|n;, = ry,), para s" € Qy, onde Q) = S, € o suporte
de S". Denotando S = {S", 5"} e representando por Q) = Sn—n, O suporte de Sh.
temos
P(S" = s" n, =)

P(np =rp)
_ P(8" = s")P(ny, = rp|Sh = sp)
(nn =11)

P(S" = s"ny =) =

g

P(Sh = sh)
P(n, = 14)
(

P(ny =)

 Yaeq, P(S = (s",5")
P(?”Lh = Th)
N—Np, —
GG 1 (4.5.4)

Ny ~AN—=Np (~NY-1 Np?
Crh Cnfrh (Cn ) CTh

uma vez que a variavel ny, possui uma distribuicao hipergeométrica de parametros IV,

Nhen.
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Juntando (4.5.3) e (4.5.4), fica assim demonstrado que

P(S" = sMny =r1,...,ng =ry) = (4.5.5)

Independéncia condicional da familia S, h=1,..., H

Por simplicidade de exposicao, vamos apenas mostrar que S” e S com h + b,
sao varidveis independentes. De forma analoga se provaria a independéncia da familia
Sh comh=1,..., H.

, r = ’ =

Usando o processo exposto atras, e denotando S = {S" 8" SMM'} e Qnpw =

= /
Zn—np—n,, O suporte de Sk podemos escrever

P(Sh = sh,Sh, = Shl’nl =71, NH = TH)
— P(Sh — Sh,Shl _ Sh/|nh =Trp, Ny = T’hl)
— Z P(S = (Sh,Sh/,gh,h/))/P(nh = Th, Ny = Th)

Eh’hIEQih’h/
N—Np—N,,

Ny—1
= Cn—rh—rh/ (Cn ) /P(nh = Th,Np = Th’)-
Usando agora o facto de (np,ny) possuir uma distribuigdo hipergeométrica biva-

riada de parametros N, Ny, Ny e n, isto é,

P(ny = r,npy = 1) = CNe W 0N NN (o) =1 (4.5.6)

r/ n—r—r’

para 7 = max(0,n — (N — Ng)),...,min(n, Ny) e ¥ = max(0,n — (N — Np/)),...,

min(n, Nj/), podemos escrever

h h hl hl 1 1
P(S" =s"8" =s"[n1=r1,....,n5g =TH) = — —~N
CylCpn
Th Tt
. . / ~ o .
o que, tendo em conta (4.5.5), nos permite concluir que S e S* sao condicionalmente

independentes. n

Apesar do estimador pés-estratificado do total ser enviesado, esse viés é desprezavel

mesmo quando o tamanho da amostra nao é muito grande.

Teorema 4.5.7. O estimador pés-estratificado do total t, tem por média

H
E(fy) =t, = Y tynP(ny, = 0),
h=1

onde
nNh>

P(nhzo)ﬁeXP<— N
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Dem: Usando o facto de que condicionalmente any, £ = 1,..., H, as amostras aleatorias

S}, sdo planos SSR de tamanhos n, sobre %4,, podemos escrever

E(tplng, ¢ =1,...,H) => Ellynlne, € =1,..., H)T(ny > 0)

H

= Ztyh]l(nh > 0)
h=1
H

=ty — Y tyl(n, =0). (4.5.8)
h=1

0 que permite obter a média de fp.
Usando agora o facto da varidvel nj possuir uma distribuicao hipergeométrica de

parametros N, Ny e n, tomando r, = 0 em (4.5.1) concluimos que

O™ (N — Ny)U(N — n)ln!

P =0) = =
(4 =0) cN nl(N — Nj, — n)IN!
- (N—Nh)(N—Nh—l)...(N—Nh—n—i—l)
B N(N—-1)...(N—n+1)
Ny, Ny, Ny,
1——)(1— )(1—7> 45.9
< N N -1 N-n+1 ( )
N, N, "
<(1-5)" < (e (- )
nNy,
= - —). [ |
P < N >
Teorema 4.5.10. A varidancia do estimador pds-estratificado do total t, é dada por
H
Var(f ZN,%E ( I(np > O)) szh - ZNhszh +V,
h=1
onde
0<V < Z Nysty, + to,)P( (Z |tyn|P (1, = 0))
Dem: Usando o facto de condicionalmente a ngy, £ = 1,..., H, o plano ser estratificado,
temos

H
Var(tplng, £ =1,...,H) = Var (nyhﬂ(nh > O)‘ng,ﬁz 1,...,H>
h=1

Var(t,, L(ny, > 0)|ng, £ =1,..., H)

H
2
i <1 —> sihll(nh > 0),

np
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e assim

E(Var(ty|ny, h=1,...,H))

H H
1
=Y NE (—ll(nh > o)) Son — Y _ NasopP(ny, > 0)
h=1 h h=1
H 1 H H
=Y NE (n—hﬂ(nh > o)) Son— Y Nasoy + > NusyP(ny, = 0). (4.5.11)
h=1 h=1 h=1

Por outro lado, de (4.5.8) tiramos que

Var(E(ty|ne, £ =1,...,H))

H
= Z tyhtyh/COV(]I(nh = 0), ]I(nh/ = O))
hh'=1
H
= 3 tutgw (P(nh = 0,7 = 0) — P(nj, = 0)P(ny = 0)). (4.5.12)
h,h/=1

Para h # b/, e fazendo r = 1/ = 0 em (4.5.6), obtemos

P(nh = O,nh/ = O)

e el NN (N = Njy = N )U(N = )

B CcN (N = N — Ny —n)!N!

(N—Nh—Nh/)(N—Nh—Nh/—1)...(N—Nh—Nh/ —n—i—l)
N(N-1)...(N—=n+1)

Além disso, de (4.5.9) e da desigualdade 1 — (a +b)/C < (1 —a/C)(1 — b/C), para
C,a,b > 0, obtemos

_Nh+Nh’>(1_Nh+Nh’) (1_ Nh+Nh’)
N N -1 N—-n+1

<(1-F)0-55) - (- 525)

Nh/ Nh/ Nh/
1— )(1— )(1—7>
X( N N_—1 N—n+1

P(?”Lh = O,Hh/ = 0) = <1

Concluimos assim que

P(np =0,np =0) — P(np = 0)P(npy = 0)| < P(ny = 0)P(ny = 0),
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para h # h/, e portanto de (4.5.12) obtemos

Var(E(ty|ne, £ = 1,..., H))

H "
Z onP(np =0) + Z tyn|tyn [P (np, = 0)P(ny = 0)
he1 hoh/ =T hath!

Mm

t2,P(n (Z \tyn|P(np = o)) : (4.5.13)

Para concluir a demonstracao basta usar (4.5.11), (4.5.13) e a igualdade

h=1

Var(t,) = Var(E(ty|ng, £ = 1,..., H)) + E(Var(ty|ng, ¢ = 1,..., H)). [ |

De forma a podermos exibir uma expressdo alternativa para Var(f,) que possa ser
util na pratica, vamos comecar por verificar que quando o tamanho da amostra é grande

¢é valida a aproximacgao

1 N N-N,N-n
E{—1(n, >0) ) = .
<nh (m )> nN, i N} n?

Tal como fizemos em §2.4.3, comecemos por utilizar a formula de Taylor de segunda

ordem relativamente & funcio g(z) = 1/z (¢'(z) = —1/22%, ¢"(x) = 2/23), para obter a
aproximacgao
1 1
— — ——=g(ny) — g(E(n
nn E(np) g9(nn) — g(E(ny))
1
~ g/ (B(nn))(nn — E(nn)) + 59" (E(na)) (nn — E(ny))?
_ 1 np — E(nh) i 1 <nh — E(nh))2
E(ny)  E(np) E(mp)\  E(np) /7
ou seja,
1 1 (1 +e)
— & —€e+e
np, E(?”Lh)
e portanto
1
E(—I ~ E((1- I
(> 0)) % B = e+ )T > )
onde
_ np — E(?”Lh)
E(ny)
é tal que
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_ Var(np) 1N N—-N,N-—n

AV ——
ar(e) E(nn)?: nN, N N-1

uma vez que
nNy,
E(ng) = =2k
(nn) = —

(6]
Ny, N - N, N —
Var(np) = nh h n

E(el(ny, > 0)) = E(;h)E(nhﬂ(nh > 0) — E(ny)I(ny, > 0))
_ E(;h) (E(ny) — E(np)P(ny, > 0))
= P(nh = 0)’

E((ny — E(ny))*1(ny, > 0))

E(np)?
- E(leh)Q (Var(ny) — E((ns — E(ny))?1(ny = 0)))
= ﬁ(\/&r(nh) — E(np,)?P(ny, = 0))
= T~ P

concluimos finalmente que

E (nihﬂ(nh > 0)> ~ E(l (1 + \1;8?;5:)}12) —3P(ny, = 0))

npy)
N N? nN,N—-N, N —n
nNh< TWENIN N N1 (mn )>
N N-NyN-n _N
~ -3 P =0
nNh+ N? n2 niNy, (o )
N  N-N,N-n (£5.14)

+
niNy, NZ n? ’
uma vez que o termo %P(nh = 0) é desprezdvel quando n é grande.

Atendendo ao Teorema 4.5.10 e a aproximacao (4.5.14), concluimos que a variancia
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do estimador pos-estratificado do total pode ser aproximada por

l

H H
R N N—-NpN—n
2 h 2 2
Var(tp) ~ § Nj, <nNh + N? nZ > Syh — E Nusyp
h=1 h=1

H
=N (“N)(gZW%h*E (1_W son |-
h=1

Na pratica, o estimador da variancia do estimador pds-estratificado do total é defi-

nido por
H H
—_ A~ o 2 n 1 Nh,\2 1 Nh ~2
Var(hy) = N* (1= ) ;ZﬁswﬁZ(l—W Syn

Reparemos que o primeiro termo da aproximacao obtida para a variancia Var(fp)
nao é mais do que a variancia do estimador estratificado do total quando a afetacao
é proporcional. Concluimos assim que é sempre preferivel fazer uma estratificagdo a
priori. No entanto, o 1iltimo termo da expressao anterior é desprezavel relativamente ao
primeiro quando o tamanho da amostra é grande. Assim, nao sendo possivel fazer uma
estratificacao a priori, a estratégia de utilizar uma pés-estratificacao é interessante, per-
dendo em geral pouco relativamente a estratificacdo com afetacao proporcional. Como
ja sabemos, uma tal estratégia tera vantagem relativamente a amostragem aleatoéria
simples quando os pos-estratos forem constituidos por unidades entre si homogéneas

relativamente a variavel de interesse e os pds-estrato forem heterogéneos entre si.

4.6 Alguns resultados de simulacao

Nos exemplos seguintes a variavel z =belgianmunicipalities$Tot03 foi usada como varidvel
auxiliar. Esta varidvel foi também usada para definir os (pds-)estratos cujos limites sao
dados pelos valores 10000, 20000, 30000 e 50000 da varidavel . Tomamos n = 100

(exceto quando indicado) e considerdmos 1000 repetigdes do processo de amostragem.

Exemplo 4.6.1. Varidvel de interesse: y = belgianmunicipalities$ Taxablelncome. Para-

metro de interesse: .
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Reparemos que neste caso temos
Var(t4) Var(t,) Var(t,)
— % —0,9998, —1~0,0235, e 2~ 0,0231,
Var(t,) ar(ty) Var(t,)
o que explica os resultados seguintes:
—
-
- o [e] é‘) — o [e]
8 8 ° ——
a — _— j
— ' '
=N I | :
&1 s 7 | |
— ' ! @ . !
' ' wn ' '
' ' R ' '
. . “ ' '
3 3 .
- & —5— ¥
b —_—— 8 7
& = = e N ‘ ‘
- —— — — 3 :
3 ! o 1 !
' ' — ' '
| ' ' + ' '
' ' o ' '
| ' sl | '
o ' ' H .
< L - - g _
8 T T T 1 T 1
®© SSR diferenca quociente regressédo quociente regressao

Exemplo 4.6.2.

interesse: t,.

Varidvel de interesse: y = belgianmunicipalities$ Tot04. Parametro de
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2e+05 3e+05 4e+05
| | |

le+05
|

0e+00

Neste caso temos

Var(t4)
Var(t,)

~

= 5,49 x 107?,

0e+00
|

Var(ﬂ; ~250 x 1075 o

T
le+05

~

ar ty

T T I
2e+05 3e+05 4e+05

X

~

Var(tr) 1 16 x 10
Var(t,) ’ '

sendo de esperar um melhor desempenho dos estimadores do quociente e da regressao.

8.0e+06 1.0e+07 1.2e+07 1.4e+07 1.6e+07

T T
diferenca quociente

T
regressé@o

10400000 10420000 10440000 10460000

diferenca quociente regresséo

Exemplo 4.6.3. Varidvel de interesse: y = belgianmunicipalities$ Taxablelncome. Para-

metro de interesse: t,. No gréafico da esquerda n = 100, enquanto que no da direita

n = 200. Especialmente no primeiro caso vemos que a pés-estratificacdo perde para

a estratificacao. Mesmo assim, é preferivel efetuar uma pods-estratificacao a partir da

informacao disponivel sobre a populacao do que nao usar essa informacao e executar

um plano simples.
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Exemplo 4.6.4. Variavel de interesse: y = belgianmunicipalities$Tot04. Parametro de
interesse: t,. Tomamos n = 100 no gréifico da esquerda e n = 200 no da direita. Tal
como no exemplo anterior, vemos que é sempre preferivel efetuar uma pos-estratificacao
a partir da informagao disponivel sobre a populacao do que desprezar essa informacao

executando um plano simples.
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Planos de amostragem com

probabilidades desiguais

Planos de amostragem com reposi¢ao. Estimador de Hansen-Hurvitz. Planos de amos-
tragem PPS. Planos de amostragem sem reposi¢ao. Estimador de Narain-Horvitz- Thom-
pson. O plano de Poisson. Planos de amostragem IPPS. Planos sem reposi¢ao de
tamanho fixo. Estimador da varidncia e condi¢oes de Sen-Yates-Grundy. Os planos
sistemdtico, de Lahiri-Midzuno e de Rao-Sampford. Normalidade assintotica e apro-

rimacao da variancia.

5.1 Planos de amostragem com reposi¢cao de tamanho n

Vimos no tdltimo capitulo como podemos usar determinado tipo de informacao auxiliar
para construir melhores estimadores. Neste capitulo vamos estudar a possibilidade de
usar informacao auxiliar na fase da definicao do plano de amostragem de modo a obter
melhores estimadores. Em tais planos de amostragem as unidades populacionais nao
possuem necessariamente igual probabilidade de serem selecionadas para a amostra.
Reparemos que, em geral, é esta a situacao do plano de amostragem estratificada com
afetacao éptima.

Numa populacao de dimensao /N, um plano de amostragem com reposicdo com pro-
babilidades de inclusdo desiguais de tamanho n, corresponde a extracao, com reposicao,
de n unidades da populagao, em que em cada extracao a probabilidade de selecionar a
unidade k da populacao é pi, onde Z]kV:1 pr = 1. Assim, um plano de amostragem com
reposicao com probabilidades de inclusao desiguais de tamanho n, que denotaremos de

forma genérica por CR, é definido por

p(s) :p(sl,___’sn) = ps; X -+ X Ds,

para todo o s € Q = T = U™, Representando por S = (51,...,5,) a amostra

aleatéria com plano de amostragem p, da forma produto desta distribuicdo podemos

67
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imediatamente deduzir o seguinte resultado.

Proposigao 5.1.1. Num plano de amostragem CR de tamanho n as varidveis Sy, ..., Sy

sao independentes e identicamente distribuidas com
PSi(Si) = DPs;
para s; € U .

Vamos centrar a nossa atencao na estimagcao do total ¢, da populacao. Os resultados

seguintes sao devidos a Hansen e Hurwitz (1943).

Teorema 5.1.2. Num plano de amostragem CR de tamanho n o estimador

Yk

tAHH - )
npg

kesS

dito estimador de Hansen-Hurvitz, é um estimador céntrico de t, com varidncia

. 1 2
Var(tHH) = E Pk <% — ty>

_1 Zyi 42
- Ty
n Pk

ke

2
Ys Ui
L (2 9)
Pk b

lc IS4

Dem: Atendendo a que
1 — Y
~ S
tHH = — E —,
"= Psi

basta usar a Proposi¢ao 5.1.1 para concluir que tyy € um estimador céntrico de ¢, uma

vez que

E(&); Yk p Z%pk_t

Ps keU pk wev P

As duas primeiras expressoes para a variancia do estimador ¢ty resultam do facto

ys; . . . . . . ’
pail = 1,...,n, serem independentes e identicamente distribuidas e das
i

duas expressoes seguintes para as suas variancias:

Var<&>22(%—t) (S1=k)= Zpk<——t>2,

bs, Pk kel
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y2
P(S1=k)—t;=> =1

Ys, Ys, 2 2
Var(—) :E<—) — 12 =
s, s, V=2

keU

Sl
no

Para obter a tltima das expressoes para a variancia do estimador de HH, basta

agora ter em conta que

2 5
1 Yk W Y
§Zpkpz<——— =) -ty .
= Pe P kev Pk

Teorema 5.1.3. Num plano de amostragem CR de tamanho n o estimador

Var(igm) = ﬁ Z <% — fHH>2

kes \Pk

¢ um estimador céntrico de Var(typ).

Dem: Tendo em conta que

concluimos que

E(@(fHH)) = ﬁ <nVar(]y)—:> - nVar(fHH)> = Var(tgm). [ |

Se pretendermos estimar a média y, o estimador

A 1 Yk
YHH = N Z e
kes

¢ um estimador céntrico de . No caso do plano SCR temos py = 1/N para todo o
k, e os estimadores ¥ e tyy sao precisamente os estimadores da média e do total
considerados no Capitulo 2.

Atendendo & forma da variancia do estimador de Hansen-Hurvitz, verificamos que a
qualidade da estimacao produzida pode ser melhorada através de uma escolha adequada

das probabilidades pg. Para justificar esta afirmagdo, admitamos que para todas as
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unidades populacionais conhecemos os valores de uma variavel, xj > 0, que admitimos

ser aproximadamente proporcional a g, isto é,
Yr = A\xg, k€ U.
Neste caso, se as probabilidades pj forem tomadas proporcionais a xj, isto é,
Pk =Tk /te, kK€U,

a variancia do estimador de Hansen-Hurvitz é aproximadamente igual a zero pois neste

Ccaso
Y

Pk

~ Ay,

para todo o k € % .

Assim, na posse de informacao auxiliar sobre a populacdo, que no presente contexto
consiste no conhecimento duma varidvel auxiliar x aproximadamente proporcional a
variavel de interesse y, podemos melhorar a qualidade da estimagao produzida através
da utilizacao dum sistema de amostragem que tira partido dessa informacao.

Um plano de amostragem com reposicao em que as probabilidades p; sao propor-
cionais a uma varidvel auxiliar z; > 0, para k € %, é dito plano de amostragem PPS
(Probability Proportional to Size). A quantidade

T
Pk = 57

¢ dita medida normalizada do tamanho da unidade k.

5.2 Planos de amostragem sem reposicao

Poucos anos depois do trabalho de Hansen e Hurwitz (1943), Narain (1951) e Horvitz e
Thompson (1952) propoem estimadores céntricos do total t, em planos de amostragem
sem reposigao. Sendo (p, Q) um plano de amostragem sem reposicao (ver Defini¢ao
1.2.3), que denotaremos genericamente por SR, e S a amostra aleatéria com distribuicao

de probabilidade p, sejam
Wk:P(/{?GS) e WklZP(k,ZGS)

as probabilidades de inclusdo de primeira e segunda ordens (ver Exercicio 5). Atendendo ao
papel relevante que estas probabilidades de inclusao tém, elas sao também designadas
por constantes estruturais do plano de amostragem. Sempre que k = [, da definicao

anterior resulta que 7y = 7. Sendo 1 (S) a varidvel indicatriz da unidade k € %

1,(S) = 1, sekeS
A 0, sek¢s,

definida por
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as constantes estruturais do plano de amostragem sao dadas por
Tk :E(]Ik(S)) (S Tkl ZE(]Ik(S)]Il(S))

Na demonstracao dos resultados seguintes é utilizada uma ideia de Cornfield (1944)
que observa que num plano sem reposicao a soma ), ¢y, pode ser escrita na forma
> wew YkIE(S), o que permite que as suas média e varidncia se exprimam em termos

das médias e das covariancias da familia de varidveis aleatérias 1y (S), k € % .

Teorema 5.2.1. Num plano de amostragem SR o estimador
s Yk
=3 g
keS

dito estimador de Narain-Horvitz-Thompson ou mw-estimador, é um estimador céntrico de

ty com variancia

- Yk
Var(tﬂ) = Z ﬁ (7Tkl — 7Tk7Tl).
ke kM

Dem: Sendo o plano de amostragem sem reposicao vale a igualdade

=3 =3 TS),

kes =
e portanto
» Yk
Bte) =) — E(Ii(5))
kew " F
(&
Var(f,) = Ik I Cov(1,(S), T (S)).
Ty T
kJlew

Para concluir basta ter em conta que E(1(5)) = 7, e que Cov(1x(5), I;(S)) = mx —
TRy [ |

Atendendo ao Exercicio 38 podemos imediatamente apresentar um estimador céntrico
da variancia anterior. No entanto, tal estimador nao é necessariamente estritamente

positivo.

Teorema 5.2.2. Num plano de amostragem SR com mp; > 0, para todo o k # 1, o

estimador

—: kYl Tkl — TET
Var(t,) = Z i Z - ,
kles kM kil

¢ um estimador céntrico de Var(t,).
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Dem: Tendo em conta que
2
° Y YUYt
Var(t,) = E k(1 —m) + E == (7 — ),
Tk TET
kew k€U kAl
basta usar o Exercicio 38 para concluir que

2
Yi YkYl Tkl — TET < ,¢
Zp(l—ﬂk)—F Z p— - = Var(t,),

kes "k kleskzl R ki

é um estimador céntrico de Var(fw) sempre que 7 > 0, para todo o k # I. |

Reparemos que o estimador anterior pode ser usado mesmo no caso em que exis-
tam probabilidades de segunda ordem nulas uma vez que tais unidades nao surgem
simultaneamente na amostra observada. No entanto tal estimador nao é céntrico (ver
Exercicio 38).

Caso estejamos interessados na estimacao da média populacional g, o estimador de
NHT da média é naturalmente definido por

G = 1 3y Yk
TN T
keS
No caso do plano de amostragem ser um plano SSR de tamanho n, sabemos que m, =

n/N, caso em que Yy, se reduz & média amostral.

5.3 O plano de Poisson

Para um conjunto de nimeros reais 7, k € %, fixados a partida com 0 < 77 < 1, o

plano de amostragem de Poisson é definido por

p(s) = HT(Z H (1 - 77;;)7

kes  kew\s

para todo o s € Q = .. Quando 7}, = 7, para todo o k € %, o plano de Poisson
reduz-se ao plano de Bernoulli (ver Exemplo 1.2.10).

Para implementar o plano de Poisson podemos proceder da forma seguinte: para
cada unidade k£ da populacao geramos um numero aleatério uy segundo uma distri-
buigao uniforme sobre o intervalo [0, 1] e incluimos a unidade k£ na amostra sempre que
uy, < 7, (ver Exercicio 7).

Para k,l € %, com k # [, as probabilidade de inclusao de primeira e segunda ordens

do plano de Poisson sao dadas por
T =g, € Mgl = TRy .

O resultado seguinte é consequéncia dos Teoremas 5.2.1 e 5.2.2.
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Teorema 5.3.1. Num plano de amostragem de Poisson, o estimador de NHT de t, ¢é

dado por
Yk
)

™
kes "k

;H
|

e tem por variancia

2
Var(iz) = 3 25 (1 - ),

x
kew "k

que pode ser estimada de forma céntrica por

2
Var(in) = > 25 (1 - ).
kes "k

A questao que naturalmente se coloca é a de saber se é possivel tirar partido das
probabilidades 7; de forma a melhorar a qualidade do estimador de NHT. Tendo em
conta a forma da variancia do estimador, pretendemos assim saber se é possivel escolher

as probabilidades de inclusao 7}, por forma a minimizar

S
few ™
Vamos restringir a nossa analise ao caso em que fixamos um tamanho médio n para
o plano de Poisson, isto é, pretendemos minimizar a expressao anterior com a restricao
das probabilidades de inclusao satisfazerem a igualdade ), ., 7 = n.
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposicao 3.6.1) e admitindo que a

variavel y é nao negativa, sabemos que

Y2 Y2 2
Shent Y w hea?( T u).
kew "k kew  kew "k ke
onde o segundo membro nao depende das probabilidades de inclusao de primeira ordem.
Assim, as probabilidades de inclusao que minimizam a variancia sao proporcionais a y
o que significa que
T = nyg/ty, k € U,

com by =3 o Yi-
Na pratica as probabilidades anteriores nao podem ser calculadas pois dependem da
variavel de interesse y. No entanto, se, para toda a unidade da populagao, conhecermos

os valores duma variavel auxiliar z; > 0 que é aproximadamente proporcional a yy,

yk%)‘xka ke %7
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podemos aproximar as probabilidades de inclusao tedricas anteriores tomando
T = nay/ty = npk, k € U,

onde t; = Y,y Tk € pp = T3/t ¢ a medida normalizada do tamanho da unidade k.
Reparemos que as probabilidades de inclusao 7; dadas pela expressao anterior po-
dem ser maiores que 1. Uma forma de solucionar este problema é a de selecionar para
a amostra as unidades com 7} > 1, atribuindo-lhes probabilidades de inclusao iguais
a 1. Sendo %1 C % o conjunto de tais unidades e ny o seu numero, para as restan-
tes unidades, consideradas agora como uma nova populacao, é necessario recalcular as
probabilidades de inclusao para dela extrairmos uma amostra de tamanho médio igual

an —nj. Isto significa que para k € Z \ % devemos tomar
e = (n —n1)xg/te 1,

com t; 1 = Zke%\% . Este processo deve ser repetido até que a um conjunto de
unidades sejam atribuidas probabilidades de inclusao iguais a 1 e as restantes probabi-
lidades de inclusao inferiores a 1.

Um plano de amostragem sem reposicao em que as probabilidades de inclusao de
primeira ordem 7 s&0 proporcionais a uma variavel x; > 0, para k € %, é dito plano

de amostragem IIPS ou IPPS (Inclusion Probability Proportional to Size).

5.4 Planos sem reposicao de tamanho fixo

No caso do plano de amostragem sem reposi¢ao ser de tamanho fixo, Sen (1953) e
Yates e Grundy (1953) mostraram que a variancia do estimador de Narain-Horvitz-
-Thompson pode ser expressa de forma diversa da apresentada atras permitindo exibir

um estimador alternativo para a variancia do estimador de NHT.

Teorema 5.4.1. Num plano de amostragem SR de tamanho fizo n a variancia do

estimador de Narain-Horvitz-Thompson € dada por

1 A
Var(tﬂ)— 5 Z <7Tk 7Tl> (ﬂ'kl 7Tk7Tl).

klew

Além disso, se mp; > 0 para todo o k # 1 o estimador

2

o - 1 Ye o Y\ Tkl — TR

Varsya (tr) = 2 Z (71_ YT
es \ T 1 Kl

dito estimador de Sen-Yates-Grundy, é um estimador céntrico de Var(t,).
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Dem: Atendendo ao Teorema 5.2.1, podemos escrever

5 X (2- %) (mut — mem)

kle%
2
Yk YkYl
—— ) — (M — mem) + > —— (M — mem)
klew "k kiew 'k
:_Zyk<2ﬂ'kl—ﬂ'kz7ﬁ>—|—var )
kew "k Niew lew

Para concluir basta ter em conta que

> =Y B(I(S)I,(S)) = E(Ix(S)n) = nmy,

lew lew
e que Y .y m =n (ver Exercicio 5). [

O estimador de Sen-Yates-Grundy é nao negativo sempre que m; < 7w para todo
o k,l €% com k # [. Tais condigbes sao ditas condi¢cBes de Sen-Yates-Grundy.

Tal como no caso dos planos com reposicao, e atendendo a forma da variancia do
estimador de Narain-Horvitz-Thompson em planos de amostragem sem reposicao de
tamanho n, verificamos que a qualidade da estimacao produzida pode ser melhorada
através de uma escolha adequada das probabilidades de inclusao 7. Com efeito, se
para todas as unidades da populacao forem conhecidos os valores de uma varidvel,

x> 0, aproximadamente proporcional a yy,
Yk = Az, k€ U

e se a probabilidade de inclusao 7 da unidade k for proporcional a zy, isto €,
T
T =N —— = NPk,
(2

entao a variancia do estimador de Narain-Horvitz-Thompson é aproximadamente igual

a zero, pois neste caso

para todo o k € % .

Tal como no plano de Poisson reparemos que os 7, dados pela expressao anterior
podem ser maiores que 1. Tal como descrevemos atras, neste caso as probabilidades
de inclusao devem ser recalculadas de modo a obtermos um conjunto de unidades com
probabilidades de inclusao iguais a 1 e as restantes com probabilidades de inclusao
inferiores a 1.

Apesar de ser enviesado quando pelo menos duas unidades tém probabilidades de
inclusao de segunda ordem nulas, nas condi¢oes anteriores o viés do estimador de Sen-

-Yates-Grundy ¢ em geral reduzido (ver Exercicio 43).
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5.5 Planos IPPS de tamanho n

Um problema nao trivial a resolver motivado pelos resultados obtidos na seccao an-
terior, é o da exibicao de planos de amostragem sem reposicao de tamanho n cujas

probabilidades de inclusao 7 satisfacam
T, = npk, para todo o k € %,

onde p = xy/t, é a medida normalizada da unidade k, e que, atendendo aos resultados

anteriores, satisfagcam ainda as condicoes
0 < m < mpmy, para todo o k # 1, (5.5.1)

que garantem a existéncia de um estimador nao negativo e céntrico da variancia do
estimador de NHT. A facilidade de cédlculo das probabilidades de segunda ordem é
também uma propriedade que pretendemos que tais planos possuam. Como referimos
a seguir, nao sao conhecidos exemplos de planos de amostragem que verifiquem todas
as propriedades anteriores.

Antes de descrevermos alguns planos IPPS de tamanho fixo, verifiquemos que a
generalizacdo do procedimento usado para gerar planos PPS ao caso dos planos sem
reposicao, nao produz, em geral, um plano IPPS, isto é, um plano com probabilidades
de inclusao de primeira ordem iguais a npy para k € %, onde py, = x/t, é a medida
normalizada do tamanho da unidade k.

Tal como num plano PPS de tamanho n, admitamos que uma primeira unidade é
extraida com probabilidade pg, com k € %. Supondo que a unidade j foi a selecionada,

podemos extrair uma segunda unidade de % \ {j} com probabilidades proporcionais a
pr para k € % \ {j}:
pj _ _ Pk
1-— pj

O procedimento poderia ser continuado permitindo a extracao de uma amostra de um
qualquer tamanho fixo n.

Fixando-nos no caso n = 2 e representando por S a amostra obtida pelo plano de
amostragem anterior, verifiquemos que este nao possui, em geral, probabilidades de

inclusao de primeira ordem iguais a npy, para k € %. Com efeito, para k € % temos

PlkeS)=p: |1+ Z 13—] )
jewgtk - P

probabilidade estas que, em geral, nao sao iguais a npr = 2pi.
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Claro que, em alternativa, poderiamos usar outras probabilidades p}, k € %, com

Zkeq/ P, = 1, que, no caso n = 2, teriam necessariamente que satisfazer a

. Pj
JEU j#k J

para todo o k € % . No entanto a determinacao das probabilidades p; é complexa
e é na pratica impossivel para n > 2. Este método, que surge descrito em Horvitz
e Thompson (1952, pp. 679-681) e Yates e Grundy (1953, p. 254), é habitualmente
atribuido a Narain (1951).

Ha diversos planos de amostragem que permitem obter probabilidades de inclusao
fixadas a partida pelo utilizador. Descrevemos a seguir trés desses planos de amostra-

gem (assumimos sempre que N > 3). Outros planos de amostragem IPPS sao descritos
em Hedayat e Sinha (1991, pp. 101-148), Tillé (2001, pp. 79-97) e Tillé (2006).

5.5.1 Plano sistematico com probabilidades desiguais

O plano de amostragem sistematica com probabilidades de inclusao desiguais, proposto
por Madow (1949), é uma forma muito simples de selecionar amostras com probabili-
dades de inclusao fixas & partida. Supomos que conhecemos os npy, para k € %, onde
0<npr<le) .y k=1 Definindo Vo=0e

2
Vi = _np,
=1

os pontos Vp, Vi, ..., Vi constituem uma parti¢ao do intervalo [0, 7] que o divide em N
subintervalos de amplitudes npy, para k =1,..., N.

Para selecionar uma amostra segundo um plano sistematico com probabilidades de
inclusao desiguais, comegamos por gerar um nimero aleatério u sobre o intervalo [0, 1]
e incluimos a unidade k£ na amostra sse V1 <u+j—1 <V, paraalgum j =1,...,n.

As probabilidades de inclusao de segunda ordem do plano sistematico podem ser
calculadas em funcéo das probabilidades de primeira ordem mas algumas delas sao
nulas, sendo esta a principal limitagado deste plano de amostragem (ver Tillé, 2001,
pp. 91-93).

Teorema 5.5.2. O plano de amostragem sistemdtico é um plano de amostragem IPPS

de tamanho fixo nao satisfazendo as condig¢oes 0 < my; < mpmy, para todo o k # 1.
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Dem: Para k € %, fixo, a probabilidade de inclusao 73 é dada por

T = P(kﬁ € S)
n
p(U i <U+i-1< 1)
j=1
n
= ZP(Vk—l <U+j5j-1< Vk),
j=1
uma vez que os conjuntos {Vy_1 < U +j—1 < Vi}, para j = 1,...,n, sdo disjuntos.

Representando por W) as varidveis aleatérias U + j — 1 que possuem distribuicoes

uniformes sobre os intervalos [j — 1, j[, podemos escrever
n
= P(Vict SW; < V).
Jj=1
Vamos em primeiro lugar analisar o caso em que o intervalo [Vj_1, V[ estd contido

em algum dos intervalos [j — 1, j[, para j = 1,...,N. Sendo [j' — 1, j'[ um tal intervalo,

temos
T = P(Vk_l < W < Vk).

Usando o facto de Wj ser uma variavel uniforme sobre o intervalo [j’—1, [, concluimos

que
g = Vi — Vi1 = npy.

Vejamos agora o que se passa quando [Vi_1, Vi[ nao estd contido em nenhum dos
intervalos [j — 1, [, para j = 1,..., N. Neste caso existe j/ € {1,...,N — 1} tal que
Vi1, VelC [ = 1,7'[U[7", /' + 1[ e ' =1 < Vi1 < j' < Vi < j' + 1. Temos entao

T = P(Vk,1 < Wj/ < Vk) + P(Vk,1 < Wj/+1 < Vk)

Usando o facto de Wjr e Wjr;1 serem varidveis uniformes sobre os intervalos [j" — 1, j'[

e [j', 4" + 1], respetivamente, concluimos que

T =P (Ve < Wy <j') +P(j < Wjryq < Vi)
=G = Vic)+ (Vi — ') = Vie = Vi1 = npy. u

5.5.2 Plano de Lahiri-Midzuno

Suponhamos que as medidas normalizadas py, k € % satisfazem as condigoes

n—1

N -1

<mnpp <1, paratodoo k € %, (5.5.3)
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onde ) ;.5 Pk = 1. O plano de Lahiri-Midzuno, proposto por Lahiri (1951) e Midzuno

(1952), inicia-se com a extracao de uma primeira unidade segundo a distribuicao de

probabilidade
N -1 -1
oy = <npk—n ),ke%.

N —n N -1
De entre as restantes N — 1 unidades, selecionamos n — 1 unidades segundo um plano

SSR.

Teorema 5.5.4. Sob as condigoes (5.5.3), o procedimento de Lahiri-Midzuno € um

plano de amostragem IPPS de tamanho fixo satisfazendo 0 < i < wpm, para todo o

k#1.
Dem: Ver Exercicio 45. |

A principal limitacao deste plano tem a ver com a condi¢ao preliminar imposta as
medidas normalizadas pg, k € % . Existe no entanto uma generalizacao deste plano
que pode ser usada para quaisquer medidas normalizadas mas que nao garante que as
probabilidades de inclusdo de segunda ordem sejam estritamente positivas (ver Tillé,
2001, pp. 108-109).

5.5.3 Plano de Rao-Sampford

Para um conjunto de medidas normalizadas px, k € %, com 0 < npp < 1, k € %,
o plano de Rao-Sampford, proposto por Rao (1965) (caso n = 2) e Sampford (1967),
inicia-se com a selecdo de uma unidade com probabilidades pg, kK € . Asn —1
unidades seguintes sao selecionadas, uma a uma, sempre de toda a populacao, com
probabilidades de selegdo proporcionais a npy /(1 — npy), k € % . Se todas as unidades
selecionadas forem distintas, aceitamos essas unidades como amostra. Caso contrario,
rejeitamos todas as unidades e repetimos o processo até obtermos um conjunto de n

unidades distintas.

Teorema 5.5.5. O procedimento de Rao-Sampford é um plano de amostragem IPPS

de tamanho fizo satisfazendo 0 < mp < mpmy, para todo o k # 1.

Para informacao adicional sobre o plano de amostragem de Rao-Sampford, ver
Hedayat e Sinha (1991, pp. 112-115) e Tillé (2006, pp. 130-136).

5.6 Normalidade do estimador de NHT

A normalidade assintética (n — oo e N —n — o0) do estimador de Narain-Horvitz-

-Thompson, que permite justificar a construgao de intervalos de confianca baseados na
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distribuigao normal, é estudada por Héjek (1964) no caso do particular do plano de
amostragem que consiste na extragao com reposicao de n unidades com probabilidades
Qi,...,aN, com ), op = 1, e na selegao ou rejeicao de todas as unidades selecio-
nadas no caso delas serem, ou nao, todas distintas. O processo é repetido até que uma
amostra seja selecionada (rejective sampling). E possivel provar que as probabilidades
ay, podem ser escolhidas de forma que as probabilidades de inclusao de primeira or-
dem 7 sejam iguais a npg, onde p, é a medida normalizada do tamanho da unidade
k. O resultado de Hajek (1964, p.1514) é generalizado por Visek (1979) e por Berger
(1998a) a outros planos de amostragem. Em particular, sabemos que para o plano de

Rao-Sampford o estimador de NHT é assintoticamente normal.

5.7 Aproximagao da variancia do estimador de NHT

Apesar da variancia do estimador de NHT ser conhecida e ser também conhecido um
estimador céntrico desta no caso das probabilidades de inclusao de segunda ordem
serem estritamente positivas, na pratica tal estimador é de utilidade reduzida uma
vez que as probabilidades segunda ordem sao desconhecidas ou de cédlculo muito dificil
para muitos dos planos de amostragem conhecidos. Para que a teoria desenvolvida
possa ser usada na construcao de intervalos de confianga, surgem na literatura algumas
propostas para aproximar e estimar a variancia do estimador de NHT usando apenas
as probabilidades de inclusao de primeira ordem do plano. Uma dela é devida a Hajek
(1964, p. 1512) que propode como aproximacio de Var(f,) a quantidade (o coeficiente
N/(N —1) é introduzido por Berger, 1998b)

2
o?(m) = % (Z i—l;(l — mg) — d(W)G(W)2> ;
Kew

onde
d(m) = Z (1 — 7g)
ke
e

Gl(m) = g5 > (1 = ).

kew
Sob certas condigbes, que sao em particular satisfeitas no caso do plano de Rao-
-Sampford, Berger (1998b) prova que a quantidade anterior é efetivamente uma apro-
ximagao de Var(f;) (n — 0o, N —n — o). Substituindo em o?(7) cada total por

estimadores de NHT, Berger (1998b) propde o estimador de o?(r) definido por

nd(r 2 A
52 (m) = 1A (Z Y (1) - d<w>G<w>2> ,
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onde
dr) = 321 - )
kesS
) o LNy
G(m) = J(W)lgsﬂk (1 —m).
nd(m)

Os coeficientes % ¢ oD considerados nas definicoes de o2(7) e 6%(7), respe-
tivamente, tém como principal funcao ajustar a aproximacao da variancia e o estimador
desta, de forma que no caso do plano SSR ¢?(7) seja igual a Var(f,) e 6%(r) seja o

usual estimador céntrico de Var(f,).

Proposigao 5.7.1. Se mp =n/N, para todo o k € %, entdo

2 N21n532/ A9 N21”‘§12/
=N (1-F) L e Pm=N(1-5) L

5.8 Alguns resultados de simulagao

Nos exemplos seguintes a variavel z =belgianmunicipalities$Tot04 foi usada como varidvel
auxiliar. Nos dois primeiros exemplos tomamos n = 100 e consideramos 1000 repeticoes

do processo de amostragem.

Exemplo 5.8.1. Varidvel de interesse: y = belgianmunicipalities$ Taxablelncome. Para-
metro de interesse: t,. O estimador da regressao que aqui consideramos ¢ baseado no
plano SCR.
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SCR regressao CR regressao CR

Exemplo 5.8.2. Varidvel de interesse: y = belgianmunicipalities$ Totaltaxation. Para-

metro de interesse: t,. O estimador da regressao que aqui consideramos é baseado
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no plano SSR. O grafico da direita descreve a distribuicao dos tamanho das amostras

obtidas pelo plano de Poisson.
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Exemplo 5.8.3. Neste exemplo comparamos os planos de amostragem com probabili-
dade de inclusao desiguais com e sem reposi¢cao. Consideramos n = 30 e n = 100. De-
vido ao seu elevado tempo de execugao, o plano de Rao-Sampford é considerado apenas
quando n = 30. Em ambos os caso consideramos 500 repeti¢oes do processo de amos-
tragem. Varidvel de interesse: y = belgianmunicipalities$ TaxableIncome. Parametro de

interesse: t,.
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Otimalidade e admissibilidade

Comparacao da eficiéncia dos planos CR e SR. Teorema de Basu e Ghosh. Otimalidade
e admissibilidade. Teoremas de Godambe e Joshi sobre a nao existéncia de estimadores
otimos na classe dos estimadores céntricos e sobre a admissibilidade do estimador de

NHT na classe dos estimadores céntricos do total.

6.1 Comparacao da eficiéncia dos planos CR e SR

Do exposto no capitulo anterior ficou claro que contrariamente aos planos SR cuja im-
plementacao envolve alguma complexidade, os planos CR sdo extremamente faceis de
implementar. Além disso, a estimacao da variancia do estimador de Hansen-Hurvitz é
muito mais simples do que a do estimador de Narain-Horvitz-Thompson. Para que se
opte por determinado plano SR em detrimento do plano CR correspondente, é impor-
tante saber se o primeiro é mais eficiente que este iltimo. Por outras palavras: sendo
S uma amostra extraida segundo um plano SR de tamanho n com probabilidades de

inclusao dadas por 7, = npg, com 0 < npp < 1e ), ., pr = 1, serd o estimador de

NHT definido por
- Yk Yk
=2 T =D
kes 'k kes "'PE
mais eficiente que o estimador de HH definido por
L5~ vk Yk

thg = — = ;
npg

n
res' Pk pes

onde S’ é a amostra extraida segundo um plano CR de tamanho n em que a unidade
k tem, em cada uma das n extracgoes, probabilidade p; de ser selecionada?
Como sabemos, ambos os estimadores sao céntricos e as suas variancias podem ser

escritas na forma

2
. z
Var(typ) = Z Zk

wew Pk

85
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N z,? 1 Tkl
Var(t,) = Z —= + ) Z 22—,

n
wew "'Pk klEW k#L

onde zy = Yy — pity, k € %, é tal que ) ;5 2x = 0. Assim, t serd mais eficiente que

iHH Sse
Tkl
§ 22— < 0,
ki ksl PEPL
para todos os niimeros reais 21,...,zy com Y ;5 2x = 0.

Tal é, por exemplo, o caso dos planos SCR e SSR para os quais p = 1/N, para
todo k € % (sobre esta propriedade ver §2.3).

Teorema 6.1.1. No caso do plano simples sem reposicio de tamanho n > 2, t. € mais

eficiente que tyy.
Semelhante propriedade vale no caso do plano de Lahiri-Midzuno (ver §5.5.2).
Teorema 6.1.2. No caso do plano de Lahiri-Midzuno, t. € mais eficiente que trp.

No caso do plano de Rao-Sampford propriedade anédloga foi estabelecida por Gabler
(1981).

Teorema 6.1.3. No caso do plano de amostragem de Rao-Sampford, t, é mais eficiente
que typ.

Como se ilustra no exemplo seguinte, a propriedade expressa nos resultados anteri-
ores nao ¢ valida para um qualquer plano de amostragem.
Exemplo 6.1.4. Consideremos a variavel de interesse y definida por y; =i,1 € % =
{1,2,3,4} e o plano de amostragem SR de tamanho 2 definido por

s | (1,2) (34) (1,3) (14) (23) (24)
p(s) | 3/8 3/8 1/16 1/16 1/16 1/16

Para este plano temos 7 = 1/2, k € %, e Var(t;) = 12,5 (Teorema 5.2.1). Se
considerarmos o planos CR com py = 1/4, k € % (trata-se dum plano SCR de tamanho
2), vemos que npy, = 2 = 7, para k € %, e Var(tgy) = 10 (Teorema 5.1.2). Isto é, o

estimador de NHT nao é mais eficiente que o estimador de HH.

Uma condicao suficiente, sobre as probabilidades de inclusao de primeira e segunda
ordens, para que t, seja mais eficiente que tgy é dada em Gabler (1984) no caso
dos planos de amostragem conexos, isto é, planos de amostragem em que dadas duas
quaisquer unidades k e [, ou a probabilidade de inclusao de segunda ordem my; é es-
tritamente positiva, ou entao existem unidades i1,...,%,, tais que as probabilidades

Thiys Tiyigs - - - » Ti,,1 Sa0 estritamente positivas.
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Teorema 6.1.5. Se o plano de amostragem SR € de tamanho fizo e conexo entio t, €
mais eficiente que tHH sempre que
m
min —+ > n — 1.

lew T
kew !

6.2 O teorema de Basu e Ghosh

O principal resultado tedrico que sustenta a utilizagdo de planos sem reposi¢do em
detrimento de planos com reposicao é devido a Basu e Ghosh (1967) e Basu (1969).
Nele se estabelece que num qualquer plano de amostragem nao ha vantagem em usar a
informacao contida na amostra relativamente a ordem e a multiplicidade das unidades.
Os primeiros resultados neste sentido sao devidos a Basu (1958) e a Raj e Khamis
(1958) no caso do plano SCR.

Estabelecemos a seguir o teorema de Basu e Ghosh, provando que dado um plano
de amostragem e um qualquer estimador que possa depender da informacao contida
na amostra relativamente a ordem e a multiplicidade das unidades, este pode ser subs-
tituido, com vantagem, por outro que nao usa tal informacao. Uma discussao mais
aprofundada sobre este assunto pode ser encontrada em Cassel et al. (1977, pp. 39-44)
e Tillé (2001, pp. 27-31).

Dado um plano de amostragem geral (p,Q), vimos na Proposigao 1.2.8 que lhe

podemos associar uma versao reduzida (p*, @), definida, para t € Q*, por

)= > pls)
seQ:r(s)=t
onde Q* = {r(s) : s € Q}, e r é a funcao de reducao.
Representamos por S a amostra aleatéria com plano de amostragem p, e por T a

amostra aleatoria com plano de amostragem p*.

Teorema 6.2.1. Sejam (p,Q) um plano de amostragem e 6 = é(s;y) um estimador
de 0, definido para s € Q, com E(é(S;y)Q) < 00, para todo oy. Entdo o estimador
0 = 0(t;y), definido, para t € Q*, por

Ot;y) = p*l(t) Se@%):té(&y)p@),

satisfaz as sequintes propriedades:

a) B(O(T;y)) = E(A(S;y)), para todo o'y.

A~

b) Var(6(T;y)) < Var(6(S;y)), para todo o'y.

Assim o sistema de amostragem (p*,0(y)) € pelo menos tio eficiente como o sistema

A~

de amostragem (p,0(y)).
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Dem: A alinea a) decorre diretamente da definicao de 6:

E(0(T;y)) Zﬁty )ZZ Z 0(s:y)p(s)

teQ* teQ* seQ:r(s)=t
= 0(s;y)p(s) = E(0(S;)).
sEQ

Para estabelecer b), comecemos por usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a

hipétese E(6(S;y)?) < oo para concluir que

_ 1 . 2
0ty =—5 O, 0(s:9)vVp(s)Vb(s)
p (t)Q <s€Q:r(s):t )

(X dewe)(

seQ:r(s)=t

= > (sy)’p(s),

seQ:r(s)=t

para todo o t € Q*. Assim,
E(0(T;y)*) = Y 0Ly (1) < > > 0(sy)°p(s) = B(O(S;¥)%),
teQ* teQ* seQ:r(s)=t
o que, tendo em conta a alinea a), permite obter b). |
Teorema 6.2.2. Dado um plano de amostragem (p,Q) e um estimador 6 = é(s;y) de
0, definido para s € @, com E(é(S; y)?) < oo, para todo o'y, seja 0 o estimador definido

no teorema anterior. Entdo o estimador 0 definido, para s € Q, por 0(s;y) = é(r(s); y),

€ tal que:
a) B(0(S;y)) = E(0(S;y)), para todo o'y.
b) Var(6(S;y)) < Var(6(S;y)), para todo o'y.

Assim o estimador 0 € pelo menos tao eficiente como 0.

Dem: Para k = 1,2 temos

E(0(S;y)*) = B0 (S);y)*) =Y _0(r(s)iy)pls) = > Y 6(ty) p(s)

SEQ teQ* seQ:r(s)=t
=) 0ty =Y 0(ty)"p (t) = E(O(T;y)").
teQ* s€EQ:r(s)=t te@*
O resultado é agora consequéncia do Teorema 6.2.1. |

A ndo ser em casos muito particulares, ndo é em geral possivel determinar o esti-

mador 6 = é(r(s); y) definido nos resultados anteriores. No caso particular do plano
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(p, Q) ser um plano SCR de tamanho n, é possivel provar que tomando para 6 a média

A 1
6 =T —_ —
Yscr n Z Yk,
kesS

empirica

entao o estimador # de Basu e Ghosh nao é mais do que a média da amostra que
se obtém da amostra original S depois de suprimida a informagao sobre a ordem e a
multiplicidade das unidades, ou seja, apenas consideramos as unidades distintas que

ocorrem na amostra: 1

é = ﬁBG = T an Yk-
T Z

O Teorema 6.2.2 permite concluir que ambos os estimadores sao estimadores céntricos

de y com
Var(ypg) < Var(yser).

E ainda possivel mostrar que

1 & 1
Var(gBG) = <W Zjn—l _ N)SZQJ
j=1
(ver Basu, 1958, e Pathak, 1961), o que, tendo em conta o Teorema 2.1.2, permite
concluir que

Var(ypa) < Var(yser), para todo o n > 3.

Apesar do estimador g ser mais eficiente que a média empirica quando o plano
de amostragem é um SCR de tamanho n (para n > 3), ele ndo é mais eficiente que
a média empirica i num plano SSR de tamanho n. Com efeito, tendo em conta o

Teorema 2.2.2 podemos concluir que

Var(yssr) < Var(ype), para todo o n > 2.

6.3 Otimalidade

Dado um plano de amostragem, o ideal seria conseguirmos determinar o melhor de
todos os possiveis estimadores do parametro de interesse. Como veremos de seguida,
tal ndo é possivel. Sobre esta questao ver também Hedayat e Sinha (1991, pp. 33-38),
Tillé (2001, pp. 42-45) e Cassel et al. (1977, pp. 68-76).

Definigao 6.3.1. Dado um plano de amostragem (p, Q) e uma classe € de estimadores,
dizemos que o estimador 0 € étimo na classe € se 0 pertence a € e é pelo menos tao

eficiente como todo o estimador 0(y) de €, isto ¢,

EQM(d(y)) < EQM(0(y)), para todo o y € RY.
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O resultado seguinte, devido a Godambe e Joshi (1965), estabelece a nao existéncia
de um estimador étimo para qualquer plano de amostragem na classe dos estimadores
céntricos. Um resultado anterior de Godambe (1955) estabelecia uma propriedade
semelhante para a classe dos estimadores da forma ), g ax(S)ys, ditos estimadores

lineares homogéneos. A demonstragao que apresentamos a seguir é devida a Basu (1971).

Definicao 6.3.2. Um plano de amostragem (p,Q) € dito um censo se n(r(s)) = N,
para todo o s € Q.

Teorema 6.3.3. Dados um plano de amostragem que nao € um censo e 0(y) um
parametro que depende de todas as unidades de % , ndo existe um estimador dtimo na

classe dos estimadores céntricos de 0(y) (classe esta que supomos ndio vazia).

Dem: Consideremos (s;y) um estimador na classe dos estimadores céntricos de 6(y).

Fixemos um qualquer e € R e consideremos o estimador
Oc(s;y) = 0(s;y) — O(s;e) + O(e).
Este estimador é céntrico

E(fe(S;y)) = E(8(S;y)) — E(6(S;e)) +6(e) = 8(y) — 6(e) + b(e) = 6(y)

A~

Oc(s;€) = 0(s;€) — O(s;€) + 6(e) = (e),
para todo o s € ). Assim, quando y = e temos
EQM(fe(S;e)) = 0.

Provamos assim que para qualquer e € RY é possivel construir um estimador céntrico
0c(s;y) de O(y) com EQM(0e(S;e)) = 0.

Existindo um estimador 6timo @(r(s);y) de (y) (pelo Teorema 6.2.2 este estimador

——

depende de S apenas através de 7(.5)) teriamos
EQM(8(r(S); y)) < EQM(Ge(S:y))
para todo o y € R e todo 0 e € RV, o que implicaria que
EQM(6(r(S);y)) = 0, para todo o y € R,

ou seja,
0(r(s);y) = 0(y),
para todo 0 s € Q e y € RY. Tomando uma amostra s € Q com n(r(s)) < N, o

que é sempre possivel visto o plano de amostragem nao ser um censo, chegamos a uma
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contradicdo uma vez que o primeiro membro depende de y apenas nas unidades que
ocorrem em s enquanto que o segundo membro depende de y também através das

unidades que nao ocorrem em s. [ |

Teorema 6.3.4. Para qualquer plano de amostragem que ndao € um censo, ndao existe

um estimador étimo na classe dos estimadores céntricos de t,.

Como consequéncia direta deste resultado concluimos que o estimador de Narain-
-Horvitz-Thompson nao é éptimo na classe dos estimadores céntricos de t,,.
Para outras classes de estimadores existem resultados do mesmo género estabele-

cendo a nao existéncia de estimadores 6timos.

6.4 Admissibilidade

Nao sendo possivel encontrar estimadores 6timos, é natural que se diminua a exigéncia.
A nocao de admissibilidade no contexto da amostragem em populagoes finitas foi pri-
meiramente considerada por Godambe (1960) e Roy e Chakravarti (1960) (ver Cassel
et al., 1977, Capitulo 3).

Definicao 6.4.1. Dado um plano de amostragem (p,Q), um estimador é(y) perten-
cente a uma classe € de estimadores € dito admissivel na classe € se nao existe em €

um estimador mais eficiente que é(y), isto €, se nao existe é(y) € € tal que

EQM(0(y)) < EQM(A(y)), para todo oy € RY

EQM((y0)) < EQM(6(y0)), para algum yo € RY.

Caso contrdario o estimador 6 é dito ndo admissivel na classe € .

Dado (s;y) um estimador na classe dos estimadores céntricos de 0(y) e e = (ex, k €
%) € RV fixo, definimos na demonstracio do Teorema 6.3.3 o estimador céntrico de

0(y) dado por
Oo(s;y) = O(s;y) — (s ) + (e).

Seguindo a abordagem de Cassel et al. (1977, pp. 52-59), vamos provar que este esti-
mador é admissivel. Para tal, comecamos por estabelecer o resultado auxiliar seguinte

onde Q,,,m =0,1,...,N, é a particio de RY definida por

Q= {y € RY : y;. # e}, para exatamente m coordenadas de y}.
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Lema 6.4.2. Dado um plano de amostragem sem reposicio (p,Q), seja 0(s;y) um

estimador céntrico 0(y) com

a) EQM(0(y)) < EQM(Ae(y)), para todo oy € RN

b) O(s;y) = ée(s;y) para todo o s € Q quando 'y € Q.
Entao é(s;y) = ée(s;y) para todo 0 s € Q quandoy € Q1.

Dem: Seja 'y € €, 41 qualquer e consideremos a particao @;,7 =0,1,..., m+1de Q

definida por (estamos a usar o facto do plano ser sem reposigao)
Q; = {s € Q : y; # e;, para exatamente j coordenadas k € s}.

1) Se s € UJL,Qj, sabemos que (yx,k € s) contém quando muito m coordenadas
diferentes das correspondentes coordenadas de (eg, k € s). Isto significa que podemos

determinar y’ € Q,,, com y’ dependente de s, tal que

fe(s1y) = Oo(s:y')

Usando a hipétese b) concluimos que fe(s;y’) = 0(s;y’) e portanto
ée(s; y) = 6(s;y) para todo o s € UiLo Q-

2) Para s € Q41 sabemos que exatamente m + 1 coordenadas k de s sdo tais que
yr # er. Estas coordenadas sdo necessariamente aquelas em que y e e diferem, isto é,
nao dependem da amostra s. Tal facto implica que é(s;y) e é(s;e) sejam constantes

para s € Q+1. Assim

Oe(s;y) = ¢, para todo 0 $ € Qut1- (6.4.3)

3) Sendo 0(s;y) e fo(s;y) estimadores céntricos de 0(y), de 1) temos

E(0(y)) = E(0e(y)) = > _(0(s;y) — be(s:y))p(s)
s€Q

= Y (0(s;5) = Oo(s;y)p(s) = 0.

$€EQm+1

4) Da hipédtese b) e mais uma vez de 1) obtemos

Var(0(y)) — Var(fe(y)) = > _(0(s;y)* — Oe(s;¥)*)p(s)
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5) Usando 1)-4) podemos escrever

A~

> (0(s;y) = Be(s;y))?p(s)

s€EQ
= Y (lsy)? = belsiy)Ppls)
SEQm+1
+2 )" elsiy)(Be(s;y) — 0(s;y))p(s)
$€EQm+1
< 2c Z (be(s5y) = 0(s;y))p(s) =0
SEQm+1

Concluimos assim que ée(s; y) = é(s;y) para todo o s € Q. Sendo y qualquer em

Q1 0 resultado esta provado. [ |

Lema 6.4.4. Dado um plano de amostragem sem reposicao (p,Q) e 0(s;y) um esti-

mador céntrico de 0(y), para todo o e € RN o estimador
Oo(s;y) = 0(s;y) — O(s; e) + 6(e)
¢ admissivel na classe dos estimadores céntricos de 0(y).
Dem: Suponhamos por absurdo que existe um estimador céntrico é(s; y) de O(y) com

EQM(A(y)) < EQM(fe(y)), para todo oy € RV, (6.4.5)

EQM(0(yo)) < EQM(0e(yo)), para algum yo € RY. (6.4.6)

Ora fq(s;€) = O(e) e EQM(fe(e)) = 0 o que, por (6.4.5), implica que EQM(f(e)) = 0
e portanto ée(s; e) = é(s;e) para todo o s € Q. As condigoes do Lema 6.4.2 sao assim
véalidas para m = 0 o que implica que ée(s;y) = 0(s;y) paratodoo s € Qey € Q.
Aplicagoes sucessivas do Lema 6.4.2 permitem concluir que ée(s; y) = 6(s;y) para todo
0s€QeycRN oque contradiz (6.4.6). [ |

Recorrendo ao Lema 6.4.4 e tomando para é(s; y) o estimador de Narain-Horvitz-
-Thompson do total e e = 0, obtemos o resultado seguinte devido a Godambe e Joshi

(1965).

Teorema 6.4.7. Dado um plano de amostragem sem reposi¢ao (p,Q), o estimador de

Narain-Horvitz-Thompson de t, € admissivel na classe dos estimadores céntricos de t,.
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7

Amostragem por grupos a uma e a duas

etapas

Amostragem por grupos a uma etapa. Sele¢dao dos grupos com probabilidades iguais e
eficiéncia relativamente ao plano SSR. Amostragem sistemdtica. Sele¢cdo dos grupos
com probabilidades proporcionais ao seu tamanho. Amostragem por grupos a duas eta-

pas. Selecao dos grupos com probabilidades iguais e com probabilidades desiguais.

7.1 Amostragem por grupos

Tal como na amostragem estratificada, assumimos neste capitulo que a populacao esta
dividida em subpopulacoes ou grupos. Contrariamente aquela, na amostragem por gru-
pos apenas em alguns dos grupos sao recolhidas amostras, sendo a selecao destes grupos
feita por métodos aleatérios. Vamos entao admitir que a populacao % de tamanho N

estd dividida em M grupos %; de tamanhos N;,i = 1,..., M, tais que
M
Uu=2 o wnu=0i#,
i=1

Claramente N = Zf\il N;. Assim, a populacio estd dividida em unidades primdrias
(UP), sendo cada uma destas unidades composta de unidades secundarias (US). Quando
observamos todas as unidades dos grupos selecionados dizemos que temos um plano de
amostragem por grupos a uma etapa ou plano de amostragem por conglomerados. Se
em cada um dos grupos selecionados voltarmos a selecionar uma amostra segundo um
determinado plano de amostragem dizemos que temos um plano de amostragem por
grupos a duas etapas. A amostragem por grupos pode naturalmente ser generalizada a
mais de duas etapas.

Os planos de amostragem por grupos sao particularmente titeis quando nao se dispoe
de uma base de amostragem de toda a populacao. Em cada passo do processo precisa-

mos de conhecer os grupos em que dividimos a populagao (ou subpopulagdes) e apenas

95
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precisamos de construir a base de amostragem relativamente aos grupos onde final-
mente vamos selecionar as unidades da populagao. O facto de ser por vezes impossivel
na pratica recolher uma amostra segundo planos simples ou estratificados, em que
necessitamos de listar toda a populagao, é a razao apresentada por Neyman (1934,
pp. 568-570) para considerar planos de amostragem em vérias etapas.

Neste capitulo centraremos a nossa atencao nos planos de amostragem sem re-

posicao, mas teoria anadloga poderia ser desenvolvida para planos com reposigao.

7.2 Amostragem por grupos a uma etapa

Um plano de amostragem p por grupos a uma etapa consiste na extracao de uma
amostra de grupos segundo um plano de amostragem sem reposi¢ao p* definido na
populacao

wr={1,....My={7,..., %),

seguindo-se a observacao de todas as unidades dos grupos selecionados. Representando
por S e S* as varidveis aleatdrias com distribuigoes p e p*, a amostra que resulta do

plano de amostragem anterior é dada por
S = (%,ie€S").

Pretendendo estimar o total da populacao t,, sabemos que o estimador de NHT
de t, bem com a sua variancia e respetivo estimador, dependem das probabilidades de
inclusao de primeira e segunda ordens 7 e m; das unidades da populagao % segundo
o plano de amostragem p anterior. Sendo 7 e m;; as probabilidades de inclusao de
primeira e segunda ordem das unidades de Z* segundo o plano p* temos:

— Se k € %;, entao

mr,=PkeS)=PlieS")=n]

— Se k,l € % com k # [, entao

Tkl :P(k:,l € S) :P(i S S*) =7}

.
~Sek€Uelec comi# j, entao

T =P(k,1 € 8)=P(i,j € ) = ;.

Tendo em conta que 7; = 7, entao mp = m;; para todo o k € U el cU.

E interessante verificar que, em geral, este plano nao satisfaz as condi¢oes de Sen-
-Yates-Grundy (a menos que w7 = 1 para todo o i € %*), uma vez que se k,l € %,
k # [, entao

. * * * *1 *
Tl — T = T, — T, 7 —Wz( —Wi)-
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Apesar disso, o estimador céntrico da variancia podera ser, como veremos, nao negativo.

No que se segue representamos por t,; o total do grupo U;: tyi = Zke% yi. Natu-

M
ralmente t, = > .7, ty;.

Teorema 7.2.1. Num plano de amostragem por grupos a uma etapa, o estimador de
NHT do total t, € dado por

=y

ies* i

e tem por variancia

N tyityi
Var(in) = 3 B (s )

’Lje(j * (2

Além disso, se m;; > 0 para todo o i £7,

* k 3k

Var(i) — byily; Tij — T T
ar( 7r) - Tt T*
ijes "t 1]

¢ um estimador céntrico de Var(t,).

Dem: De acordo com o Teorema 5.2.1 o estimador de NHT do total é dado por

. 1 tyi
I I I DI

keS 1€S* ke, ieS* v ke €S

e a sua variancia é dada por

Var(tr) = ) I 1y — mm)

LIEU* ke let; v T
tyit
yLtyg * * %
- * ok ( 1 _Wiﬂj)’
Zje%* (2

poiswk:meﬂ'klzﬂjjsekze%ele%.

Finalmente, se 7; > 0, para todo o i = j, temos m; > 0 para todo o k # [, e pelo
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Teorema 5.2.2 um estimador céntrico de Var(f,) é dado por

YeYi Tkl — TET
TR Tkl

Var (i) =
k,leS

_ Z Z YY1 Tkl — TET
TR

> * 17 17 Trk;l
1,jES* k€U leU;

_ Z Z Ykl 77;‘} _W;W;
i,jES* kEU; 1€U, g i

= tyity; Tiz — ™™ -
e ﬂjﬂj 7'[';} .

Reparemos que a partir do momento em que se verifica que o estimador de NHT
depende apenas do plano de amostragem p* e da varidvel z; = ty;, para i € %*, as
expressoes anteriores para a variancia do estimador de NHT e para um estimador desta,
poderiam ser obtidas diretamente a partir dos Teoremas 5.2.1 e 5.2.2 quando aplicados
ao plano p* e a varidvel de interesse z;,i € Z*. De forma andloga, podemos obter o

resultado seguinte como consequéncia imediata do Teorema 5.4.1.

Teorema 7.2.2. Se o plano p* é de tamanho fizo, a variancia do estimador de NHT

toma a forma

1 tyi ty )
Var(i) = -5 Y (% -2 (- wim),

ijews N\ Ty
e, se 7T;~kj > 0 para todo o1 # j, a variancia anterior pode ser estimada de forma céntrica
por

2, % * %
— N 1 t t, . — s
VarSYG(tﬂ) = —— Z (% — Lj) Ui*lj

2 * ¥ *
o T T T

Reparemos que mesmo que p* tenha tamanho fixo m, o plano p nao é necessaria-
mente de tamanho fixo, a menos que os grupos tenham todos o mesmo tamanho (ver
Exercicio 51). Se o plano de amostragem p* é de tamanho fixo e satisfaz as condigoes
de SYG, isto é, 71';-‘]» < 71';-‘775f para todo o ¢ # j, entao o estimador da varidncia de SYG
¢ nao negativo.

Tendo em conta a expressao anterior da variancia Var(fw) concluimos que para
tirar partido de um plano de amostragem por grupos a uma etapa com probabilidades
de inclusao desiguais onde p* tem tamanho m, devemos conhecer os valores de uma

varidvel auxiliar z; > 0 aproximadamente proporcional a t,;,

tyi AT, 1€ 62/*,
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e devemos implementar um plano p* com probabilidades de inclusao de primeira ordem
dadas por

T =mxfty, 1 € UT.
E comum a situacdo em que a varidavel auxiliar x; é o tamanho N; do grupo %;, isto é,
x; = Nj, para i € * (ver §7.2.4 e Exercicio 58).
7.2.1 Selecao dos grupos com probabilidades iguais

Quando o plano de amostragem p* anterior é um plano SSR de tamanho m dizemos que
o plano de amostragem por grupos a uma etapa ¢é simples. Neste caso as probabilidades

de inclusao de primeira e segunda ordens sao dadas por

. m . mm —1
MM T MMoT
para i,j € #* = {1,...,M} com i # j. Nao tendo os diversos grupos a mesma

dimensao, o tamanho da amostra é aleatorio de tamanho médio

m  Nm
Ze() *
No caso particular dos grupos terem todos o mesmo tamanho Ny, o plano é de tamanho
fixo mNy.

De acordo com o Teorema 7.2.1, o estimador de NHT toma a forma

.M
fe=— Z tyi- (7.2.3)
1€S*

Atendendo ao facto de p* ser um plano SSR de tamanho m e ¢, ser o estimador
usual do total £, = >, 4« ty;, em que a varidvel de interesse ¢ o total do grupo %;, ty;,
os resultados do paragrafo 2.4.1 podem ser usados para obter a variancia de ¢, bem
como um estimador céntrico desta (ver Exercicio 52). Em alternativa, a variancia de
t. pode ser obtida a partir do Teorema 7.2.2:

2

. M —m 9 5 m\ S;
f)=——7 " tyi —tyi)> = M?*(1 - — )=, 2.4
Var(r) Qm(M_l)ij;w(y i) (1-2)% (7.2.4)

(sobre esta tltima igualdade, ver o Exercicio 39) onde s? é a varidncia empirica corrigida

da “populagao> dos totais” ty;,¢ =1,..., M,

M
2 _ 1 tyi ! t-2 7.2.5
St_M—lZ yZ_MZ Yt . ()

=1 EU
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Novamente pelo Teorema 7.2.2, a variancia anterior pode ser estimada de forma céntrica

por
Var(i,) M(M —m) Z(t 1) M2<1 m)gg
ar = 2 ) = S
T 2m2(m — 1) 4 ye o M) m’
i,jES*
onde

A 1 1 2
82 = — > <tyi -— > tw) : (7.2.6)

1€S* 1€5*
A expressao (7.2.4) anterior poe em evidéncia o facto do estimador anterior poder
ter grande variabilidade quando os tamanhos dos diversos grupos sao muito diferentes.
Tal facto é consequéncia da grande variabilidade que, nesse caso, pode estar presente

na “populagao dos totais” dos diferentes grupos.

7.2.2 Eficiéncia relativamente ao plano SSR

No contexto do paragrafo anterior, é possivel comparar o plano por grupos a uma etapa
com o plano SSR no caso particular dos grupos %; terem todos o mesmo tamanho Ng,
o que vamos admitir neste paragrafo. Antes de efetuarmos tal comparacdo, comecemos
por reparar que a variancia do estimador ¢, definido por (7.2.3) depende exclusivamente

da variancia inter-grupos. Com efeito, tendo em conta que N = NoM, N; = Ny e

tyi = Noyi, para todo o i, § = ﬁ Z@]\i1 Ui, cOm fJ; = NLO Zke% Yk, de (7.2.5) temos

M M
1 _ _ Ng o NZM
i=1 =1
Assim, de (7.2.4) obtemos
~ 2 M —m U;,inter

O resultado que apresentamos a seguir estabelece que quando os grupos sao in-
ternamente bastante heterogéneos (variabilidade “intra” elevada, e, por consequéncia,
variabilidade “inter” reduzida), a amostragem por grupos é mais eficiente que a amos-
tragem simples sem reposigao. Reparemos que esta situagao é oposta a observada na

amostragem estratificada.

Teorema 7.2.8. Se os grupos %; tém tamanho Ny, entao

Var(t,) _ N -1 (1 B J;,intra>
Var(tee) M—1 o2 '

onde tysr representa o estimador de NHT num plano SSR de tamanho n = mNy.
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Dem: Basta ter em conta (3.2.1), (7.2.7) e o facto da variancia do estimador de NHT

num plano SSR de tamanho n = m Ny poder ser escrita na forma

2 2
N ny\ S M —m
Var(lr) = N7 (1= ) 2= N7 0L .

Corolario 7.2.9. Se os grupos %; tém tamanho Ny, o plano de amostragem simples
por grupos a uma etapa de tamanho mNgy € mais eficiente que o plano SSR de tamanho

mNy sse
M
i g 52. > 52
M pr=ry
i=1

2 iAo L. .
onde s;; a varidncia empirica corrigida do grupo U;

1 _
= S - (1:2.10)
¢ kEeU;

Os resultados anteriores podem ser também reescritos em termos do coeficiente de

correlacdo intragrupos definido por

Sy Y ke Wk — D)W — )
(No = 1) S S e, (U — )2

Este coeficiente pode ser interpretado como uma medida da homogeneidade interna

CCI =

dos vérios grupos. Atendendo a que

>y (%—?)(M—?)ZZ(Z(%—@)

i=1 k,le; i=1 ke

(N7 — Nig)*

e

@
Il
—_

M
N02 Z(gz - g)Q = NONUZ,inter?
i=1

e que

i=1 ke
concluimos que
2 2 2
00, ; a N, o .
CCl= —-Lmer ¥ —q 0 vinia (7.2.11)
(NO — 1)0'y N(] —1 O'y
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Assim, se o2 = 0, isto é, se os grupos sao internamente muito homogéneos, o

Jintra
coeficiente aerlterior toma o valor maximo CCI = 1. O valor minimo de CCI é atingido
quando aimter =0 e é dado por CCI = —1/(Np — 1).

Tendo em conta (7.2.7) e (7.2.11), podemos escrever a variancia do estimador de
NHT em termos do coeficiente de correlagao intragrupos (expressao devida a Hansen e

Hurwitz, 1942)

Var(t,) = N? (1+ (No — 1)CCI). (7.2.12)

Tal como vimos atras, o estimador de NHT terd uma variancia tao mais pequena quando
menor for CCI, ou seja, quanto mais os grupos forem internamente heterogéneos.

Do resultado seguinte concluimos que a vantagem do plano de amostragem por gru-
pos a uma etapa relativamente ao plano SSR de tamanho mNy serd assim tanto maior

quanto menor for o coeficiente CCI, ou seja, quanto mais os grupos forem heterogéneos.

Teorema 7.2.13. Se os grupos %; tém tamanho Ny, entao

Var(t,) (N-1)M
Var(tye, ) - N(M —1)

(1 + (Ny — 1)CCI).

Corolario 7.2.14. Se os grupos %; tém tamanho Ny, o plano de amostragem simples
por grupos a uma etapa de tamanho mNgy € mais eficiente que o plano SSR de tamanho

mNy sse )
CCI< ———.
- N-1

7.2.3 Amostragem sistematica

O método de amostragem sistematica para extrair uma amostra de tamanho n de uma
populagao de tamanho N, em que M = N/n é assumido inteiro, consiste na extragao

ao acaso de um inteiro h entre 1 e M e na selecao dos individuos colocados nas posicoes
hyh+ M,h+2M,... ,h+ (n—1)M.

Tal como fazem notar Madow e Madow (1944, p. 4), amostragem sistemdtica pode
assim ser vista como um caso particular da amostragem por grupos a uma etapa em

que os grupos sao dados por
U; = {i,ih + M,i+2M,...,i+ (n—1)M},

parai=1,..., M, e apenas um dos grupos é escolhido. Neste caso, as probabilidades

de inclusao de primeira ordem sao iguais as dum plano SSR de tamanho n:

1
7Tk‘: =

i , para todoo k € % .

==
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Como apenas um grupo ¢ seleccionado, temos

n
Tt = 57 Para todo o k,l € %

7y = 0, para todo o k € %;,1l € % com i # j.

Tendo em conta (7.2.3) com M = N/n e m =1 o estimador de HT de t, é dado
por
7§sis = MtyS*a

uma vez que S* é uma amostra de tamanho 1 sobre 7* = {1,..., M }. Tendo em conta

(7.2.12), a sua variancia é dada por

2
. o
Var(tys) = N*—2 (1 4 (n — 1)CCI),
n

expressao esta devida a Madow e Madow (1944).

E interessante verificar que, a menos do fator 1+ (n — 1)CCI, a expressao anterior
é igual a da variancia do estimador do total num plano SCR e por isso semelhante &
do plano SSR. Atendendo ao Teorema 7.2.13, concluimos que a eficiéncia do plano de
amostragem sistematica relativamente ao plano SSR de tamanho n pode ser medida
por
sis) N —n

t
sts) 14 (n—1)CCI) ~ 1+ (n — 1)CCI,
Var(iun) {1+ =-DCCH ~ 1+ (n—1)

sendo esta aproximacao valida quando o tamanho da populacao é grande comparativa-
mente ao tamanho da amostra.

Quando a lista das unidades populacao exibe algum padrao periédico podemos ob-
ter grupos homogéneos o que faz com que a variabilidade do estimador seja grande.
Caso contrario, quando os possiveis grupos sao heterogéneos a variabilidade do estima-
dor pode ser inferior a obtida por SSR. Isto pode acontecer quando a populacao esta
ordenada relativamente a variavel de interesse (ver Levy e Lemeshow, 1999, p. 92, para

um exemplo desta situacao).

7.2.4 Selecao dos grupos com probabilidades desiguais

Como vimos no paragrafo 7.2.1 a selecao dos grupos com probabilidades iguais pode
conduzir a um estimador com grande variabilidade quando a “populacao dos totais”
dos grupos apresenta grande variabilidade. Isso acontece muitas vezes em situacoes
praticas quando os tamanhos dos grupos sao muito diferentes entre si. Sendo comum

a situagdo em que a varidvel de interesse é proporcional ao tamanho do grupo, caso o
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tamanho dos grupos seja conhecido a partida podemos efetuar uma selegao dos grupos
com probabilidades proporcionais ao seu tamanho através de um plano de tamanho
fixo m sem reposigao. Utilizando um tal plano de amostragem com probabilidades de
inclusao desiguais, esperamos que o respetivo estimador de NHT tenha uma variabi-
lidade inferior & do estimador usado no plano com iguais probabilidades de inclusao.

Assim, as probabilidades de inclusao de primeira ordem sao dadas por

NA
lemﬁz,z:l, , M,
onde admitimos que mN; < N para todo o i =1,..., M (reparar que isto corresponde

a tomar como varidvel auxiliar z; = N;). Admitindo que nao necessitamos de recalcular

as probabilidades de inclusao anteriores (por alguma delas ser superior a 1), o estimador
de NHT de ¢, é dado por

. N tui N

tr=—) ZL==—"23 g,

™ m Z N; m Z Yi
IS IS

A variancia de ¢, e um estimador desta podem ser obtidos a partir do Teorema 7.2.2,
e dependem das probabilidades de inclusao de segunda ordem do plano sem reposicao
utilizado.

O tamanho da amostra é aleatério sendo o seu tamanho médio dado por

E(n(S) = 3 Niwf = 30 N = TSN,

1€U* IS8 €U

Para um mesmo nimero de grupos selecionados este plano fornece amostras com

tamanho médio superior as do plano com iguais probabilidades de selecao dos grupos.

7.3 Amostragem por grupos a 2 etapas

Tal como no plano de amostragem por grupos a uma etapa, a populagdo % de tama-
nho N estd dividida em M grupos %; de tamanhos N;,i = 1,..., M. Um plano de
amostragem p por grupos a duas etapas consiste na extracdo de uma amostra S* de

grupos segundo um plano de amostragem sem reposicao p* definido na populacao
U= {1,,M} = {%1,...,%]\/[},

seguindo-se a extracao de amostras S* em cada um dos grupos selecionados segundo
planos de amostragem sem reposicao p*, ¢ = 1,..., M, em que os diversos planos sao

considerados independentes entre si. As unidades de Z* sao ditas unidades primdarias
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e as unidades dos grupos %;, i = 1,..., M, sdo ditas unidades secunddrias. A amostra

aleatéria S que resulta da utilizacdo do plano de amostragem p é assim dada por
S =(S"ie 8.

Pretendendo estimar o total da populacao t,, sabemos que o estimador de NHT de
ty bem como a sua variancia e o respetivo estimador, dependem das probabilidades de
inclusao de primeira e segunda ordens 7 e m; das unidades da populagao % segundo
o plano de amostragem p anterior. Sendo 7} e m;; as probabilidades de inclusao de
primeira e segunda ordem das unidades de %* segundo o plano p*, e por 7, e 7, as
probabilidades de inclusdo de primeira e segunda ordem das unidades de %; segundo o
plano p’, temos:

— Se k € %;, entao
=Pk eS)=P(i €S kecS)=P(icS)PkeS)=nln.
—Se k,l € %;, entao
T =P(k,1 € S) =P(i € S* k,l € §') =P(i € S*)P(k,l € S*) = 7} 7},
~Sek € Uelec, comi# j, entao
T =P(i,j € S*, ke S 1€ 8)=P(i,j €SPk € SHP(l € §7) = njmimi.

Na posse das probabilidades de inclusao anteriores, a partir de Teorema 5.2.1 po-
demos determinar o estimador de NHT de ¢,, a sua variancia e um estimador céntrico
desta sempre que 775 > 0 e W};Jl > 0 para todo o 4,5 = 1,...,M com i # j e todo o
k,l € U; com k # [. No entanto, na demonstragao do resultado seguinte usaremos uma

técnica alternativa para deduzir a variancia do estimador de NHT.

Teorema 7.3.1. Num plano de amostragem por grupos a duas etapas, o estimador de
NHT do total t, ¢ dado por

=y

iesS* v
onde, para i =1,..., M,
by = Z =
ﬂ.Z
kesi "k

¢ o estimador de HT do total t,; do grupo %; segundo o plano de amostragem pt. Além
disso,
Var(t,) = Vup + Vs,
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onde Vyp e Vyg sdo os termos de wvariancia relativos as unidades primdrias e se-

cunddrias, respetivamente, dados por

tyityi
_ yrryy * * %
Vup = E R (Wij—ﬂﬂj),
Ljewx v J

1 .
Vs = Z FVar(tyi),

ier} * 7

onde

v 0

- YsY 4 i i
Var(ty;) = Z e (T4 — L)
klew; "kl

Dem: De acordo com o Teorema 5.2.1, o estimador de NHT de ¢, é dado por

YRy Yy R

keS i€5* hesi €S hesi ik jege i pegi "k

onde, ainda pelo Teorema 5.2.1, fyi = resi Uk/ ﬂli ¢ o estimador de NHT do total ¢,
do grupo %; segundo o plano de amostragem p'.
De modo a simplificar o célculo da variancia do estimador, vamos lancar mao da

igualdade seguinte que permite decompor o calculo da variancia em duas fases:
Var(t,) = Var(E(£,|S*)) + E(Var(i,|S*)).

Atendendo a que fyi ¢ o estimador de NHT do total ¢,; do grupo %; e que S* e St
sao independentes temos

~

(s =B 3 2 s |s) = 3 H e

ier} * 7 Zer) * K

-y yz|5 -y Etyi) _ T tyi.

1€S* i€S*

Usando agora o Teorema 5.2.1 obtemos

. tyi tyityi «
Var(E(i,]5%)) = Var( > %) = > LY (ap — i) = Vup.
Tr> T

iES* 7 ’Lje(j * (2

Por outro lado, sendo os estimadores ?,; independentes entre si e também indepen-

dentes de S*, temos

~

. tyi
Var(i,]S*) = Var( > Wi 1;(S*)

N Var (t,;|S* . Var (£
S > = E 7;’?; ) IL;(S*) = E 7£2y )
euwr

iew* ¢ i€5* v
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Assim
A Var(fyi)
E(Var(t.]|S*)) = Z = Vus,
ieu* ¢

onde, pelo Teorema 5.2.1,

- Yk YeYi i i i
Var(t,;) = Var( Z 71_’> = Z " (T4 — 7377 [ |
k

kes: klew, "kl

Como seria de esperar o estimador de NHT num plano a duas etapas possui uma
variancia maior que num plano a uma etapa. O termo Vi p é precisamente a variancia
do estimador de NHT no plano de amostragem por grupos a uma etapa. O acréscimo
de variabilidade é quantificado pelo termo Vg resultante da variabilidade da segunda
etapa do processo de amostragem.

O resultado anterior generaliza os obtidos para a amostragem estratificada e para a
amostragem por grupos a uma etapa. Se todos os grupos forem selecionados na primeira
etapa o plano reduz-se a uma amostragem estratificada. Neste caso 7' = 7T =1le
Vup = 0. Por outro lado, se todas as unidades dos grupos selecionados na prlmelra
etapa forem observadas, o plano reduz-se a um plano por grupos a uma etapa e neste

caso Vg = 0.

Teorema 7.3.2. Num plano de amostragem por grupos a duas etapas, se 7;; > 0 para
todo 01 # j, e 7Tkl > 0 para todo o k #1 ei=1,..., M, entdo um estzmador céntrico
de Var(t,) ¢ dado por

. ot T —
Var(t,) = Z S T + Z Var
Tt
i,j€8* v J J ZES*
onde
N YkYl Ty — T
Var(t = Z " p :
kS k"1 kl

Dem: Representemos por Ve Vg as primeira e segunda parcelas de @(ﬁr), respeti-

vamente. Atendendo & independéncia entre S* e S7 temos

E(fyityj) = E(fyi)Q = Var(fyi) + tziv se i =7,

E(fyityj) = BE(tyi)E(ty;) = tyity;, sei # j.
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Assim,
N 1 7f —afrr » .
BVa) = Y —— Bl E(L(S)1,(S"))
ijeux T ij
1 * * % P
= Z o (Trij Ty )E(tyltyj)
i,jeu* v J
tyit . . s Var(f ) N
- Z ﬂ?ﬁ yj (ﬂ-zj_ﬂ-zﬂ-j)_{_ Z *yl (1_7Tz)
iwjewr v icwu* v
=Vup+ Vus — Z Var(fy;).
TEU*

Por outro lado, sendo @(fyi) um estimador céntrico de Var(t,;) que depende de
St temos
. 1 — ) 1 . .
E(Vs) = Y — B(Var(f)1:(5%) = Y — B(Var(fy,))B(1i(S7) = ) _ Var(fy).

; : ; s .
Ut Ut TEU*

Finalmente

E(Var(iy)) = E(Va) + E(Vg) = Vup + Vg = Var(iy). |

Como podemos concluir da demonstracao do resultado anterior, as duas parcelas
V4 e Vg, que definem o estimador Var(t,), nao sao estimadores céntricos de cada uma
das componentes, Virp e Vg, da variancia de ;. Mais precisamente, provamos que V4

¢ um estimador enviesado de Var(t,) com viés dado por

E(VA) — Var(t,) = — Z Var(fyi),

U™

permitindo o estimador Vp corrigir tal viés. Com efeito, vimos que

E(Vp) = ) Var(iy),

IS8

o que faz com que \//zﬁ(fﬂ) = V4 + Vp seja um estimador céntrico de Var(Z,).

Teorema 7.3.3. Se os planos p* e p' sio de tamanho fizo, a varidncia do estimador
de NHT toma a forma

. 1 tyi tyi\2, . 1 )
Var(ir) = =5 Y (-2 (my - wim)+ 3 Vet

LJEU™ i J
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onde

Var(t,;) = —= Z (yk yl) (w8, — miad).
kle”i/ Tk
Além disso, se7T . > 0 para todo o i # j, eﬂkl>0pam todook#lei=1,...,M, a

variancia antemor pode ser estimada de forma céntrica por

2, % *, %
T 1 —
yi ij iy -
Varsya(tz) = —= E ( - ) - + E — Varsyc (tyi),
T, i
szS*

onde

27Ti —7Ti7Ti
VarSYG :—— Z <___> M

k JeSs T

Reparemos que nas condig¢oes anteriores, o plano p nao é de tamanho fixo (ver
Exercicio 59). Se os planos de amostragem p* e p’ satisfazem as condicdes de SYG, isto
é, 7TU <7 77» paratodooi;«éj, ew,il Swzwf paratodoo k#lei=1,..., M, entdo o
estimador Varsyc, (ﬁr) é nao-negativo.

Tendo em conta a expressao anterior da variancia Var(fﬂ) concluimos que para tirar
partido de um plano de amostragem por grupos a duas etapa com probabilidades de
inclusdo desiguais onde p* tem tamanho fixo m e p’ é de tamanho fixo n;, para todas
as unidades primdrias i € % * devemos conhecer os valores de uma varidvel auxiliar

x; > 0 aproximadamente proporcional a t,;,
tyi ~A\x;, 1€ %*,

e devemos implementar um plano p* com probabilidades de inclusao de primeira ordem
dadas por
T =mx[ty, 1 € UT.

Além disso, para i =1,..., M devemos também conhecer os valores de varidveis auxi-
liares z;; > 0 aproximadamente proporcionais a yy,

Yk = Nizik, k € U,

e devemos implementar planos p’ com probabilidades de inclusdo de primeira ordem
dadas por
W,i =nizip/ts, k € U.

Atendendo a que

n(S) = > n(SH1(S*) = D n(SHL(S*) = Y Y M(SHI(S),

€U EU* ew* kel;



110 Notas do curso de Amostragem e Sondagens

o tamanho médio do plano é dado por

= > > E(MR(S)E(L(S*) = Y > m.

€U keU; e keU;
7.3.1 Selecao dos grupos com probabilidades iguais

Quando o plano de amostragem p anterior ¢ um plano SSR de tamanho m e cada um
dos planos p’ é um SSR de tamanho n; dizemos que o plano de amostragem por grupos

a duas etapas é simples. Neste caso temos

=" e W*—Em_l

M Y MM-1
parai,j € #* ={1,...,M} com i # j, e

i e ﬂizﬂni_l

k NZ M NiNi_17

para k,l € %; com k # .
Pelo Teorema 7.3.1 o estimador de NHT é dado por

M -
.= >ty (7.3.4)

1€S5*

Zyk

' kesi

onde

A seguir, deduziremos a varidncia do estimador de NHT usando diretamente o
Teorema 7.3.3. Um procedimento alternativo podera ser seguido usando os resultados,
bem nossos conhecidos, sobre a variancia do estimador de NHT num plano SSR (ver

Exercicio 60). Tendo entdo em conta o Teorema 7.3.3, a variancia de ¢, toma a forma

. M —m M N; — n;
Var(t.) = — " E boo— )24 o E _ E — )2
ar(tr) 2m(M — 1) ‘e%*( vi ~tyy)"+ m e 2n;(N; — 1) = (v = 1)
Z?] Z b 7/

m\ s M n;\ 8%
:M2<1——>—t NNz (1o ) e
M m_i_miz1 E N; ) n;’

)

com s? e s ; dados por (7.2.5) e (7.2.10), respetivamente.

Ainda pelo Teorema 7.3.3 esta variancia pode ser estimada de forma céntrica por

. M(M —m) L, M Ni(Ni — ) ,

\ )= o S (f — )2+ Y S -
Varsya(ir) = 2m2(m — 1) 4 (b = Lg)” + m 4= 2n?(n; — 1) (yk w)
1,jES* 1€5* v k,leS?

- M (1- _)_tQ Z ( Z)s_zz
m = Ni) n;’
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com

1
~2 2~ N2
n; — 1 )
keSt
O plano simples a duas etapas possui, em geral, diferentes probabilidades de in-
clusao para unidades populacionais pertencentes a grupos distintos. Com efeito, a

probabilidade de inclusao da unidade k € %; é dada por

mn;
T = .
M N;
Além disso, e a menos que ny = --- = nyy, este é um plano de tamanho aleatorio, com

tamanho médio dado por
m
E(n(9) = 1; Z n;.
1EU*
Pretendendo obter iguais probabilidades de inclusao (ou aproximadamente iguais),

podemos tomar em cada grupo amostras de tamanho proporcional ao tamanho do

g

N;
que os grupos tenham iguais tamanhos, o plano resultante é de tamanho aleatério.

grupo, isto é, tomar 3 ~ C, parai=1,..., M, com 0 < C < 1. No entanto, e a menos

7.3.2 Selecao dos grupos com probabilidades desiguais

Os inconvenientes referidos para o plano a duas etapas quando a selecao dos grupos
é feita com probabilidades iguais (probabilidades de inclusao diferentes e tamanho
aleatdrio) podem ser ultrapassados se a selegao dos m grupos for feita através de um
plano de tamanho fixo com probabilidades de inclusao proporcionais ao tamanho das
unidades priméarias e na segunda etapa as unidades sejam selecionadas segundo um
plano SSR de tamanho fixo ny (plano de amostragem primeiramente considerado por

Hansen e Hurwitz, 1943, pp. 338-340). Este plano é de tamanho fixo mng, com

i ’I’Lon(]—l
e e

Tl T NN, — 1

T =

=3

Assim, as probabilidades de inclusao sao iguais para todas as unidades da populagao:

Lk i_mnO
T = M, T, = ——.

N
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8

Nao-resposta

O problema da nao-resposta. Modelo deterministico de ndo-resposta. Tratamento da
ndo-resposta através dum plano de amostragem em duas fases. Tratamento da ndo-

resposta por reponderacao dos respondentes.

8.1 O problema da nao-resposta

Tal como em capitulos anteriores, continuamos interessados em estimar o total ¢, ou
a média y de uma varidvel y observada numa populacao finita 2. Como sabemos,
uma tal estimacao ¢é realizada através da implementacao de um plano de amostragem
p sobre % e da observacao da varidvel de interesse y para os individuos da amostra s
gerada de acordo com o plano p. Contrariamente ao que assumimos até aqui, vamos
agora admitir que, por razoes diversas, nao conseguimos observar o valor de y para
certos individuos de s.

Estimar t,, ou § apenas com base na subamostra dos individuos para os quais con-
seguimos observar o valor de y, a que chamaremos respondentes, podera conduzir a um
enviesamento do estimador em particular quando os ndo-respondentes tém um compor-
tamento diferente do dos respondentes relativamente a varidvel de interesse. Dizemos
entao que temos um problema de n3o-resposta. Para informagcao adicional sobre este
problema, em particular sobre os tipos, causas e niveis de nao-resposta, ver Lohr (1999,
Cap. 8) e Tillé (2001, Cap. 13).

8.2 Modelo deterministico de nao-resposta

Nesta seccao estudamos alguns dos resultados iniciais sobre o tratamento da nao-
-resposta. Admitimos que da populacdo % de tamanho N extraimos uma amostra
segundo um plano SSR de tamanho n, e que estamos interessados em estimar a média
y duma varidvel de interesse y. Admitiremos também que a populacio esta dividida

em duas subpopulagoes que vamos representar por %4 e por %, com % = % U %,

113
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constituida pelos respondentes e pelos nao-respondentes, respetivamente. Assim, ob-
servada a amostra S em %, esta pode ser decomposta em duas subamostras S' e S°
em que S” representa as unidades de s que pertencem a %, (podendo uma delas ser
vazia). Sendo as unidades de S° ndo-respondentes, apenas conhecemos os valores ¥
da varidvel y para as unidades k& € S'. Uma vez que as unidades da amostra s6 sio
associadas a uma das duas subpopulacoes apds a recolha da amostra S, a situacao
descrita é em tudo andloga ao esquema de pods-estratificacao estudado no Capitulo 4,
em que os pds-estratos sdo, no presente contexto, as subpopulagoes 24 e %. Tal como
af referimos, os tamanhos n;, das subamostras S" sdo varidveis aleatérias que sabemos
possuirem uma distribuicao hipergeométrica de parametros N, Ny e n, onde Ny, o ta-
manho de %, e que, condicionalmente aos tamanhos n| e ng, as varidveis S' e S° sdo

independentes e as suas distribuigoes sao planos SSR de tamanhos nj sobre %,.

8.2.1 O estimador baseado numa subamostra dos respondentes

Comecemos por analisar o efeito de considerar a média dos respondentes como estima-

dor de y, isto é, estimar ¢ através de

1
. n—zyk, n1 >0
= ! pest

0, ny = 0.

Reparemos que este estimador é precisamente o estimador considerado no paragrafo
2.4.4 quando tratamos da estimac¢ao num dominio. No caso presente o papel do dominio
¢é desempenhado pela subpopulacao dos respondentes. Para h = 0,1, vamos denotar

por

a média da varidvel y na subpopulacao %,.

Teorema 8.2.1. Nas condi¢oes anteriores, temos

E(1) = 71(1 = P(nm = 0)),

) No

Viés(y1) = E(y1) — 9 = W(gl — o) — yP(n1 = 0).

Dem: Atendendo a que
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temos
- 1 _
E(y1|ng,n1) = E o Z yk‘no,nl I(ny; > 0) =gy11(ny > 0), (8.2.2)
! kest
uma vez que condicionalmente relativamente a ng e nq, S* é um plano SSR de tamanho

ny sobre 724 (ver Proposicao 4.5.2). Finalmente,

A

E(y1) = E(E(y1]n0,m1)) = 71P(n1 > 0) = §1(1 = P(n1 = 0)). n

Uma vez que os termos que incluem a probabilidade P(n; = 0) podem ser em geral
desprezados visto que, de acordo com a desigualdade (4.5.9),
TLNl >
N 7

concluimos da proposicao anterior que o estimador y; é na realidade um estimador da

P(n; =0) Sexp(—

média da varidvel y na subpopulacao dos respondentes, apresentando um viés muito
reduzido. O seu viés, como estimador de g, pode ser elevado se a varidvel observada
tiver uma média muito diferentes para respondentes e para nao-respondentes. No en-
tanto, se respondentes e nao-respondentes apresentarem comportamentos semelhantes
relativamente & varidvel y, serd de esperar que o estimador 71 seja um estimador com
viés muito reduzido quando considerado como estimador de . Neste ultimo caso fara
sentido considerar ¢; como estimador de j sendo a sua variancia dada no resultado

seguinte.

Teorema 8.2.3. A varidancia de 1 é dada por

. 1 1
Var(fy) = E(—]I >0>—— 2 LV,
ar(y1) ( - (n1 ) N1>3y1 +
onde 551 designa a variancia corrigida de y na populacao dos respondentes

1
2 _ Z e
ken

V| < (s51/N1 +57)P(n1 = 0).
Dem: Tendo em conta que
Var(E(f1n0, 7)) = giP(n1 = 0)(1 — P(n1 = 0)),

e que

E(Var(§i|no, n1)) = E<(1 - %)i—%ﬁ(m > 0))

E<nil11(n1 > O)) — Nil)szl - FlP(nl =0),
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obtemos a expressao apresentada para a variancia de y; onde

V =—s2P(ng = 0)/N1 + 5iP(n1 = 0)(1 — P(nq = 0)). [
Atendendo a (4.5.14) sabemos que

E(nilﬁ(m >0)) ~ E(L) (1 + %%(1 - %))

o que permite obter a seguinte aproximacao para variancia de ¥:
~ E(nl) 1 Ny n 332!1
Var(y1) = (1 = —— — —— (1 - —=
ar(y,) < Ni N N ) )E(mi)
onde E(n1) = nN{/N. Desprezando na férmula anterior o termo de ordem n~2 obtemos

. E(m)) s, _ N n\ sy
~(1-— = (1= —= )2
Var(g) < N >E(n1) N N) >

que é habitualmente usada para motivar o estimador de Var(y;) dado por

. N n\ 84
) = —([1—- —|-Y
Var(y1) N1< N> n’

a expressao

onde

1 .
22 2 \9
sylz n —1 Z(yk_yl) .
! keSt
Caso o tamanho da subpopulacao dos respondentes nao seja conhecido, em alternativa
ao estimador anterior podemos usar

a2
— n S 1
Var(g1) = (1 — — | 4.
= (1-5)2
Relativamente ao tamanho da amostra para obter um intervalo de confianca para g
(n&o esquecer que estamos a admitir que respondentes e nao-respondentes apresentarem

comportamentos semelhantes relativamente & varidvel y) com margem de erro inferior

a um valor F fixado a partida, devemos tomar
2 2
N Fl—a/25y1

n > — .
~ N E24 22 /2331 /Ny

Assim, para obtermos a mesma precisdo que o estimador da média num plano SSR de
tamanho m ¢é necessario recolher uma amostra com tamanho aproximadamente igual a
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8.2.2 Tratamento da nao-resposta: o plano em duas fases

No caso em que respondentes e nao-respondentes apresentam comportamentos diversos
relativamente a variavel de interesse y, vimos que o estimador de y baseado apenas
nos respondentes é enviesado. Vejamos agora como podemos utilizar um plano de
amostragem em duas fases para tratar o problema da nao-resposta.

Vamos admitir que um nimero n, = n,(S°) de unidades S* de S° sdo selecionadas
segundo um plano SSR, onde n, é uma varidvel aleatéria que depende de S° e toma
valores em {1,...,n9} quando ng > 0. Seguindo a abordagem proposta por Hansen e

Hurwitz (1946), vamos considerar o estimador de y definido por

Y =w1 Y+ woys,

onde
np
wp = —
n
e
1
~x F Z Y, No >0
Yo = kesS*
O, ng = 0.

Atendendo as que as varidveis ny, possuem distribuicoes hipergeométricas de parametros

N, Np e n, temos

E =— =W,
(wn) = h
e
Var(wp) = gVVh(l — Wh),
n
onde
_N-—n
I=N-1T
A estrutura do estimador y merece ser realcada. Admitindo que ny,n9 > 0, y é

dado por

-1 4 Mo ’

j=- g;‘l e k; Uk
o que pde em evidéncia o facto de cada unidade de S' representar N/n unidades da
populacdo, enquanto que cada unidade de S* representa nyN/(n.n) unidades da po-
pulacio (sobre a ideia de ponderacio amostral, ver §3.8). Isto é, as unidades de %"
nas quais pudemos observar a variavel de interesse sao sobrevalorizadas relativamente
as restantes.

Os resultados seguintes sao devidos a Rao (1973).
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Teorema 8.2.4. O estimador § é um estimador céntrico de 7,

E(y) =v.
Dem: Raciocinando como em (8.2.2) obtemos
E(§|TLO,TL1) = le(ﬁﬂno,TLl)]I(TLl > O) + wOE(§6‘|n0,n1)]I(no > O)
= w1 L(ny > 0) + wogoA(ng > 0), (8.2.5)

uma vez que condicionalmente relativamente a ng, S° é um plano SSR de tamanho
no sobre % e assim S* é um plano SSR de tamanho n. sobre % (ver Exercicio 15).

Finalmente temos

E(ﬁ) = glE(wﬂI(nl > 0)) + goE(UJQ]I(no > O)) = §1W1 + §0W0 =y. |

Teorema 8.2.6. A variancia de i é dada por

+ 4 (Wi - 5)° + Woldo - 7)°)

onde

(v =1 quando n, = ng).
Dem: Tendo em conta (8.2.5) podemos escrever
Var(E(y|no,n1)) = g1 Var(w) + o Var(wo) + 24150 Cov (w1, wg)
= Var(w1)(71 — 4o)°
= %W1W0(ﬂ1 — 40)?
= LW - 9)° + Wo(gio - 9)°)- (8:2.7)
Por outro lado, condicionalmente relativamente a ng e ny, S* e SY sdo varidveis

independentes cujas distribuicoes sao planos SSR de tamanhos ny e ng sobre % e %,

respetivamente. Assim

Var(y|ng,n1) = w%Var(ﬁﬂno, ny) + wg\/ar(ﬁmno, ny)

2 2
.2 nl)syl 2< n*)SyO
=wi(l1-—)-2L1 0 1- =21 0
H(1 =) mm > 0) +wf (1 - 3 ) S > 0)
2

w
wi wi o, w  wi o
=|—— = )snl(n1 >0) + N sy0l(ng > 0),
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0 que permite escrever

E(Var(y|ng,n1)) = (% - E%?)Si + (E(%) — E%%)>s§0. (8.2.8)

De (8.2.7) e (8.2.8) obtemos a primeira expressio dada para a variancia de ¥
Da decomposigao (3.2.1) sabemos que

L L N-—-1 _ _
Wi = §)° + Wollo — 9)* = ——s, = (W1 = N )sgy = (Wo = N~ H)s,
0 que permite concluir que

g _ _ _ _

= (Wi = 9)* + WolFio - 9)°)

gN-1, g —1y.2 g —1\.2
= ETSZJ_E(WI — N )Syl —E(W(]—N )Syo

ou ainda

-1 2
TO E(WQ - N )>8y0.

Para concluir a demonstracao, basta agora usar a expressao anterior e atender a
que

E(wi) g 1
Z(Wy — N
N, + n( h )

_ W
=
uma vez que E(wy,) = W}, e Var(wy,) = gWp,(1 — Wp,)/n. [ |
Tomando n, = max(1,[fng]), com 0 < f < 1 escolhido pelo utilizador e onde [z]

representa o menor inteiro menor ou igual que z, e admitindo valida a aproximacao
ns =~ fng, obtemos

N _/n? N 1
- —E<—0> ~ E(no) = =,
g nNg \n, nf Ny (no) f

o que permite deduzir a seguinte aproximacao para a variancia de y

2 2
~ ny\ S Ny /1 540
Var(y) = (“N);‘”W(?—l)%
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Para estimar Var(y) Rao (1973, Theorem 2, p. 126) propde o estimador

— 1 ng—1 mni—1\w » no—1 n.—1\wo .
= (- D (- (-2
ar(y) N { n—1 N-1 n18y1+ n—1 N-1/)n v

g (1 3) {07 ot =)

onde

. 1 Y
330 = 1 Z (yr — yo)2-

n_
* kes*

8.3 Tratamento da nao-resposta por reponderagao dos res-

pondentes

No modelo deterministico de nao-resposta que estudamos na seccao anterior, admitimos
que a populagao estava dividida em duas subpopulagoes constituidas pelos responden-
tes e pelos nao-respondentes. Isto significa que em sucessivas amostras recolhidas da
populacao, os sujeitos pertencentes ao primeiro destes grupos respondem sempre, isto é,
possuiam uma probabilidade 1 de responder, enquanto que os do segundo grupo nunca
respondem, possuindo assim uma probabilidades 0 de responder.

Vamos agora admitir que o facto do individuo k£ responder ou nao, pode alterar-se
em sucessivas amostras, mesmo que hipotéticas, recolhidas da populagao 7. Assumi-
mos assim que conhecemos a probabilidade da unidade k € % responder, que vamos
denotar por ¢, com ¢ €10,1], e que o facto da unidade k responder é independente
das restantes unidades da populacao responderem, ou nao, e também independente da
amostra S, isto é, do plano de amostragem considerado. Estamos assim a considerar
a situacao em que a probabilidade duma unidade responder, ou nao, depende apenas
dessa unidade. Sobre o plano de amostragem, assumimos ser um plano sem reposicao
geral, cujas probabilidade de inclusao de primeira e segunda ordens sao, como habitu-
almente, denotadas por 7 e por 7w, para k,l € % .

O fenémeno de nao-resposta conduz a uma amostra R contida em .S, dita amos-
tra dos respondentes, e apenas para para as unidades k € R temos acesso ao valor
yr da varidvel de interesse y. Atendendo as hipOtese anteriores, podemos calcular a

probabilidade da unidade k € % pertencer a amostra dos respondentes:
P(k € R) = P(k € S, kresponde) = P(k € S)P(kresponde) = 7y

De forma andloga podemos obter a probabilidade das unidade k,I € %, com k # I

pertencerem a amostra dos respondentes:

P(k,l € R) = P(k,l € S,kelrespondem) = P(k,l € S)P(kelrespondem) = 7y ¢p ;.
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Nas condicoes anteriores, demonstramos a seguir que, se a probabilidade ¢, é co-
nhecida para toda a unidade da populacao, é possivel construir um estimador céntrico
do total da populagao, dito estimador de t, por reponderacao dos respondentes. Isto
é, para k € R a ponderacao 1/m; que surge no estimador de NHT é substituida pela
ponderacao 1/(mi¢r). Como é de esperar, um tal estimador possui uma variabilidade

amostral superior a do estimador de NHT.

Teorema 8.3.1. O estimador
Yk
fs =1 hen ™k
0, n(R) =0,

n(R) >0

dito estimador de t, por reponderacdo dos respondentes, é um estimador céntrico de t,,
com variancia dada por
¢k yk
Var( t¢ =V + Z
= T K
onde V' € a variancia do estimador de NHT de t, na auséncia de nao-resposta. Além
disso, se mp; > 0 para todo o k # 1, a varidncia anterior pode ser estimada de forma

céntrica por

. — 1— 2
Var(t¢):z YkYl TR — TR Z Ok Y

en TETQRPL Tk = Pk ROk
Dem: Tendo em conta que
2 Yk
t6=2. 25 I, (R),
kew "KF
deduzimos imediatamente que
; Yk
Bis) =S L pher) =3 =1,
= Tk -
cw kew

e que

Var(fy) = Z — I Cov(T,(R), T,(R))

ricw TrPETIPl
YeUi
= Z )+ Y T (m — mem)
T
kew " k€U kAl
ykyl 1— ¢k Yi
= Z 7Tlcl - 7Tk7Tl + Z 7k |
kiew kew

Das hipéteses feitas sobre o mecanismo de nao-resposta, o iinico problema consiste
em estimar com base na amostra S, as probabilidade de resposta ¢, o que é habi-

tualmente feito através da utilizacdo de um modelo (a este propdsito, ver Tillé, 2001,
Secgao 13.5).
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8.3.1 Modelo de nao-resposta homogénea

Uma situagao em que a estimagao de tais probabilidade é simples é aquela em que
admitimos que a probabilidade de resposta é a mesma para todas as unidades da
populacao, ou seja, ¢ = ¢, para todo o k € %, com 0 < ¢ < 1. Neste caso podemos
estimar ¢ de forma céntrica usando o estimador

1 1

o que dé& origem ao estimador plug-in de t, definido por

1
A S w(R) >0
3= Pker "k

0, n(R) = 0.

Menos 6bvia é a deducao de expressoes para o viés e variancia deste estimador. O
facto de ¢ 4 ser um estimador de tipo racio dificulta essa tarefa. Reparemos também
que mesmo no caso em que plano de amostragem que gera S é um plano SSR, os
resultados estudados na Secgao 2.4.3 nao podem ser aqui diretamente usados uma vez
que o estimador anterior depende da amostra R e o plano de amostragem que a gera
nao é um plano SSR (porqué?).

Vamos de seguida analisar o viés de ¢ 3 quando S é gerada por um plano SSR. Neste
caso, sendo n, = n(R) o tamanho da amostra dos respondentes, o estimador t é de ¢
reduz-se a

G
n

e o estimador plug-in de t, ¢ dado por

N

- E Yk, Ny > 0
_J) n,
- kER

0, n, = 0.

>

S

Proposicao 8.3.2. Se S ¢ gerada por um plano SSR de tamanho n, entdo
B(;) = t,(1— (1—6)").

Dem: Apesar da amostra R s@o ser gerada por um plano SSR de tamanho n, sobre
% , é possivel mostrar que condicionalmente a n, R é efetivamente um plano SSR de

tamanho n, sobre % (ver Exercicio 65.(d).iii). Assim,

B(i; ) = E(nﬁ »

nr> I(n, > 0) = t,I(n, > 0)
" keR

E(tg) = E(tyI(n, > 0)) = ty(1 = P(nr = 0)) = t,(1 = (1= ¢)"). u
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8.4 Alguns resultados de simulagao

Para o modelo deterministico de nao-resposta, consideramos nos exemplos seguintes a
varidvel de interesse y = belgianmunicipalities$ Taxablelncome, e o parametro de interesse
7 = 205651072. Como sabemos N = 589.

Exemplo 8.4.1. Supomos neste exemplo que os respondentes sao definidos pela condicao
y < quantile(y,probs = 0.75)), isto é, nao temos informagao sobre o rendimento tri-
butavel dos municipios com 25% maiores rendimentos tributéveis. Neste caso, N1 = 441
e y1 = 108033842. O grafico seguinte, obtido usando 1000 repeticoes do processo de
amostragem, compara o estimador do total num plano SSR de tamanho n = 150 em que
todas as unidades da populacao sao respondentes, com o estimador 41, baseado da suba-
mostra dos respondentes, e o estimador corrigido ¥ onde tomdmos n, = max(1,[fng]),
com f=0,2.

4.0e+08

3.0e+08
|

2.0e+08
|

©
g - - — — — — — — — —
o o
— I l T
A A
SSR Y1 y

Como podemos constatar, #; apresenta um forte viés como estimador de 7. Esse
viés é corrigido pelo estimador 4, que, no entanto, apresenta uma variabilidade amostral
muito superior a do estimador SSR. Como se ilustra no grafico seguinte, a situacao
melhora quando tomamos f = 0,4 (esquerda), e s6 melhora significativamente quando

tomamos f = 0,6 (direita).
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Exemplo 8.4.2. Supomos neste exemplo que os respondentes sao definidos pela condicao
y > quantile (y, probs=0.25), isto é, nao temos informagao sobre o rendimento tributavel
dos municipios com 25% menores rendimentos tributdveis. Neste caso, N; = 441 e
y1 = 259227154. O gréfico seguinte, obtido usando 1000 repeticoes do processo de
amostragem, compara o estimador do total num plano SSR de tamanho n = 150 em
que todas as unidades da populacio sdo respondentes, com o estimador 7, baseado da
subamostra dos respondentes, e o estimador corrigido § onde n, = max(1, [fng]), com
=02
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Como podemos constatar, #; apresenta um forte viés como estimador de 7. Esse
viés é corrigido pelo estimador 7, que apresenta uma variabilidade amostral muito
semelhante & do estimador SSR. Este bom comportamento de ¢ é consequéncia dos
nao respondentes serem os municipios com menores rendimentos tributaveis, e que, por

isso, tém um menor impacto na média global 3.
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