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INTROBUCﬁﬁ

Nas cliimas trés décadas surgiu uma vasta literatura no dominio da estimac#o nfo
paraméirica da densidade de probabilidade. Esta avalanche de investigacio foi sm grande
parte provocads por um artigo de Rosenblatt em 1936 que comega por considerar para
estimar f(y), com yeR, a funcéio mensurdvel da amostra

Fply+hy) - Faly-hp)
2hg

onde Fp € a fungio de reparticdo empirica associada 3 n-amostra (X{Xa..Xa) de lei
absolutamente continua de densidade £o hp >0, asN. No fim deste artigo Reseablatt propde
uma classe de estimadores mais geral que tomaria s forma

1 % .75
faly) = nhnz RCGY
i=1

onde limﬂhfﬂ g I Ely) dy =1. Este estimador passaria a ser conhecide por estimador do

naclea,

E realmente & custa desta ideia que nos anos que se seguiram surgem diveirsos
trabalhos onde sio estudadas as propriedades desta classe de estimaderes das quais realcamos
as tonvergéncias em média quadrdtica, média guadratica integrada, uniforme ¢ Lj. Como
principais artigos nestas areas podemos citar o importante trabalbo de Parzen em 1962 ¢ os
trabalhos de Cacoullos (1966), Nadaraya ((1963) & {1974)), Epanechnikov {1968), RBertrand-
-Retali (1978), Abou-Jaoude (1977) e Devrove (1983),

E no anae de 1972 que P, Révész aborda o estudo do primeiro estimador que considera-
remos neste irabalho : o estimador do histograma,

Através do histograma, cuje aparecimento daia de finais do século passade, surgs um
método usado pelos estatisticos para abterem uma informaciio global sobre a amosira
exiraida e desta informaciio serem inferidas algumas caracteristicas da lei da popuiacde de
onde se extraiu a amostra. Com o passar dos anos o histograma comecou a ser apresentado
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ndo sé com ideta anterior mas também como Uuma aproximacio da densidade de probabilidade
da lei da populagio (suponde gue esia exisie).

Apesar do seu longo historial # realmenie s6 em 1972 que sio estudadas as propri-
edades do histograma como estimador da densidade de probabilidade, tendo sido obtidas pro-
priedades de convergéncia que justificam a atitude empirica de lomar a8 suas estimaiivas
como aproximacdes para a densidade de probabilidade . No caso real ele é definido do
seguinte modo: Tomemos .. x-2(n) < 2. ({(a) < x¢ln) < x(ln) < xp(n} < .. uma sucessdo de
particées de B tal que 51, 1{n) - %i{n) =kyp (i8Z) onde by ¢ uma sucess#o de nomeros reais

converginde para zero. Definimos ¢ estimador do histograma (associade a esta sucessdo de
particdies) por

n
1 .
inly) “ahg E ﬁ[xi(n),xp ;{n){(xi) , para todo o yalxi{n) xj. ()], com iaZ,

onde (X1.Xo,...Xn) & uma n-amestra de lei absolutamente continua.

0s artigos mais imporiantes deniro das dreas de convergbncia que ji referimos para o
estimador do nGcieo sfio o j4 citado artigo de Révész e ainda os artigos de Bertrand-Reiali o
Gelfroy em 1974, Abou- Jaoude ((1976) e (1976a)), Scott (1979) e Lecouire (1985).

E sobre estes dois tipos de estimadores da densidade, mas definidos em espacos mais
gerais, que nos iremos debrucar as fongo deste trabalho. Ocupar-nos-emss essencizlments
do estudo da convergéncia uniforme e L dos mesmos,

A convergéncia uniforme & historicaments dos srimeiros tipos de convergéncia a ser
anelisado 2 o seu inleresse reside na sua forte interpretaclie geométrics (quer local, guer
global) apesar dv nio possuir sigaificagiio probabilistica directa,

A convergéncia Ly possuia grande vantagem de trabalhar com funcées pars as quais
basia exigir a integrabilidade, sendo esta propriedade "natural” para as densidades de proba-
bilidade. A sua interpretaciiv geométrica & clara apessr de ndv nos fornecer informacis
acerca da aprozimacde lecal entre 8 densidade o uma sua estimativa. A nivel probabilistice 2

sua importdncia & realcada por um resuftado de H, Scheffe em 1947 (ver Devroye, 1984a, p 2):
Sendo f e g densidades de probabilidade sobre {%,0,1) entsio

i ag | #05) - g(x) | W) =sup,, o] By(A) - Py(A) |

Uin dos critérios mais usados, pelo seu facil manuseamento, para quantificar a disere-
phacia global entre um estimador da densidade e a verdadeira densidade, supondo esta de

quadrado integravel, ¢ o erro quadratico médio integrado, ou seja, no caso real, j E(fni{y)-

R
£(y)}idy. Este critério é tambem aplicado neste trabalho ao estudo da escolha dos parametros

que interferem num e noutro dos estimadores ¢ também para a obtencdo das ordens de
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convergéncia de cada um deles ( a escolha dos pardmetros dos estimadores no que refere &
sucessdo Chyp) pode ser encontrada, viilizandoe outro critério de escolha, em Devrove (19844)).

Verificaremos nas partes finais dos 12 e 22 capitulos que & sucessdo (hy) escothida de
modo a minimizar assintoticamente o erro quadritico médio integrade é funcio da densidade
f que desconhecemos, Devido a este facto surge nos Ultimos anos uma vasta literatura que
aborda o problema da escofha da sucessio hy, escolha essa que se pretende seja definida pela
amostra obtida e ainda que ¢ estimador definido & cusia dessa sucessfo apresente hoas
propriedades quer de consisténcia, quer de eficiéncia {(n considerado fizo}. Dos irabalhos
que abordam este tema real¢amos os de Wagner (1975), Dehevvels {1980) e Davrove (1584),

Vamos de seguida referir mais em pormenor o percursoe tomado neste trabalho, o gqual
dividimos em trés capitulos. 0 primeiro é dedicado a0 estudo do estimador do histograma & o
segundo ao estude do estimador do ncleo cujas definicoes j4 aqui apresentimos no caso real.
0 Gltime capitule vamos dedicd-lo av estimador automético do niclee, que, em termos
genérices, vai diferir do estimador do nacieo pelo facto de by ser uma estatistica.

0s trajectos seguidos na elaboracio dos dois primeiros capitulos possuem linhas
comuns. Depois das definicdes dos estimadores, focaremos propriedades locais des mesmos,
tais como a convergéncia agsintitica cénirica e & ronvergénria em média quadeatica. Tais

proprisdades servirdo para nos alertar acerca da imoporidncis que vai desempenbar ng
estimagio, uma conveniente escolha da sucessio hy,

U esiude da convergéncia Ly ¢ uniforme dos dois estimadores ¢ o passo que & dado 2
seguir. Oz resultados de Geiffroy(1974), Abou-Jaoude{1577), Bertrand-Retsli{i978) e
Devroye(1983) sdo apreseniados em pormenor.

Os Oltimos pardgrafos de ambos os capitulos sfs preenchidos com & escolha
assinloticaments dptima da sucessio hp. No caso do estimador do nwcleo abordaremos
tambérm a escotha do nicleo K. Os capitulos terminam com a aplicachio dos métodos 5 amosiras
simuladas.

No Gitimo capitule, ndio querendo fazer um estudo pormenorizado sobre o estimador
automdtico do nucleo, julgamos no entanto, ser indispensdvel a sua referéncia num trabalho
sebre estimaglio n#o-paramétrica da densidade de probabilidade, Abordaremos guatro tipos
de escolhas possiveis para a sucessfio hp e referiremos os priacipais resultados conhecidos
para os esiimadores resultanies das referidas escolhas,

0 principal ohjectivo deste capitulo & o de realcar o muito que ainda pode ser feito
quer nes eslimadorss que vamos considerar, quer na criacie de novos estimadores {novas
possibilidades de escolha de hy) que para além das propriedades de consisténcia, possuam
também boas nropriedades de eficiéncia. A dualidade consisténcia/eficiéncia & posia sm
evidénria apresentando-se casos de estimadores com boas proprisdades do consisiéncia mas
com um fraco rendimente a nivel de eficiéncie, havende outros com beas prestactes a nivel
de eficiéncia ndo havendo contudo resuitados que garantam a sua consisténcia,
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No inicio de cada capitulo é dada, em detaihe, informac8o acerca dos resuitados que
focaremos, bem comao as respectivas referéncias bibliograficas.

Nesie {rabalho efectparemos, como jd referimes, alguns estudos de simulagho onds
necessitamos de gerar a nivel computacional amosiras de algumas distribuicies de proba-

bilidade, As ideias para os métedos que utilizdmos para ial, podem ser encontrados em
‘Gmurman (1977, p.372-379}.
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CAPITULO I : O ESTIMADOR DO HISTOGRAMA



Este primeiro capitulo é dedicado ac estudo do estimador do histograma & vai centrar-
-se principalmente na obtenco dos resuliados fundamentais acerca da convergéncia L e
uniferme deste estimador que sdo apresentadas no Teorema | A do pardgrafe 1.3., devide a
Abou-Jaoude 1(1976) e (1976a)) e no Teorema 1.C, do pardgralo 1.4, de Geffroy (1974),

Abordaremos fambém a convergéncia em médiz quadritica e a convergéncia em
média quadratica infegrada que terfio come principal finalidade a analise do problema da
escolha do pardmetro que interfere neste estimador e cujo resultado mais imporisnte, que
apresentaremos no pardgrafo 1.5., € de Lecoutre (1985).

0 ¢siudo da convergéncia L) ¢ vaiforse do histograma justificam-se sé por si, devido
4 grande importinria histérica ¢ popularidade deste estimador, mas tord, no entantoe aqui om
duplo interesse pois serd também importante no estude da convergéacia Li e uniforme do
estimador do nlcles que farsmos no capitulo seguinte.

1.1, Definiclo do estimador do histograma e primeiras propriedades

Seia (%6,8.1) um espago mensurade. Suponhamos gue exisie uma sucessio (Painsl
de particties de 5,

Py (A, JreR)

oade RpC N e Ap o= @ paratode o nel e raRy,

Admitamos ainda que pars n suficientemente grande (s.8.) 0<u{Ayp #)< 00, para lodo
o reRy.

S¢jam Py uma lei de probabilidade sobre (%,01) dominada por y, admitinde £ como

| versto da densidade de probabilidade e X2={X{,X2....Xn), com nelN, uma n-amostra de lei
P

Definimos o &

¥y of (). 5 alBarl
fnix,X 3 fn{EJ r;% an(Ag o) ﬁﬁn'r{z),puaxﬁﬁ,
0



n
onde ¥ (B) = 3 ﬂ.B(Xi }, para BeQ
i=1

Vamos designar por ¥ o confunio das denséidades de probabilidade sobre {%6,0,1).

Imediatamente se conclui que para todo o x0&%®, com nEN fnﬁﬁ',

Au longo deste capitulo vamos por diversas vezes analisar o importante caso parti-

cutar em que % = RS (seN), & = Wy (tribo dos boretianns) e 4 =\ (medida de Lebesgue),

Quando tal acontecer consideramos definida em R% a seguinte sucessfo de partictes de RS
em borelianos:

5
5 . "

P, '[én.qhqz;-»u% 1(q1.92,..4s} & Z }nelN, onde A‘n.qhqz,...,qs -E {qihg, (gi+Dhgl,

com hy nGmero real positive,

Vamoes apresentar desde id, propriedades locais importantes do estimador do histe-
grama neste caso particular,

Seja x&%. Denctemos por FVy ¢ conjunts das deasidades de probabilidade continuss
22X,

As proposicies 1.1.1 e 112, estabelecem-nos, respeclivamenie, condicdes necessarias
e suficientes (n/s) para que para iodo o ponto x€RS e ioda 2 densidade de probabilidade fs
F 0y o estimador do histograma seja assintoticamente cénirico e consistente sm média
quadratica.

A demonstracdo da proposicio 1.1.2 permite-nos ainds concluir que (qua_nda da apli-
cacfio pritica do histograma) s escolhs de hq "grande” implica um viés, E[fﬂ(x)] - f(z),

"grande”. Por outro lado, uma escolha de hyy “pequenc” ird implicar uma variancia, Vif ﬂ{z)],

"grands”. Assim escolhas "desequilibradas” de hp contribuem para ums md aproximagis
local no sentido do erro quadritico médio.

Fropesicdo 111
(V 5aR ¥ (e ¥ty lim_ E[f;ix)] 1)) @ lim_hg -0

e
Sendo xeR° ¢ nelN, existe (g1.92....05)82Z° tal que @Ay 01 .00...05

AssimE[fﬂ(x)hls I it at epurlﬁnm
hn An}qi,qE,...,qs



iEifn(x)] -flx)! ¢ "1; _[ | £(t) - f(x) | dt .
by Bngigz..gs

Seja £ 0. Sends f continua em X existe 620 tal que se f{ x- £ 1{<8 entdo | [(x) - f(1) I<E.
Por hipotese existe uma ordem ng=lN a partir da qual diam(Ap g, 0, . o<, logo para

n2ng .| E[fn(x}] - fix) <8,

Para provarmos a implicacde reciproca suponhamos que ky possui limite finito on

infinito (se tal nfio acontecer consideramos hnk subsucessdo de hp que tenha [imite finito

ou infinito).
| 1§y L
Consideremos F(xy,...8g) =—— ] | .
8 2
(1 i=1 1+x;

1
s hq 1
(h)¥ict  § 1ex)

Se ha—> & * 0, 0~>00, entdio lim_ E[fn((],...ll}] =1img dx;

~BLSE XS . ro,.0).
X

Se hp—300, 300, por raciocinio andlogo IimnE[fn(l},...,O)] % £(0,..0).0

(VxeR®Y 1=F 8y lim, Elf_(0)-f)]2-0) & (tim, ho =0, fim_ a4 -0 )

dem
Sejam zelRS, nel e feF By entdo
. . E[f;l(x}] )
§
Bt (2) - )%= (Elf_ ()] - £z )2 + T( 1- 4, Bl 0)b) (L.
n

Sendo por hipotese lim, by =0, basta provar, pela proposicio 1.1.1, que

E[f;l(x)]

g
< ('i-hnE[fn(x)])——-)l}.n--}oo
nhn

0 que £ verdade pois lim, nhfx =00,



Reciprocamente, se para todo o xeR° e [eF Gy lim E[fn[x) - f(0)]2 =0, vem, pela prope-
sicde anterior, por (1.1.1} e tendo-se h; E[fn(x)] <1, que lim hg = 0. Como por {(1.L1)

Elf (o]

i B

nhn

. 8 " . 8
Him il—hnE[fﬁ(x)l) =0entdo lim) nh =00.00

i.2. Onestbes de Mensurabilidade

Nos proximos pardgrafos vamos abordar o problema da convergéncia estocdstica, do
ponio de vista uniforme e Ly, do estimador do hisipgrama. Seja entéio M, v modo de

convergéncia estocdstica (convergéncia em probabilidade (p ), guase certa (gq.c.) ou quase
completa (g .co.)l.

Pretendemos determinar condicbes para que I ] I;l(x} - £(z)] pldz) omed §,0=300, H,.
%

£ supxe%l £,(x) - f(z) | =2 0.8~300, Jil,. , para f pertencents, em cada um dos casos, 3

subconjunioes convenientes de &

Vamos denotar por & B{ %} ¢ ceasvals des densidetes de probabilitdade coniinugs em .
Para as expressies anteriores terem significado t8m as aplicactes

I
(%*.a° 8 Pp > (R*, Bp.)
i
B (x1,x2,0.,30) 3 J If;liz) - [z} | pldx), com feF
%
& (%1 %210.%n) > sup_gorl £ - 1000 |, com feF B(K)

de ser mensuraveis para todo o nelN(ver pardgrafo 1.4. sobre a restricio de EFB(L) no
caso da aplicacio A').

A measurabilidade de " resulta de 4 ser O-finita, da aplicago (x; §3) —3| £, (xx))-

i

1 +
-flx}i=i ;ZR E m ﬂﬁn,r(x}iﬁn,r(zi) - B(x) | ser 0 I mensursvel e de uma das
rﬂ ) =

concliusites do teorema de Fubbini,



. g valAgp r)
Para s mensurabilidade de A basta notar que sendo f  -—o——L—
ns apnl An,r)

{xne%” supr%Ef;l(x) -f(r) < )=

n, o . n, .
= ) (Gme%T ) Casinf £ N (R f O-cesupgp D)
r=R

1

para >0 e ter am conta que para todo o x&%, f (x) & 0" mensurdvel.

1.3. Convergéncia L do estimador do histograma

Este pardgrafo € dedicado a0 estudo da convergéncia Ly do estimador do histograma,

ou seja, pretendemos determinar condigles necessarias ou suficientes para que se tenha
V¥ fa%¥g 43! |£ () - 10| Wdm) —3 0, 0-500, M. (13.)

seade Fj um subconjunio conveniente de & .

As condicfes que procuramos podem ser de diversoes Lipos : condigtes sobre o espago
(%6.C1), sobre a sucessiio de partigies (Pp)neM ou por exemplo sobre Fp (naturalmente que

nos vai interessar que {1.3.1) s¢ verifique para um conjunto, o mais lato possivel de densi-
dades de probahilidade)}. A proposicio seguinte expliciia-nos um possive! caminho para a
determinacfo dessas condicies ;

Propasicga 1.3 1 : Se pars (8% _[ Ifn{z} - I(x) [ udx)} —2 0, n—300, p, eaide
%

[ 1Bl (]- £) | ey — 0, 8309,
% knl

gogs -

Sendo 2 varidvel aleatbria (va) I | fn(xB - fx) | uldz) limitada entdo por hipGtese
%

B( [ 1£ (x)- Fx) | pdn) ) —5 0, n—300. Mas | 1Elf ()] - £x) | ()
% " % "



gﬁ(ﬁ[ Ef;l(xi - £(x) | #(d) ).O

Da proposicioe anterior concluimos entdo que ;

~

Aﬁ,l-‘# ﬂ, N300

A;—--> 0, n=302, M,. sse ) {1.3.2)
Aﬂ. z“""} U, n——-i"OO, m .

onds A;}[ If;(x)*f(x}ln(dx).ﬁ;fﬁc_[ iE[f;(x)l-f(x)m{dx)eﬁ.;lfﬂé" F Bl _Gollater)

Introduzames as seguintes nelaches :

B, =tribo gerada por {(Pn) nelN

‘ﬁ3n =tribo geradapor | ) Py, nelN

min

®- M ﬂs;l.
nel

Se {1.3.1) se verifica entdo pela propesiciio 1.3.1, Eifn] —3 f, n=>00, Li(convergén-

cia L1), 0 que permite concluir que §f & B*-mensurdvel (B" designa o completamento de B

relativaments a )¢}, Assim ¢ visto existir uma sybsucessio E[fn,] de E[fn] que converge i q.c.
]
para f e portanto dado el

{xeB 1 fx>0e) = x| iimniE[fni(x}Dm] U {x} limniE{fni(x)] % (%), f{z)> 0¢)

onde n({ x| limﬂiB[fni(EBI % f2)))=08 {x| 1imniE[fnj{z}] >} a

Concluimos entéo que para o problema que vamos abordar esiar bem formulado (ver
(1.3.1)) teremos de exigir que sendo fedFp, logo (-mensurdvel, f seja também R"-mensu-

ravel. Como o ideal serd termos, para tado o fe'¥, &n =3 0, n=300, .., vamos supor a par-



tir deste momento que seado {€F, [ seja B -mensurével, ou equivalentemente que &= B".

Sendo % = RS 4 seguinte proposicie da-nos condigtes para que B = %BS .

Propesigdo 1.3.2: Uma condivdo n/s para gue B = ﬁy_s ggue lim hp=10 n-300,
dem

A condicio necessdria ¢ de demonstracfo trivial. Para provarmos a implicacio recigreca
tomemos para malN e (51,52....z5)2 RS

(x1,%2,....%g) -
A;lxz xg)_ L ﬂ [(qi-Dhm.qhpl & By

i=1
{(a1.92...95)8Z5 gihmExy, i=1,..5)
Por hipotese existe uma subsuvessio hy, de hp tal que lim by = 0, ng—09, e portants

(x{,%2,..%5} &
paratodookeN L} A =E oo, 5l
i=t
mk

3 8
Assim H 100, x;]l @ B. A conclusio & agora imediata tendo em conta que { ﬁ J-e0, %l
i=1 i=1

| (z§%2,..55)R5) gora %ES,D

Tendo 2m conts (1.3.2) vamos comecar por determinar condicdes n/s para que Aﬂ i

—3 ), p=300,
Befindgge £.3.1: Dizemos gus {®n)nel satisfar a condicdo () se:
VAal0<ua)Keo) ¥ 20 FngslN : Vindng 3 Ay 8 By mAAAL<E

No czs0 de % = B2 esia condicic pode ser formulada de um mode simples que & dade
poia propesicio seguials

Propoesicdp 1.3.7: (PplaclN satisfar s condigpo{a} sse limphp =0,

Suponhamos gue existe uma subsucessio de hyp, convergente para Cc#0. Assim existe um

subconjunto infinito Node N, tal que | kyy - x| <% para n@Ng. Consideremos ﬁ=[6,% [5 Para
nelg e Anafp temos que AMAAAL) 2 7\([0,% [SA [0,hpl%) 2 f%")s.

Se existir uma subsucessilo de hp que tende pars + ©0, entdo existe um subconjunte infini-



to Ny de N, tal que hp >2 para nel{. Consideremos A=[0,1{5, Para naN| e Ap&ely temos que
MAAAQ) 2 1.

Num e noutro caso hy néo satisfaz {a).
Suponhamos dgora gue hpy—> 0, n—>C3,

Basta-nos estabelecer a condicdo {a) para todo 0 aberto limitado de RS De facto, sendo Ae
BES tal que 0<A(A)<c0 e Alimitado, existem abertos limitados 0; que contém A tais que
AOp) 4 MA) =300,

Seja entdo A um aberto limitado de RS. Para £>0, podemos sempre determinar um
k

g
conjunto finito de ladrithos §1 fal bi 1, i1,k , tais que NA- | I'[ lal, bl )<z o
i=1 1=1
j=1

) 8
portanto basta estabelecer a condigio {2} para conjuntos da forma H la;, bil, com a; b R
i=1
Como hp—2> 0, n=300, a propriedads é neste casoe trivialmente verificada [

Vamos denotar por F' o swbconjunt de ¥ das densidades uniformes svbrs slomeatos
Cell com §<M(E) 00,

Para a demonstragdo dos resuliados seguintes tomemos pars Aelj e nelN :

Jo= CreR 1A NAI#0, A(Aﬂ_rﬁa.c) #0)
Ry = WA, NA) LB =_L1.(.An,rﬁ&c}

I e, 18y, Sy )

ﬁi“'

I

Foorama £.3.1 : Se para tods o f€F, A;l { = 6,0=200 entdy (PylpalN verifica (ad.

i
Suponhamos que (#y ) ndo verifica {a). Existirgio portanto Ae®] , 0<u{A)< 00, £>0 e um
subconjunto infinite NoC N tais que : ¥V neMg V ApeBy n(AAAL) 28 (133)

Pf(ﬁn_r) _
ulAp r) (A)

Tomando f =—— ﬂ.ﬁ temos que Aﬂl"’ ¥ _[ |

( 5 L, G| utdn)

reRp Ag ¢



Ly ([ dyw- 2By, [ 2RO gy

A (Ap r}
rERn:mﬁ_r*OAﬂ,rnA ( D.[') An'rnACn nr

- Y4
Como WA, ) =%, o+ By pontin A, -1 3 —Endnr

%, . e
H'(Mre‘]n ar* Bar

Assim ‘&;1,1 2 L( 2 Bar*t 2 ar).Como por hipotese exisle uma ordem

§(A)
-y et

ngel, aparnrda.qualA . 1BM0S para nng z Bor+ z oo r{& (134}
(1} {2
rel, re)

n

PRIy £A)

Considerando Ap= L) Aar = Bn, tem-se por (13.4) que #AAAp) =
(raRn:ﬁ 0 ou B

B.l"E BI‘]

= f(ANARS) + pLASNAR) = z Bnp+ > ®nr €. para ang, por (1.34) o qus
(1) (2)
re} r&l

n

contradiz{1.3.3).0

Consideremos f U-mensurivel e integrével e definamos o seguints operador

P EPO0) (@) —— | 1) ndn) sex@ Ay

WAn p) A

Imediatamente se prova que sendo . BeR e fga L1 (%) Eﬁn( &f+Bg )= ﬁcﬁmn{

.1."}+

. ﬁEﬁn(g}: se [ $ g entio Emn{f) < E%n(g) e que j Em“(f) (x) n(dx) = I f(z) pldg).
% %

Temos enido 3. seguinie

Fropesicds 1.3.4: 5e(PolnelN satisfaz (a) eniqo para todo o fSL1(B)

timg | 1E®20) (- £ | i) =0
%

e
Basta provar o resultade para £ = 1 4 com 0<u{A)<co, pois atendendo as propriedades do

10



operador B2, expressas atras, facilmente se passa para as funcies escalonadas positivas,

mensuriaveis positivas e finalmente as integraveis.

Usando as mesmas notagdes do teorema anterior para £ =1 A

[1E®0 -t iaen - § —Bacbor

o rely ®n,r * Bo.r
Por hipétese exisie uma sucessio Ane®, tal que p(AAAn) —3 0, 0—300. Vamos supor
que para rE,]LE}, Apr€ Ap e para rﬁjm, Ap rn Ap = @ (se tal ndio acontecer construi-

mos A'p juntands ou tirando Apr 8 Ap conforme o caso, tendo-se entflo N(AAA L) §

AssimJ BP0 (- f0 0 $2 T Fars2 3 &pg.
el el

Por outro lado, como Ane&W, tem-se que W(AAAp) 2 2 Par * 2 Gap . Das
rﬂjg] rEjJ(ug)
expressies anteriores a conclusin pretendida.0

Como para {85, Eﬂanff )= E[fn], concluimos da proposicdo anterior qus

} 7 S o sucessi gff‘gﬂm;‘{}‘gs (Pn)nﬁw subisfaz () ealty A;Ll_—% 8, n—
300, para todp o f&F,

n

Preocupemo-nos agors em determinar condigfes n/s para que An % 0, p—3%0,

Tl para tal seje (Pya))nsl ( ©:N=—N ) a sucessao do particies de N cuje existéncia &
garantida no pardgralo 1.1 e introduzamos as seguintes notacdes :

Para M0, nel ¢ C28 de medida finita ponhamos

InM.0) = { reRoptn)l MAgtn) er0) $H),

AnMCO = B (Agp(a) D),
ref, (ML)
&Q(MJC) = H(AB(M,C)},

i



e a=supy o ( lim an(M,C)).

Definiclo 1.3.2: Diremos que 2 sucessio de partigies {(Poin)nel verifics 2 coadipto
(bIsea=0

Mo caso particular de i ser finita seja o =supy ( lim an(M,%)).

Defigigdo 1.3.3 : Seado W finita, diremos que 8 sucessio de partipgdes {Po(n))nsl
verdios 2 condicio (b)) se 2 =0.

As demonstragoes dos dois teoremas seguintes sio efectuadas supondo que # ndo &
finita, pois sendo-o, estas facilmente se estabelecem.

Teoremn 1.3.3 : Se A ;= 0, 0=300, p., para todo o fe, eotw (PplnelN sotisfaz a

coadiggo (b). Se § 6 finstae Ay y—>0,0—300 p., para f = e%) il.% satdo (Pplnel

Satisfaz a condipay (b').

desm - L
Suponhamos que a % 0. Sejam entdo M>0 e Call, de medida finita, tais que lim an(ML)2 %,

com €20, Assim existe NgC N, infinito, tal que pars todo 0 neNp an(MC) 2 £

Como 1(C)>0, tomemos A =— — (C) ——ef- }\ﬂ Ponhawmos pgy o = jl f(z) pldz) = }\u(fsn #N0),

ilnr

n
Definamosava.ln=~ 2 pacl

caly AV [Xighn )

i=1

, que verificaZp $1eZg § A;l 5. Assim

ElZp)=—> 0, n=300 (1.3.6) pois por hipbtese Zp—) §, o309, p.,

Para naNg , BZp) = 3 pnell-pne)® 2 % ppoll- )ﬂ Assim para nelge n
fﬁRn I'Ejn(M )
s.g. ElZy) QM z Pa,r g%}\}&) NE o que contraria (1.35).0
ra]n(M.C)

Por diversas vezes no decorrer deste trabalho vamos usar dois importantes resuliados
que sdo eXpressos nas seguintes proposigles

12



Proposicdoe £.3.7 : (desigualdade de Bernstein) Sez X1.X2....Xn. nelN, vma sucessio de
V.3 reais e independenles, lais gue para lodo o i=1.2,..0

| BR-BOG) $HE? 2 BB 1

n
parak 22 o sende H uma constante conveaients Designande por 12 = E( z(Xi*E(Ki)}zl
i=1

i . 2
entto P T (X;-B(X)) >t ) §exp(-“§f) ,para 0§t Q%. '
i=l

(Para demonstracio ver Fréchet, 1937, 5.103-135)

Um caso particular, que nos vai especialments interessar, é aquele em que as v.a. Xj
parai=12...n sio limitadas. E entdo facil concluir que a condicfio (1.3.7) é verificada com
Himaz, ;5 {supqal Xi(6d)l ),

Propesigae 1.3.6 - Sejz (V1, V2...V¢) . keN, uma v.a. multinomial de pardmetros (n,py,
P2....pk ). Entdo dade £30
1+{&-{8/2))/n

k (1+(k-1¥/n)
‘vl
PT Ip-pi2e) ¢F
i1

Vol (&-(1/2))/n e‘p('gsi >
L ((k-1)/n)

onde G & uma consiants posiifva independente dek, n ¢ €.

(Para tragos gerais da demonstragdo ver Bosq, 1987, p.173-174)

Passemos agora a eaunciar (e demonstrar) uma condicio suficiente de convergéncia
g.co.de .&3}2 para 2eto.

Teorema 1.3.4: Se (Pplnel satisfaz (b)Y ({D") 20 caso do )\ ser finita) entiv f.\.;} 530,
n—900, q.cd. , para tode o feF
dom :

Sejam eniflo 0K g4 % , qualquer, C um elemento de & tal que GCU(CI< o0 ¢ PFLE)LE (qus
sabemos sxistir pois y 6 O -finita) e M>0 tal que

u(C)

2
(B () Moy B¢t s

o

13



&0
Pretendemos provar que ., Pp(A, 5 368)<+00,onde A ,- 3 | By o Mi

ki1
n=1 I'QRE_

8 pn,r = PF{Ap ) (usamos também, 20 longo deste trabalho, a notacéo Py para designar @ lei
de probabilidade produto ??).

Por hipitese a =0, loge para C e M atrds escolhidos limp #(An(M,C)) = (. Como Pf << jt entiio
existe uma ordem ngell a partir da qual PAA(MCHICE. Para nlng introduzamos as

seguintes notagfes 'y = Ppldy, A0 p7 (= PplAy (A0 v (= v (A, )
Vir=¥y Ba N v sv (hy N0 p = X pp v 2 8Tp
rﬁjﬁ(MC) raRn
Ve 2 Vet 2 ¥y
I'E‘In(MC) I'ERn
" - ‘ Vv
Temosque A 5 § Z fpnx-%ﬁhipn-nﬂppﬂ,,%lﬂ
I'QJn(M,C)

Analisemos cada uma das parcelas do 22 membro da desigualdads anterior:
-0, =P{AQ (ML) + PRCE) {28 (1.39),

n n
-Vﬁ=£ ﬂﬁﬂ(M;C}(Xi) * ;2,1 ﬂ- (Xi),logu

i€

v
Pel 21238 ) §Pplw - Bly \F\/ ),
onde T = PplAn (ML) + Pp(C®) - ( Pf(ﬁn(M.C)} + ?f(CC])2 ¢ tal que E(Vn— E('wﬁ))2 =n7.

t $Vam

—
Verifiquemos agors se existe A ¥ tal que para t =4 An se tenha gva Tal azontecs

vn
Afn

se existir A>0 tal que nh g2 Tomemos assim A $ min( ‘g‘“ . Pf(Cc}—Piz‘(C‘f‘} ). Pela

proposigdo 1.3.5 vem gue

Pf( ¥n 238) <Pf( v _-Ely gnf_ )& exp(-}\—) (1.3.10).

14



-~ Reparemos agora que ¥'p r, para r8] (M,C)¢, di-nos o numero de elementos da amostra

goe "caem’ em Ap Nl e ¥, dos gue "caem” em CFU U (An riC) ). Temos

rﬂ‘]'nf.M,C}
portanto uma experidnecia com card(Jp{MC))+1 resultados possiveis {reparar que
n : . . .
card( Jo{(M.C)%) gﬁ B{C) (1.3.11)), logo ((v n'r]rﬁln(M,C}': , ¥} segue uma lei multinomial

de pardmetros (n, (p'p ¢ ) pn). Pela proposicéo 1.3.6 vem guo

}
re]p(M )¢

3

' v ¥
Pt 2 Ipme-—mfielpn-"R12E )¢

f
raln M0
1, card]n{MC)€ — o2
o n n n ¢ Al fn
{ —= §— § —}
a U e a n ) o))
e ainda
3 % Jtendo em conta (1.3.8), (1.3.11) e o facto da fungfo x=—3(1 + %)E
L Y

ser crescente para x>0,
De (1.3.9),(1.3.10) e da expressio anierior temos o pretendido.O

{ teorema seguinte resume o que até agui foi estabelecido
Tecrema 1.4 : Sdv cquivalentes s seguintes afirmardes:

A {PplaeN verics as condipdes (ad ¢ (b)Y ({8) e (b°) no case de U ser finia)
itvfied An —d 0, n=90C, q.¢0.(p., q.c.)

W)V feF" A =30, 0500, p.

Ao enunciarmos este resultado surge o problema da compatibilidade das condicaes {a)
e (). No entanto sabemos (ver Abou-Jaoude, 1976, p.225-226) que do toda a sucessin de par-

ticdes de % satisfazendo a condiciio (=) ¢ possivel extrair uma subsucessio satisfazendo (@) e
{B).

Observacdo :Se %= | § (%) com IcN e néamedida de contagem sobre % entio, se
iel

15



P« &alei parente da amostra (Xq, X9,.., Xn ). temes que o histograma associado 4 sucessds
. n

de particges Pp = [ (x| i&l) (n&lN) 2 definido por f (=) = % > ﬂ{xi}{}{i} , para jsl,
P

Conclui-se qgue A 4 =0 para todo o neN e assim Ay —20 03000, sse An -3 (), N~

305, .. Como (Ppnel satisfaz a condicio (b) temos que 2, | fn{xi) -PUx;3 i —2 0, -
' isl

208 ,4.¢0..

Principalments para o estudo do cass %-R® (apesar do resuitads ser mais geral},
vamos a seguir obter uma condigdo, em certos casos equivalente & condicio (Po)nel

satisfar {a} e {(b) e gua no caso de B? torna mais ‘perceptivel a formulaciio do teorema
anteriar,

Designemos pogr &, ® I"lvn respectivamente as quantidades infrﬂRﬁﬁiénJr} g8

suprERnLLf.&ﬁ_rl,

134 Piromos gue & sucassio\ Py )nel ssiefir 2 condipin {22 wa;}:n(n).

Proposicdo I.3.7:Se (PolpalN satisfer as vondipies (8) o (£) eatdo satisfar a condipay

B

{%). ¥ cusww deﬂ(f%m tem-se gue so (PolnelN s#tisfer o condicde (B) snsv
n

Falinffiz 2 condipdo {g),
gem:

Provemos a primeira das afirmagtes :

Seja entio M>0 ¢ C=0 tal que 0<R{C)<LO, Por hipStese, verificando {Fn) 2 condiciio {a),
temos que paran s.g. existe AnaBy tal que plAZAC) - 0, n=300  (1.3.12).

Designemos por Ig={ r@Rg | Ap rCAp ). Facilmente se conclui que j(An) —3m(C), n~3€0,
2u{C)

& como consequéncia disso card I € paran s.g..

Tomemos agoraan{M L) = E Whp pnly E #(Ap prill
&l A I (M.C) reln S o (L)
2u(CHiM

g nen + z H(An,rﬁﬂ).

rﬁInE
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Como An€Bn, L) Anr=A4n.eassim 2 B(Ap +NC) $BARAC),
rEInC rElnC
De {1.3.12), do facto de (x;11= oln) e das expressbes anterigores concluimes o que preten-
demaos.
Para a demonstracdo da segunda condicso suponhamos que {Py) nao satisfaz (¢, ou seja,
3150 3 Ngc M(infinito) | V neNg , neva<L (1.3.13),

Sejam Ce0 tal que 0<P(CI< 00, M um majorante da sucessio -EZA ¢ Li=LM. Por &ipotese
n

Ean(L;,CJ =0, e assim para n8Nj e n 5.4, lemos que z BlAa +NOKPC) (1.3.14).
fﬁ]n(]_.l,t)

L
Por outry lado, para réRy e nelNp, atendendo a (1.3.13) W(Ap pNCY § 1

—_— i
o’ £ portaniy

JofLiL) =Ro. Assim 2 W(Ap eNE) = UED.
rE]a{l;,C)

Da expressio anterior ¢ de (1.3.14) a contradicdo pretendida.
Das proposicdes 1.3.3 e 1.3.7 e do teorema 1.A podemos obter :

Troreme 1.8 Zm (R By N) sio equivalentes as soguintes afivmagdes :
i) hy=> 0, n=300; nh} —00, n=300.
i)V fa A —3 0, n—300, g.co(p., g.c)

1) V fe¥’ A_ —>0,n-300, p.

1.4. Convergéncia uniforme do estimador do histograma

A linalidade deste pardgrafo & estabelecer condi¢des necessarias ou suficienies para s
referida convergéncia vaiforme do estimador do histograma, ou seja, condigies para que

Y feb ?;msupxesﬁtf;l(x)—f(x}imé[],nm%m,m, {14.1)

com [ um subconjunto convenienie de 5.
Vamos verificar que se D for muito "vasto” entéio ngo se tem a convergéncia preten-
dida. Com ¢ exemplo seguinte mosiramos que se tomarmos para conjunis das densidades
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{considerando (B *BR A)) a estimar F B(R) entiio & falso que

YV eFB(R)Y £50 Pf(l";]l 2€)—>0,n—00,

Seja parai<g <1 a funcin fE definida por:

2
1+%(x~k),s&xE[k- k[, com k impar natural

4 £
fa(m)=7 1. kg (k-x) .sex el k k+ E[ , com k impar natural
9 , senfo
L
Evidentemente fg 20¢ | foxidx-€ % (Zk 57 Tomemas 0<E0<1 de modo que
' R keN

{ £ seia uma densidade de probabilidade sobre R.

Sejanel e X0 yma n-amostra de lei Pfso f (;{D0) & aula fors de um iniervalo real

limitado, Eatdo supxsml f;l(x) - f8 ﬁ(x) i=1,paratodo o XBeRY, logo Pfso(r;! 211=1

Assi voltands ao caso geral de %, concluimos que para termos (1.4.1) devemos impor
gue FT(G)ED.

Facamos as seguintes hipoteses suplementares sobre o espago (56.QL,1) :

Suponhamos que {%,0) ¢ um espaco métrico sendo € 2 sua tribo boreliana & que y &
difusa e finiia a distancia finita (1),

Sejam X p & P g definidas come no pardgrafo anterior e SUPODHAMOS que 2 sucessio
de particties (Pplneld de U, satisfaz as seguintes condictes de regularidade ;

{d) lim suprERn diam{Agp ) =0
Bn

(e) lim (—Hoo
!!

E trivial provar que sob a condicio {d}, para todo 0 x&% e feF By, o estimador do
histograma & assintoticamente céntrico. Nas condicdes anteriores o estimador do histograma

(1) No caso de estarmos nas condictes da observacdo gue se segue ao teorema 1.4 reparar

gue a convergéncm uniforme do estimador do histegrama resulia como consequéncia da
convergéncia Ly,
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. -1
£ consistente em média quadratica para todo o x&% e felF Ty sse ﬁn =0{n),

Vamos designar por &5 o confunto das densidades de probabilidade uniformemenite
coatinuas em's.

Supomos habitualmente que fef ou seja, a lei que segue a populacdo da gqual
extraimos a amostra X2, possui uma versdo u-continua da derivada de Radon-Nikodym. Para

nio ser ambigua a expressio sung%i f n_(x) - fix) | é necessario que essa versio, que supo-
mos existir, seja Onica. Para tal basta-nos, no caso presente, provar que sendo A aberto néio
vazio de % se tem B(A)>0 (ver Prakasa Rao, 1983, p.32). Tal € trivial a partir da proposicio

seguinte obtida a partir da condicao (d) :

4.1 : Para ltodz 8 bola e \%.0) existe uma ordem a partir da gual pelo menos

v dos borelignos da particdo(Py ) estd contido nessa bols, vu sefa .

Vie%bVe>0dngeN n2ngdreRy: Apy € B(xE)
Utilizando a proposicdo anterior ¢ as coadicoes {d) e {e), concluimos que lim,, B n-0.

Observacio : Reparar que 2 condicko {d) sb por si ndo permite conclulr gque
limp £ 1=0. Como exemplo basta tomar a sucessio My={{khg, (k+1)hp! | k&Z} de particoes de

R, com limphn=0 & 2 medida i definida paratodo o AE?SR por w(A) = g x}dr

Vamos agora mostrar através de um exemplo gue a condigdo {d) & essencial para a
convargdncia uniforme do histograma. A sus nio verificacio implica gue o estimador do
histograma pode néo convergir para [, em probabilidads, mesmo pontualmente.

De facto consideremos % = {0,1{, i = A (medida de Lebesgue sobre ([0,1] Big1 ) Jep
a méirica usual. Seja k{n) uma sucessio de numeros naturais e definamos em [0,1[ 2 seguinle
sucessio de partighes

Mo={ 15D s L k() ), neil.
E claro que {d) & limy E{%ﬁ =0,
Seja f(x) =2%, x 2 10.1[ , & suponhamos que limp Eill_ﬂ + 0, ou seja,
3 >0 I Ngc Ndiafinito) - V¥ naNp k(n)< f;

Como k{n)alN, paranalN, concluimos que exisie &N ¢ uma parte infinita Ny de N
tal que para todo 0 neNj kin) =1.
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vall 0, D)

Tomemos naNj e € >0, entdo Pyll f;l(ﬁ) -f(0)} >€) =Pyl Tﬂ_ > %).
vall 0, S 1 -
Pelo teorema do limite central = Il 1 Il » N(0,1), n—300, 8. ¢ assim
\aE -
. vn(tu,%n-é 1
lim Pp(f (03-£(0)1 > €) 2 1 - dim Pyl - T £0) (basta tomar £ < ﬁ}
A }*ﬁg - F)
1
3

-

Debrucemo-nos agora sobre a determinaciio de condictes n/s para que [ g , a-

305, Tll,. para todo o Fafd,

jo |
log n

).

Tooroms I.4.1: So para todo o feD, Fﬂ—-} 0, n=>C0, p. enlip Cf.;11=o(

g

Consideremos B(x,ry), i=1.2 , duas bolas em {%6,p) tais que p{xy,x2)>r1+ry. Pela proposico
1.4.1 temos que p{B{x;r{))>0,i=1,2.

Definamos para i=12 as funcoes gi{x) =( ri - pi5;x) ) ﬁB(zi ri](x) que sélo y-continuas em

%; ent#io seado Ay, A2=R*, toda a funcio da forma f = AigirAzg el {142) (com
w181+ Agga)

uig)= I géx) nidx) ).
%

Seja 04N< fiﬁ e provemaos que existe uma densidade fj da forma (1.4.2) tal que

VxeB(xg,%ri) %gt‘o(x}gﬂ
Defatw,paraxEB(xi,%ril e fda forma (1.4.2)

}\11'1 ‘Agr;
— f(x) ,
S(RIJnggh}eznigzi}s X é?\m{glhkzmgg)

Azilg2)N
ri - wlgon
‘ ; 2
- Considersmos agors ¢ conjunts Hy = { r&lp | Ap ¢ € Bz, 3 1) } que para 5.8 & ado
'II vazio pela proposiciio 1.4.1.

Tomando )x; = temos o preteadido.

Por hipttese ¥ &V £30 limp Pp(T’ <€) -1, em particular tomando € de modo que
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B?;—S > 0, temos que :

" N I- ¥ (ﬁﬂr}
- £ = .=
Pro (T <€) §Pyy( ¥ refly 3 - & EETRES )

gF*fo{ ﬁ {Vn{ﬁ.ﬂ,r) >0))
rel

o

g assim Hm_n PfO( ﬁ [Pﬂ(An,r) ? 0} )=1.
rsll

n
Sendo os Ay ¢ disjuntos dois a dois para r&R p entéo

Pe,{ {1 (valdn?01)= [T P lvnlan> 0! Y (vo(Ap ) 01

T"&Fp " .
rEHn r EHn,r {r

¢ IT pp(vataner0)
I‘ﬁHa

¢ portaats limgy H Pfo( valdgp 1> 0} =1 Como para refly
I‘EHQ

Pfo( valla > 03 §1-(1- NP LR concluimos que  limp H fi-(1-nBn)8) =1,
I‘EHn

Atendendo & condigfio {d) temos que paran s.g. U Ap ¢ 2 Blzy, %r]) e portanto
ref

n

sendo o vardinal de Hy finito e L um majoraate da sucessio (BJ'-) {gue sabemos exisiir pela
n

w(RCxg, % )

condigin (8) ) vem gque card Hy 2 Lot

. Assilm iemos que para todo o T20

limp (1-(1- R0 /%0

- n
Da expressio anterior obtemos que lim n“lﬁ

a

. i 1 .
e poriant tir d ta ord —X *0,
porian Gizpar r de certa or emmlgg{mnli T, pars todo o N 20, Por matoria de razic

Eé; fog!( ﬁn)( 1, para o 5.8. e para todo 0 1)>0 . Seado limg B a=0, da expressic aaterior o

, . logn legn Lloga
hmnngn-{leentﬁu hmﬂnﬂ)ﬂ ={. Como $

adg afg

=0 logo Hmpl iog(—l“*) ~anfg)=-c0
Gon

temosa conelusdio pretendida
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Para a delerminagfic de coundicdes suficientes de convergéncia uniforme vamos
precisar de resultados preliminares que sfo expressos nos lemas seguintes :

Lems 1,47 - Seia AcC de medida finita ¢ positiva & a um elemento de A, Fnido dado
0<BCUlA), axiste Bell 4/ gue BCA asB & u(B) -p.
deg:

Consideremos para £0,{a}g -{ysAl p(ya)<€] e definamos a aplicagio $:10,+ 00} =310,
CMA) pord(£) = uifalg). ¢ ¢ continua, limd(£) =0,E~30e EmP(£) = u(A), E=200. Assim
dado 0<B<u{A), existe £4>0, tal que ${Eg) = B. 0 boreliano B = {a) g satistaz as condicoes
exigidas.O

Lema 142 Saia M um majorante inteiry e sucessio Baftin. Parsn sg. ¢ r=Rp, exd-
fom borelivnos Alp ¢ 1=12,..M, dass quw
M

bJ Alpr=Bpr en(Algp)=og
i=1
g
Sejaentdo nelN ¢ Ap &Py, com reRy. S u(Ap ¢) = &y, consideramos Alp p = Ap ¢ -

12, M, Se nllAg r)>%p, pelo lema anterior existe um horeliano Alp pCAp ¢ tal que
wAlppl=00n,

i i
Determinado Alg r(imN), 5o n(An o-( L Alp o) cpexiste ALY LCAn o L) Alg )
j=1 j=1
tal que jl(ﬁ:;i.) =g,
i
E imediato provar que para algum i<M se tem n(Ag ¢ - { U Alp p ) ¢p. paransg.,
j=1
il
Seja entfio i} <M, satisfazendo W(A*p 1)< 0tp (com A%p p=An r-( L Alp )0,
j=1
Considerando para £>0, (A*n,g-)g = {vedAp ol plyv.A%p p)<E} tem-se que A¥q e

g(ﬁ*n,rjscén,r. Seado ¢] 0, +00f =3 N(A*H p) , UAp ¢} definida pord(g)

=#{(A%4 r)}_) concluimos por raciocinic andlogo 2o do lema anterior que existe £¢>0, tal
: SR

que 9(Eq) = &t . Tomemos entio &L I~ (A*n*r)so Ji=ite1,, M



Da continuidade uniforme do [ e da condicio {d) resulta que .

legs 1.£.3: Sendo el entio lim squEﬂ;i Eif;lﬁx)] -f(x) =0,

1 i

Y F €2 5o =
Yeorema ¥ 4. @mn g‘}(h}gn

) eatte T'—30,0~309, q.oo. purw todo o Tad

dom .
Seja f=f, qualquer e 0<£<1 escolhido de modo que O = {x €% | f(x) 2 €] seja ndo vazio.

Iniroduzamos as seguinies notactes :

In = { rsr{n i An,fﬁch“r‘Q}"]ﬂ =Rﬂ - In, anr =E[f.njri

_ Vn(An r} _F _ s
Up= S“PrE_]al nu{Ap ) forlse Jo*x®, un=0se Jn=@;
(Aae) —
vn-suprEIn| 1;1;1‘:&‘:12) - forlselpg»@ vp-0se -0
{Ap.o)
wo= S“Frelﬂ( _HLMHZH{&QJ) Yso In#@, wo-0se Ip-0.

Tendo em conta o lema 1.4.3, basta-nos provar gue
o3

El Pplsup o | £ () - Elf ()} 3 €) <400,
n:

Como Pelsup_ el f;l(z} - E[f;lfl':)] 12 €) $Pelvy 2 8)+ Pplug 2 £) resta~-nos mosirar gue

co <o
2 Polva 281Ce00 (143) e 2 Polun 2€1<+00 (144),
n=1 a=1

Dz escolha de £, da u-continvidade de f & da condicfio {d) tem-se que para z8lp ¢ (8 380

f(x1< 2E, com rely, Assim como vy Swp + suprﬁiﬂ?n,r temos que Pe(va238) § Pelwn2 €.

o0

Portanto provando que 7, Pelwa 2 ¥ME) < +60 (1.45), onde ¥ ¢ escolhido de modo que
n=l

Ba

Is 3%% lag{ % 1< 6o Méum majorante natural da sucessio im )a, fica provado (1.4.3).
a

Provemos (1 4.4)

Bﬂjﬂﬁn r)
ﬁf?n,f}

Pelun 238)§ Z Pellvy Blv, H2olvap)

nolt 2 } com Var=¥albp ) e
réjn
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nin

olvp r) "’\/ 0 f o oilAg )1 - Fpp B(Ap ) Escalbendo 0<A<E esendot= A 5

t $6lvp )
temos gue paran s.g. com r'e)q.
tﬂ(?n'r) g En_kﬁ(&n'r)

Assim pela proposi¢io 1.35 parans.g.

2
n

2
z exp(- %mn) tendo em conta que card{Jp) 5—1-" .

?
Pf(ﬂﬂss}sm o€

Por hipotese L= lf%% com limngﬂﬂ e assim concluimos que paran s.g.
1
2 i
2 {(————%F——
Prloa 28) 57 JN8Eg - 1
Provemos {1.4.3):

id Al o
Plwg 2¥ME) £ 2 % 1>f(—~"~-~~—“‘l~v"‘iL - L3 7&) (146) ondo pelo lema 142, Alg
i=1 relﬂ a :

M
i=1,..M stiotaisque Ly Ay c=Apn o e AL 1) = Gty Necessitamos agora de majorar de
i=}

modo conveniente cada uma das parcelas anteriores. Como Vn(Aiﬂ_r) ~ B, nfis ¢} com

{'in,r=m I f{x) p{dr) tem-se que

Alp ¢
' = 1 o
Pf(?ﬁ(.ﬁiﬂ,r) ;ﬁ’na s A% g z ﬁ(ﬁ“nﬂn,r” (1)
j4fngoenl
S S . Jlingoegl .
s[3’118 all (n&allnr) explaafined .
(faEcg]

Definamos agora a fungiio g: R*->RB* por gly)=-v exp{nfny) que € CONVERa pars

@i 5.8, bastando pars al reparar gue g & diferencidvel paran 5.2, e g’ crescente .
Assim das expressiies anieriores

Vn(ﬁin r) N
nfg

1
¢—1
2 “[¥nsopall lak

(A"

Pf( n)[a’ﬂsgﬂ] g(fly &)

) {ec} com x=R*, designa a parte inteira de &.
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¢ 1 (n'xﬂ}[?nsmn}L J‘ mﬂ[TnE Gpl

(¥nEoy]l xn 5 exp{n e 5 f(x}) wdx)

e

por aplicacio da desigualdade de Jensen, Como para n s.g. s xﬁ&in,r. com refq, f(z) § 28
entao

1 [Tneceyl
< o dx).
“zamnla’nsan]kmg“an] exp{annE}AiI f(x) pldx)
a,r
Tendo em conta (1.4.6) obtemos que
Pelwn 2¥ME) § M (anmnlwnaan] exp(2npnZ)

F2eplifne eyl
Aplicande a férmula de Stirling e sabendo por hipétese que & ﬁ%ﬂ coimn 1imn§n=f},
n
tiramos apds longos caloulos que

M Y Elog n 2 2
< + =+ = *
< F_Z‘IT expl En {1 y lcg(a,))(]l a(1)3].

Da escolha feita de ¥ e da desigualdade anterior vem para n s.g. que Pf{wn 2 IME) §

M com pr1.0
2H af

Tende em conta os teoremas anteriores podemos entfo enunciar o resultado que nos
estabelece condicties n/s para a convergéacia uniforme do estimador do histograma, para os

modos de convergéncia esipcdstica |4 referidos. Nessas condiges temos g equivaléncia enirs
os trés tipos de convergéncia,

[P ¥

Teoremsa 1.0 S3o eguivalentss as seguintes afirmardes

| fi
i) an=u{mg o

)

i) ' =3 0,800, q.co.(p.q.c.) pars iodo o 12,

No caso de 6 = BS basta notar que as condictes {d} e {e) sdo satisfeites desde que
limphg =0.

1.5. Escolka assinioticamenie oplima de hy

A escolha de hp ¢ muito importante na aplicacfo pritica como ja' referimos no
paragrafo 1.1.. A escolha de by “"grande” conduz-nos o um estimader muite suave e escolha
de hp "pequenc” a um estimador muito sinvoso (ver graficos 1538 e 15.9).
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) 3 o
Vames abordar o problema da determinagio do valor opiimal hﬂ de hpy que minimiza

assintoticamente o erro guadratico médio integrdvel, EOMI (hy) - ];J B(f (%) - £(x) ¥ ds.
: s

Provaremos que, para uma vasta classe de densidades de probabilidade. a ordem ds
2

convergéncia optimal paran EQMI(hg) 60~ 5+2 e & atingida quando hy ¢ tomado da orderm

1
de n s+2 . Antes, precisamos da nogds de integral generalizado de Riemann que

abordaremos a seguir.

Sendo W={T rEBmsi v&R} uma partipio aumerdvel deR®, diremos gue

g R5-3R ¢ T-escalonadaseg- 2 Oty ﬂﬁrr, onde oipeR para fodo o rek.
r

No que se vai seguir supomos Qque R, estd munido da sucessdio de pariigses Py

definida da forma usual,

Dofinicde 1.5.2: Seja g R%=9R, mepsurdvel Dizemos que g % enquadrada se exdsiem

Juas sycessoes| gLB ¢ (3;13 de fungoes ®p- escalonadas ¢ integrdvels iais que g;l $g ¢ g;

para todo o nelN. Seaksm disse limn I g;l{x) dx = lim j g;(x) dx =k, guando hq—30.0—
RS RS

00, dizemor gre k £p Integral Generﬁlizado de Riemann (IGR.) gk g.

Se k & 0 LGR. de g entiio g satisfaz as seguintes prapriedades

- g & limitada
- lim gz} = 0, [{gl|—200

- -géintegraveliem R3e J glx)dx=k.
RS
- g é integrével ARiemann em RS e (R) I glxldx=k.
IRS
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A proposicio seguintie ¢ de bastante interesse para o estabelecimento de principal
resuitado deste pardgrafo.

Proposicds 1.5 4 Se g R3-3R 8 enguadrads snide para todo v a>0, galx) =sup {| g1} | :

W-xl| $a} 6 intogravelem RS e I ga(X) dx parmanece Limilade guando a—=N.
RS
des
Tomemos nelN, qualquer, mas fixo.

Sefa ¥ n{a1.42..4s) = max {lg,(athna2hn...ashn)l . 8,(a1hn.q2hn..ashn)l). Con-

. 5
cluimos que sup x58n.q1,q2...q5 ig(x) €Y nfd1.92...495) para todo o (91,92...95)8Z .

Definindo para x&R>, g=q (x) = max {ig;(x)i, Lg;(x)i} temos que

* -
g*nlx) 2 n(';.u.qzn-uq;ﬂ Anqlgz..qs &
(41.42....4s)8Z
Atendenda 2 integrabilidade de g*n % Yalgrg2...85)¢00
(q1.02... 45082

s
. a
Sejaa>0, qualquer ¢ Aﬂ.tll.qz,---,q; TT [ qibn-a (q+Dhpeal. Temos que galx) ¢

i=1

4 Z Y ola1.q2..a50 4 A? (x). Das expressies anteriores gy ¢ integravel
L,91.92....%s
8
(41,42...45)6Z

em R¥eainda | go(x)dx € (hps20) T vala102..4)0

S
& (91,9228 Z"

A proposiclu seguinte dé-nes condicfes para que g possua [GR. e permite concluir
ainda que a nogdo de 1.G.R. n#o depende da sucessdo (hy) que define a particgo (Fy).

Proposicie §.5.2: Se/a g integrdvel e fimitads em BS possuindo vm conjunts de pontos
ge desconiinuidad o madide puls, Folde s alirmacdes seguiales sbp squivaloniss .
1)3a>0 talgue gg éintogravel em RS |
ii) g possuf 1GR.
ii)Va>0 ga éintegrdvelem RS
a7



deg
Pela proposigdio 1.5.1 basta provar que i) = ii).

S 4ot
Para (q1,42,...qs)eZ 5 definamos, para todo o melN e xEﬁm.q; ADls

4
) . (u)
gﬂl{II SuPuEAm;ql;qu“uqsg(u) © gm(x} 1nfuﬁﬁqullq2”“'qsg ¢

Seja mpelN tal que para m2my, hm\@ € a. Assim para m2mp se KEAm'q!

Aﬂ:ﬁ!;qg,...,qs C B(Z*a}.

; g : s
Dado eatdo xRS, seja (g1,92,...95)8Z S tal que KgAﬂ;Ql,qz ''''' s

< su?ﬂﬁﬁm,qi,qz,...,qsl glu) i $galx) e também | g;n(x)i < gal®) (15.1).

Portanto para m2my, g;n e g;n sin integraveis e g;n $g¢ g;n.

Sejaentio § >0, qualguer, Existe g=N tal que(sendo 1= | glx)dx)

-
I gﬂx)dﬂ% g f _r glx)dg- I <4§'~ {152).
BS-[-g,gi® [-q.qf®

De {1.5.1} tiramos que para mimg

e, Iigmcxalﬁxc% (153,
. IRS-[-q.ql8 RS-[-qql8

Sgnde g integrdvel a Riemann em {-19,9(S temos que

[ stords-timm | g0 dz-limm [ g () dx
-q.g4® - [-g.qf3 f-q.ql®

g portanto tomando mqelN (m2mg) tal que

- £ * g
I E(EB dx - I gm(x} dxz <? e _[ gm(x) dx - _r plx)dx < 3
[-g,qf [-q.q% [-q.4(8 [-g.q[®

obtemos, para m2m;, atendendoa(152)&(15.3) que

I-£§ _rg;n(x)dxg g;(x)dxghsﬂ
WS s

M2, 05

+
a5 Temos que | g (%) | <
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Observagdo : No caso de s=1, suponhamos que g é limitada , integrdvel e que ¢ conjunte dos
seus pontos de descontinuidade & de medida nula. Se g ¢ de variaciio limitada nas vizinhancgas

2 + 00
do infinito {existem a,b £R tais que V (g)<{+20e V (g) £ +&0 ) entdio g possui IGR..
-0 b

Vamos supor que [ & um subconjunto de BS que admite uma sucessfio de pariicdes da

para f&F a sva aderéncia contém o suporte de £,

Teorems 1.3.7: Seja feF N Lo RS), duas vezes diferearidvel no inferior del. Suponhamos

gite s quadrados das derivadas parcrals de 2% ordem 580 engquadrados e que os das dorivadas

e 1% ordem possuemI GR . Sehn—2,0=-300 enfde
2
h s
n of
5 [ T oz 00) 4 othd)
nhy s jo1 9%

EQMIChn) =

Hom

Para pel, (qu_Z,...,qs)EZ; e k8l q1,92,...qs temos que B f;l{x} - flx} )2 - (E[f;(z)] -

Bl ()] E2If, ()]

Hx))? + ——— - ———  Assim | Ble 0 - 1000 12 ax - | (il -
nhn An,ql.qz,.“,qs ﬂ-’-n,ql.qz,....qs
2 ! 3 i e
F(x3)2 dx » Elf (0] dx - m j B2f ()] dx  pare todo o
aby Apglaz,..gs Ap gt g2...qs

(ql.qz*...,qs)ﬁzz )

como 0§ | (Bl l-t2a- [ R@a- [ B 0] dxvem
An,quz,,..,qs ﬁn,ql.qz,...,qs ﬁn,ql,qz,...,qs

qeEMIthg) -——+ ¥ | (El - r)2dz+0d) 150,

ah
D (qy.q..q5)8%; dn,q1,q2...qs

Estudemos o termo I (BIf,, (0] - £(x))2 dx. Desenvolvendo f em formula de Taylor
Anquqz,..,,qs

ceénirada no ponto ¥* = ((qr%)hﬂ .(qg%)hn ,,.,,(qs+%]hﬂ) obiemos
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fix) =P(x*) + E (xj-1%; )—(x*) + z (xy-x* ) x x*,) (x* » &t(x-x%)), sl 0,11

i=1 9x{ 2, jrl Xi0Xj

Por integracio sobre Ap g1,q2 E[f (0] = f(z*) + b° aAn.ql.q2

..........

1 < 92f
onde [An,gl.2,.qst & 3 i%l s"“:'Iu-:-intr(-41111,111.£12,....'L1:331 axiaz;(x” '
Tiramos ento que I (E[f;(x)] - £(x))2 dx -
&n,ql,qz,...,qs
S 2 of 7 3 4
= J 2 (Ii'-x*i) (5;(3*}) dx + hnBﬂJquzw”qs * hncn_ql,q&””qs , (155%)
ﬁn,qi,qz ,,,,, qs i=1
onde iBn,ql,qZ,...,qs| 4
5
h s § 2
n : d<f
ﬁ 4 gl Sup Xﬁint(ﬁn'ql‘{ﬁ‘_“‘qs)ia(x)l' %1 squEmt(An ql.qZ... 'qs)i 31:531 =)
s
‘ hﬁ( 8 6’2 ]2
G re . _
¢itagla2..ad & Tg Elsupmﬂt(éa.ql,qzs.u,qs)i axmi(xn
i L L
Assim 2 Baglez..asf €5 Zk l[ 8 g () du)2( hygjéuize
(cjl,qz,...,qs)az; 1
i 2 L ]
z lCn,ql,qZ,...xqsféﬁ‘_;z (] pgg 2] by du)?
(ql,qz,...,qs)sz; Liki=1] 1
- . ] . p
por vtilizace da desigualdade de Holder, onde 8k (u)= SUD. —ini( Aaglaz. qs)(ﬁma 2

(“‘”"”"”{K))g para nelN, (g1.42,.. qs)EZs ijk=12,..358@

[P = .
0.1 )= ®Pseiny Ay g1 q2... a5 Fr0n %

U‘ﬁn,qi,qz,...,qs‘

Como por hipétese e pela proposicdio 1.5.1 05 integrais I €n ik (Wdue j h, ij {u) du
s ' RS o
{1,j,k=1,2,..8) permanecem limitados quando hp—30,n—300, temos de {1.5.4) ¢ (155) que
30



hz s

of
EQMi(hp) = 18 N 1]21 z _[ 3 [a—(xﬁ)]z dx + D[—') G(h y
nhn (g1.92... ,qs)ﬂzs Ag al92....q5 i=1 %

of
Da existéncia do 1.GR. de (a—)z i=1.2,..s, concluimos gue
Xj

limg | (—(x*))2 dx- | {—{:))2

RS Xi Rs i
| hz S af
e porianio EQMI(hp) =——+ 77 _[ 2 Cdxe O{hi) * G(é).i:l
ahd ¢ gsif o

Para cada nel, designemos por en
h

2 em hp

2
fi

of
2.0, EGMIA (hyp), a quantidade Ty I E ('a— (x})2 dx, para feF nas condicées do

oh Rs i=} %%

s
n =

teoreme antarior.

Coreidrig 1.5.4 : Para cads neN, o valor h;> 0, que minimiza 0 BOMIA (hy) &

1 1
= (—)3+2 o 52

§
of
vnde stupomos gire lg = I Z (— (N2 48 % 0. Jom-se tambdm gue
RS i-1 %X
! [ 2 2
1 EQMI{h )= (1+—3c = }s+2 n 52 4 op 52),

Restringindo o conjunto das densidades a estimar, podem ser encontrades resuliados
que melhoram a informacdo dada pelos teorema e corolarie 1.5.1.. Par exempio, supondo [ de
superts limitade, possuinde derivadas parciaisde 12 e 2% prdem limitadas no interior de I,
s¢ hpn—30, n =300 entdo

{ by af

BOMI(hy) -——+ & | S e 023 + 0(h3),
5 12 ax
nhn BS i=i i

] 2 3
H I. ¥ & - §-. .!i - B o - 4
Assim I_EQMI(hﬂ) = {1+ 33008 2 11 5*2+ O(n 5+2),
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Como na pratica o valor utilizado de hpy ndo pode ser dade pelo coroldrio
anteriortemes todo o interesse em saber como se comporta o0 EQMIA™ quando hp varia.
Suponhamos assim gque e vez de tomarmoes para hp o valor éptimo dade pelo corolédria

anterier escolhiamas hy = chz,com c>0. Estudemos a influéncia de tal escolha schre o

EQMIA"(hp ).

2 + gcS*2 K
&S OMIA (). A

Z 4 5c$+2
c¥s + 2)

—3c2,5-300. Assim o aumento da dimensdols) implica um auments do

E imediato provar que parahg = chz se tem EQMEA(hy) = (

2 + scS+2 )

————— éesiritamente crescente para c1.5e ¢<1,
¢3s + 2)
2+ sc5+2

c3(g + 2}

se ¢21,

EOMIA (hp) relativaments ao EQMI&“(hz}, tendo-se, no caso de ¢? 1, um limite superior para

o aumento verificado,

Estes aumentos sfo expressos ne quadro seguinte para alguns valoresdesec:

©1 05 075 | 1.25 | 2
41% | 8% S% | 66%
113% | 17% | 10% | 113%
3 1235% | 29% | 14% | 145%
Quadero 15.1

As conclustes anteriores foram tiradas a partir do EQMIA’, gue sabemos AProzimar o

EQMI para feF nas condigdes do teorema 15.1. No entanto ndo nos devemos esquecer do
cardcier assintdlice de todo.o estude anterior,

A nivel experimeniai e no caso de s=1, verificAmos que para n pequenc (testamos n=i0
e 0-30) existe um relativo afastamente entre o EQMIA‘(h:) & 0 erro quadratico médio esti-
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mado EQMI"{h:) (1}, apesar de que para as densidades testadas se verificou gue o

EQMI"(h:} foi sempre inferior a0 BQM!A‘(hZ}.

Nos guadros seguintes apresentamos os resultados da simulacdo efectuada

n | hxto | EoMIA“(gx10% | EQMIca,)x10®
0 | 162 926 675
0| 946 317 262
w0 | 751 199 178
00 | 44 682 6.17

Quadre 1.5.2 - Lei normal centirada e reduzida

2 Bo*10 | EOMIA'(hy)x10° | EQMI(h,)x10%
10 196 765 60.3
50 1s 26,2 25.4
100 9.8 65 143
300 5,32 564 5,37

Guadro 1.5.3 - Lei de Cauchy

n BoX10 | EOMIA'(h)x10°| EQMI'(h, %107
i 16,6 1410 77,1
30 6.21 48,3 42 6

100 493 304 24,1

500 2,88 104 9,08

Quadro 1.5.4 - Lei exponencial de parametro |

min)

(DEMIthp) === ¥ | (€, (xXP) - F)2 dx (tomdmos m(10)-50, m(50)-40, m(100}-
-t B |

=n(500)=30), onde }{f i=1.2,..,m{n) s@o m{n) n-amostras de lei Pf e 0 integral A (f;l(x;XfL) -

- [(x))?dx & calculade computacionalmente.
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5 5 )
n n,x10° | EQMIA*(h,)%10” | BOMI(h,)x10
10 212 70,6 378
50 124 24,1 20,9
100 9,9 15,2 12,4
500 538 5.2 4.4

Quadro 155 - Lei exponencial de pardmetro 5

: —— ———

o | hpXi0 | EQMIA"(hp)x107 | EQMI"thp)x10
10 206 723 456
50 120 249 16,2
100 | 954 157 11,9
00 | 348 537 483_

Quadro 156 - Mistura de feis normais (3 N(-21) + TNG.1))

4+ . * 3 . * 3
n np*10 | BOMIA“(h,)*10° | EQMI"(h,)%10
10 134 1120 9.2
50 783 38,3 294
100 6,21 24,1 20,0
300 363 826 5,96

Quadro 1.5.7 - Lei gama de pardmetro 2

% — —
n Ba%10 | EGMIA(h)%10° | EQMI"(h )10
10 172 87,1 73.0
50 19,1 298 255
100 7.99 18,3 14,2
300 4,68 6,42 6,41

Quadro 158 - Lei t(5) de Student
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Quanto aos aumentos experimentais do EQMI (hp) relativamente ao EQMI"(.&:;) é de

referir que para s pegueno eles estdo por vezes longe dos valores anunciades no Quadro

15.1. A titulo de exemplo temos a lei normal em que os aumentos utilizando h.ju:=2h;!;t sio

respectivamente de 117% e 103% paca n=10 ¢ n=30.

No case da lei exponencial de par@metro 3, para n=50, hn=2h: 8 hn=h;!2, os aumentos

s@o respectivamente de 445% 2 62.3%. A mesma simulagdo para a lei gama de parametiro 2,
mas para n=10, d4 respeciivamente uma diminuvicio do 46,1% e um aumento de 825% do
EQMI"(hp) refativamente s EQMI (b ).

Para amostras de tamanho 500 foram obtides resultados mais proximoes dos esperadas.

- Alargdmos o estudo de simulagfo a0 case das densidades das leis exponencial bilaieral
( f(x) = %EXP(-!X“ Y e trianguiar ( §(x) = (1 - ixl)ﬂ[_l “{x) } . A primeira destas densidades

apesar de nio satisfazer as condicbes do teorema 151, 6 fieil verificar, utilizando o mesmo
tipo de demonsiraclo, gue o resultade do mesmo ¢ wilido para esta deasidade de
probabilidade.

(uanto 2 densidade {riangular vamos recorrer a um resuitade que nos garanie ser o
desenvolvimentn obtide para o EQMI vdlido para uma maior classe de densidades de sroba-

hilidade no caso s=1, classe essa que inclui & densidade triangular (ver Freedman, 1981,
p.434).

n ho*10 | EQMIA"Ch_)X10° | EQMI"(h,)%10°
10 134 112,0 78.2
50 783 25,3 36,1
160 6,21 241 22,2
500 3,63 825 7.95

Quadro 1.5.9 - Lei exponeacial bilaterai
* ) 2 L 2
1 ho®10 | EQMIA“(h,)%10° | EOMI"(h,)x10

10 6.7 224 158
50 3.8 766 5,28
100 3.1 483 383
S04 i3 1,65 1,46

Quadre 1.3.10 - Lei triangular
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0 método do histograma & aplicado a seguir a n-amostras simuladas.
Os gréficos seguintes representam, para alguns valores de n, estimativas de algumas
das densidades anteriores. Quando nada & dito em contrario, nas estimativas sgo utilizados os

valores de hz dados nos quadros anteriores, Na legenda dos graficos além do tamanho da

amostra utilizada e do erro quadrético integrado, EQI = I | f;l(x) - £(x) )* dx, da estimativa
_ R

relativamente & verdadeira densidade surge também a.indicw;ﬁu dl planc 2 gue
' gste so refore.

AN

Geafice 1.5.1 - Lei normal centrada ¢ reduzida.
o =10, 501 = 0.6487  {-5:5)%(0:0.399}.
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(rrdfico 15.2 - Lei normal ventrada e reduzida.

n =100, EQ1 = 00119, (-55)%(0:0.4).

7
/
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=

Grafico 15.3 - Lei normal cenirada e reduzida.

n =300 ,EQL =0.0031 , {-5:3)%(0:0.399).

Cd

.4



Grafico 154 - Lei de Cauchy,

n =100 EQ1 =0.0131, (-13;13)%(0:0.33}.

/

e

—

Gréfice 155 - Mistura de leis normais.

n =100, EQI =0.0073 ,(-6;6)x(0:0.22).
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Grafico 1.5.6 - Lei exponencial bilateral.
n=100,E01 =0.0136 . (-56.5;5.31%(0;0.5).

Grafico 157 - Lei exponencial{1).
n =500, EQI = 0.0081, (-0.5:6)%(0;1),
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AN,

Gréfico 1.3.8 - Lei anrmal centrada e reduzida.

=100, hy =12, EQ1=00255, (-3;3)%(0;0.399).

—

\

!

N

Graficn 1.3.9 - Lel aorma!l cenirada 2 reduzida,

=100, hy =04, EQ0 = 0.0227, (-5;5)%(0:0 475).
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CAPITULG 11 : O ESTIMADOR DO NUCLED



A segunda parie deste irabalho cenira-se na obteng#io dos Teorema 2.A e 2.5, dos
paragrafos 2.3. e 2.4, acerca da convergdncia L e uniforme do estimador do ndcleo. O
primeiro deles, mas numa forma mais fraca, foi obtido por Abou-Javude (1977}, sende mais

tarde melborado por Devroye (1983} tomando a forma que apresentaremos. O Teorema 2B é
de Bertrand-Retali (1978).

Analogamente ao que fizemos para o estimador do histograma, discutiremos a escolha
dos pardmetros que interferem no estimador recorrendo para isso 4 andlise da convergéncia
em média quadrdtica e em média quadrdtica inlegrada. Us resultados sobre estes tipos de
convergéncia sic obtidos de forma elementar por Parzen (1962) para s3=1 e por Cacoullos

{19656} no caso multidimensional. 0 estudo da escolha dos pardmetros é feita nos artigos airds
citados no caso da sucessdo (hy) e por Epanechnikov (1968) para a escolha da fungio X,

2.1, Primeiras definicoes e propriedades

Vamos supor ao lengo deste capitulo que % = RS estd munido da teibo %Rg dos seus

borelianoes, onde supomos definida 2 medida de Lebesgus A,

gp 2 1.4 : Chamumos nicleo em R 2 tods 2 aplicerdo € (Es,ﬁﬁs} -» { R ,ﬂ%E)

Ilateg;ﬁmﬂafqa&g Kix)dz =1,
3

Sejam felF, (hn)nell uema sucessio de nimeros reais positivos e K vm nicleo em RS,

Seja X0~- (X;.X2,...Xp), com nelN, uma n-amostra de lei Pp .

E ¢z hq & definido por:

n i < di. 5
£, (xX0) =f (x) =_s.z RKg, ). paraxeR®
ah i=f



Reparar que para cada xReRS2, f,(.x0) ndo ¢ necessariamente uma densidade de
probabilidade sobre (ES,BES,M.

Vamos apresentar algumas propriedades deste estimador andlogas 4s obtidas para o
estimador do histograma. Para tal necessitamos do lema seguinte devido a S.Bochaer {ver
Parzen, 1952, p.1067). Antes disso sendo h>0, X e g pertencenies a Li{IRS} definamos para
auase todo o x&R° a aplicacdo

gnlz) = gp{¥ x) L _[ pE—<, gly) dy .
hS RS h

Imediatamente se prova que g4€ Li{RS) e que sendo K limitada gq estd definida para
todo 0 36 RS,

Lema 2 1 7 SeiamX, ga Li{RS) e X fafgue: i) lim iz |8 [E(2) | =0l z || —>C0
i) X fimitada
Seadp g continugemx eaido  lim gh(x) = g(x) I K(z) dz, h=20 .

RS
g

Sendo 850 de modo que sup iy | <ﬁi g(x-2) - g(x) | seja finito temos gue

el - g0 | K@zl o, ol 800 -8 [ 1EG I es
Rs RS

rsup K BUZISIK@DES [ lgaenie gl [ (k@i
h Iz >8 TN
b

Para concluir a demonstragio basta atender a continvidade de g em x e 4 condicao 1) O

i ird

Ba; B 2. 4.2 : Dizemos gue v nickes X & de Parzen-Rosenblatt se K for lLmiiadh e s
limilzlF{R@)1=0zli=3 00

Sfio nacleos de Parzen-Rosenhbiatt

2
a) 0 nocleo normal, K(x) = lh, exp(-” $2II ), xaR?
@my’s

b) todo o nocleo limitado com suporte limitado
¢} nclep de Cauchy, K(x) = ,x=R.

i
w{l+x2)
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Passemos entdio a enunciar e demonstrar as propriedades j4 anunciadas do esiimador
do nicleo, notando gue ¢ gue dissemos sobre escolhas desequilibradas de hg, aquande do
estimador do histograma, mantem-se valide ne estimador do nicleo.

Propesicdp £ 1.1 : 5e K 6 um ndcleo de Parzen-Rosenblatt entdv
(V xaBs ¥V teF Gy lim Elf, (x)] = f(x) ) @@ fim by =0

desw

Seja zelR® e f&F 8, . Como E[fn(x)] = —13 j K(—Hh_n ) f(y) dy temos pelo lema anterior,
p® s
n

pois hn—30,0-309, que Elf | (x)} = F(x).n—300,

)
Suponhamos agora que limphp % 0, Seja f(x1,...%5) = —1; ﬁ 2 periencente 2 F Dy,
:x: +K

para todo o xRS,
Se hg—300.0-300, temos pelo {eorems da convergéncia dominada que limnE[fn(U}F

=04f(0), S¢ hp—>hs 0.0~500, atendendo & continuidade de f e por nova aplicacdo do

teorema da convergéncia dominada vem que limpElf ()] - I

s
todo ¢ =85, Por hipbtese e designands Kplx) - K(—) para 2R3, temos que [ = [*xKp (* -

1S K{““'z ) £y} dy, para

produto de convolugdo) . Denotando por df e ¢K as transformadas de Fourier de f ¢ E,
concluimos da igualdade anterinr que para (%S, (1) = ${tydr(ht) . Peta escolha feita de
f §£(t) # 0 para todo o t&BS, 0 que implica que Pg(t) = | para todo o teBS, 0 que & falso,
visto K ser um adcleo em RS

peirge £.4.8 Yo ¥ & um nicieo de Parzen-Rosenblall entdy
(anﬂs‘?'faﬁ'ﬁx tim Blf () - (0l -0) & (fim by =0, lim ah =00 }

g ;
Seja xalR¥ ¢ fe%F By . Pacilmente se conclui que Elf, (01w = Ble, colexn? - vig, ()

(21.1). Como por hipdtese limphy = 0, basta pela proposicho anterior provar que V(£ (z))-

50, n~300. Sendo H[ £2(z) dz< 60 enifio pelo tema 2.1.1
]
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—%H[ Kg(g'ﬁ_:g}f{y}dy—-bﬂx} R[ K2z} dz, n—-30% (2.12),
h § 3
0

Por hipotase llmnﬂh =00, logo como VIf(x)) =— QKEE“——E )f{y)dy- Ezlf ()]
nh e

coacluimos o que pretendemos, utilizando a proposico anterior e (2.1.2),
Reciprocamente, usande (2.1.1) vem, por hipéiese, que para todo o xeRS ¢ felFC,

Eifn(x}] =% f{x),a=3%0, 0 que permite afirmar pela proposicio 2.1.1 que limg hp = 0 e ainda

que limg V(fﬂ(x)} =0, Assim limp nhi =0G tendo em conta o facto de limp nhf1 V[fﬁ(xl} =

-it0) | K22 dz O
Rs

2.2. Mais Mensurabilidade
Nes proximos pardgrafos determinaremos condigies para que _[ {2 - flg) i de =
Rs '
=3(,n=200, T, ¢ Sug s ! £ %) - f(x) {—30.0~200, .. para [ pertencente, em cada um

dos cases, a subconjuntos convenientes de I

Para as expressies anteriores terem significado tém das aplicaces

n
{RSH,%ESHJ & Pr » (R, ﬁlm«-}
{
5 {x1.39,..%0) 3 ﬁf {£,(x)- fz) | dx, com f&lF
s
A {z1E...80) > 8UP_amdl £, () - f(x) |, com FeFB(RS) (X limitada)

ser mensurdveis para todo o neEl.
A mensurabilidade de & resutia do facto de A ser G-finits, da aplicagio (x; z) —>
A, (xER) - £(z)| _}— E g h BByt ser 'ﬁims(m”- mensurdvel e de uma das ¢o
ﬁhﬂ i=1
i
clustes do teorema de Fubbini,

Quanto 4 aplicacdo B nem sempre podemos garantir a sua mensurabilidade, no en-
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tanto soh certas condigdes essa mensurabilidade pode ser garantida.

Como caso hastante importante, atendendo ao facto de FeF G(IRS), temos a situagdo em
gue ¥ é continua em IRS. Nestas condigtes facilmente se conclui que para todo o &x >0,

(x2eRS™ sup,  pdlf, (8) - (2] <&} = (2R sup 04, (5} - T <)

bastando agora, para concluir a mensurabiiidade de 8, ter em conta gue para todo o 3=RS,

[(x) & Bps- mensurdvel.

A igualdade anterior pode sinda ser conseguida se admitirmos gue para todo o zpeRS

se tem que limx.;,mﬁﬁmK(x) =K(zg} onde
Agg ={ (xq,..x0)€RY z;>(2, <, S)x; parai=l,..s).

No caso de s=1 2 condig@o anterior reduz-se a dizer que ¥ & continua 4 esquerda ou 2 direita.

Vamos sempre supor que a escotha de X @ feita de modo que supﬁmslfn(x) - f(x}| seja

umava..

2.3, Convergéncia Ly do estimador 4o adclen

Pars o estudo da convergéncia Ly do estimador do ndcleo, no sentido em gque o fizemes
para o estimador do histograme g0 pardgrafo 1.3. {ver também 1.3.1), precisames de alguas
resultades avxziliares que vamos estabelecer nos lemas seguintes:

L4 Sezam K um adoleo e RS e f€l (RS}, Se limp hip-0 enido

limg § 1£, (Kx)-£f(x)|dx=0
i

dem:

Sejam £ >0 e fa L({]3), quaisquer. Existe entdo f* continva em RS, de suports compacic

tal que J | £(x) - £*(z) | dx< €. Temos assim que sendo € = _r jK(x) | d% entdo
s Es

[ 15 @0 -t ax$ o@D | 11%, -0 ox.
Bs ° B

Basta portanto provar o resultado para f continua de suporte compacto, que supomos con-
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tido auma bola B(Or) , £20.
Dado entdio £ >0, existe 6(£)>0 tal que, se | -y [|<8 entdo | f(z) - [(3) I<E.

[t @n-t01ax¢ [ 1 [ 2dD (s -st0 oy b+

Rs ¢ by liyll e

| ¥GD o) dy - ]'twig [ D ayian

$
izl $e By (lyiior iill>r By lyllée
{2E + I lL rE f(y} - f(x) )} dy | dx para n s.g. por
s hn
sligr by Bivllér
aplicacio do teorema da convergéncia dominada as 28 e 3% parcelas do segundo mempro da

desigualdade anterior, depois de efectuadas convenientes mudancas de varidvel,

Assim, seado M=sup Rsl f(z) |, temos parans.g. _[ H‘h (X x)-ix)idx <
RS

<28 g ijt—z)!dydpzm [ 5 [1xgDivae

tExHSrh iixilﬁrh {lx-yli 26

< (3 + CA(B(0,£))) por nova aplicacdo do teorema da convergéncia dominada.ll

' Seam B um boreliano Umitado de BS iaf gue NB)0 o feli(R3). 5

limp hp=0 saide limp \(hnB) j Iﬁy) f(x} | dy = 0 para guase todp v x.

e
Do teorema da diferenciag@o de Lebesgue (ver Stein, 1970, p.4-5)

i
in S Bze))

AMB) B
}\{hnB) B }\{.han,ij

[ 1ety)- £ 1dy =0, £-30, q.c.
B(z.£)

Como onde B(0,r) contém B, temos gue

1 [ 11 - 01 gy ¢ MBOLD 1

MinB) 0 5 STMB) MB(bar) g

0 que prova o gue pretendemos. 5

Seja entdo fn ¢ estimadoer do ndcleo de folF, associado 2 ¥ e & sucessio {hp)paN de

nOmeros reais positives, Conclui-se imediatamente que :
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- Eifn(x}] =f hn{K,K), para quase tode o xeBS (2.3.1),

- I E[fn(x)] dx =1,
B

- EI fﬁ{x} dz = 1, paratodo o xBaRSD,
]

- S¢ K ¢ um nocieo positivo (KadF), f 6 uma densidade de

probabilidade, para todo o xRS0,

A, =% 0, n—300

n,l
- An—-% 0, n—2c0, T.. sse

:&nz-—-:. 0, n—>oe, 90,.

onde ‘&“};[s (-0 x4y 1= | (BT (R0 e &“fﬁrs If,, (x)-Ele, Ol ¢x.

Comecemos entdo por deferminar condicies /3 de convergdncia de An | para zero

guando n~3%0, Do lema 2312 de (2.3.1) temos

Feorema 237 Soja X um picleo em RS, Se hp=2 0, n—300 entdp A a7 0 8300,
pites éoddp o TalF,
Para determinar condicbes necessdrias para que A ;== 0, n=300, precisamos do
LemaZ 3.3 Sefam § KeF. Se 020 fear-5e gue I i) - fp(X x) 1 dx20,
Hs

il g

Para tsRRS 2 funcdo caracteristica de fiy(X,.) 6 dada por & F(E,0 0 = Pplht) $4{1). Se

j. | §(z) - f(X z)dx =0, ¢f=¢fh(K yeentdo § (1) -Pp(ht)§ {t), para todo o t=RS . Como
s N
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¢ ¢ continuaem RS e ¢(0) = 1, existe uma vizinhanca da origem na qual by = 1. Assim X

néo seria uma densidade de prohabilidade .

2.2.2: Sa/a XeF, Se para alpum e, ﬁn,l"‘" 0, n=3C0 sridp hp=3 0, n=3C0,

Suponhamas em primeiro lugar gue limp hp=02. Por hipétese existe K* contiaua de

suporte compacto tal que limn — mﬁr j filx}- fhﬂ(l(*,x} i dx =0.Pelo lema de Faton
s

timg [ 180~ £y K* @ ldxy | lim |800- £, (K*x)]dx,
B B s a

0 que implica que lim | f(x) - fhn(K*,x} | =0 g.c.. Como para todo o %, limg fhn(K*,x) =g,

concluimos da expressio anterior que f(x) =0 g.c., o que & falso.
Suponhamos agora que limp hyy = ¢20. Como

[ 1w - g ®otaxy | 100 fe@o i [ 1K1, @3)ldx
Es ® s 5 e
basta provar, pelo lema 2.3.3, que fimp J | felE3) - £y, (Kx) | dx=0.
3

Seja £>0 e X* continua de suporte compacto tal que J | K(z) - X*(x) | dx{&.
Bs

. Ly Lpx
Como B’L ek - £y, K lux g [ 1L SR s

Rs a

<2e+ [ 1L ex® - L p<cEy | ax, entao sondo K>
e c ] hp
s hy
continua, temos, por aplicacie do teorema da convergéncia dominada
< 38 ,paransg.0
A paciir deste momento vamos supor que hp~30, n=+69, ou sejs, que seado £ um
nuclec positive, &n |0, =300, para todo o f&F,
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Us teoremas seguintes, estabelecem-nos condicdes n/s para a convergéncia de An.z

parazero quando n—300, segundo o modo de convergéncia Jib.

£.2: Sefe Kl Lo A ,— 0,030 .p. parz algum fel¥, zativ nhi—--}w,

n—30a .

ot

Sejam MelN, qualquer, K*(z) = K(K)ﬁ{fo)m}(x) 8 fz obtida substitvindo em fo KporX=.

Assim A 52 £ () -1, (K*x)|dx-2 _[ IR(x}-K*(x)ldz (23.2).
n.e fi }J.n
5 RS
n
Seia L>0 tal que l]'[ K(z)dz > % & definamos o aconteciments Ap = ﬁ {Xi¢ Blxhpl)};
B(C,L)

i=1

4 = k-4 = . ~
entio ng:Ts E(] fﬂ(x) - fha(K X)dx 2 jgjs E(| fn(x)~ fhn(K X) HlAn) dx 2 Up - Vo onde Up=
= f (0 PlAg)dreVp- | BlF 1, )dx (23.3).

EIS hy Ei]; n o TAp

Suponhamos que limg nhi- r&(,+ 0],

Pelo lema de Fatou e pelo lema 2.3.2

iimUn ) | B*ay | Fo) lim PlAy) de
BO.L) RS

- [ krdy [ o0 tim (1- Pe(B(xbAL)) )2 dx por definigo de Ag
AR s

—  nPpB(x,pL)) , N
2 K*(y) dYﬁr £0x) expl- lim T } dz pois 1-x 2 sxpl7=)
B(UJ:L) s 1 - Pe{B{xhgL)) ix

para 0 § x<1.
Pelo lema 2.3.2 temos entée que

fimUng [ K dy | fo)expl-elENBOINI) dx  (23.9)
B(I)L) K
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Por outro lado Vy ¢ _[ fix} I K=y expl(i-n)Pf{B({vhn+x.hnl))) dvdx e como pelo
Rs BC(O.L)

lema 2.3.2
£x) K*(yYexp((1-n)PF(Blyhp+x, hp L)) =3 £(x) K*(y) exp(-rLSAB(0,1))E(x)), a—322, q.c.,

vem pelo toorema da convergéncia dominada que

lmVa§ [ K*ydy [ 00 explrIMBOMED & (235)
BQL  ES

Assim por (2.3.2) e (2.3.3)

lim B(A, ,)+2 I | E(x) - K*(x} | dx 2 lim Up - 1im Vp e ainds, por (2.3.4) 2 (2.35),
. s

22 [ R ay-1) | £ expl-eLSNBOINMEN dx  (236).
B(GL) RS

Como K*(x) ~+ K(z), M—»02, enttdo por nova aplicacdo do teorema da convergéncia domi-

nade | K*(p)dy—> [ Riy)dy, M-300 e j' | K@) - K*() | dx =5 0, M=300, Também,
B(OL) B(0.L)

sendo A, - v.a.limitada, se por hipotese A 2—-—--&8. n—500,p. entdio limp E(A_ ) = 0. Assim,
tendo em conta (2.3.8), concluimos que

02(2 | Ky)dy-1 )mi[ £(x) exp(-rLFABO,1)E(E)) dx,
B(O'L) s

¢ que € falso pela escoiha feiia de 1 e pelo facto de eel0,+ 00[.0

2.2 f : Seja XeLj(R3), Se nhi—--)m, 0300, enldy A 5+ 0, =300 g.c0. para

Dade €20, existe uma familia finita Ay, A3, Ag de ladrilhos em RS |, e de escalares reais
k
op. 2., 00k tais que g | E{z)- E ﬁt;ﬂ.ﬁi(xl{dx {g.
2 i=i

k

. -Xi -y

Assim Aﬂ,z {28 + z IO(.IIE[ E ﬁ& {E _1) -_....1 I I ﬂ"&i(;n)f(Y) d?' | dz,
j=1 s h i=1 hnRS
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5
bastando portanto provar o resultade para K da forma K = 8p onde P- ﬁ [ a8+ bjl com
i=1

8
11 vi=0.
i-1

5
Seja Nl tal que 40(PY 3 h;l'(EN e min

sbii’% .Definamos em RS a sucessio de
i=1

1321-114

_ s :
bp (g
particies ﬁn={ﬂ {g‘lﬁn,{ i I}!)h {1(q1.92...95)=Z5} para nel.
i=1
> i 1
Designando por P#- H fag+ Nt bi- ﬁ[ temos que para x=BS

i=l

Cx =(z-hpyP)- L) B T x-ha(P-P*)=C*y
{BEHQLBCZ—th}
AssimparaX ~flp A, =+ [ (ZAER0D) p b))
i h RS
i)

<L 3 Bopen [, e [ EED by e
hs a 9 Cx-hp hs g a
n Belly a

+ Pp(C*y) ) dx = 2 (hp(P-P*))

Como M{zxeRS | BCX"hnp]) g hik{P} e .[ tvn(}f*x}

s
K]
§4hg~}‘%ﬁ—)~ E bil L Shi . pela escolha de N, vem que
i=1
A Lnm T e g
11,2 = @ - f -

Be !Tn

Como hp—30, n=300 e nhsnw}oo, a-»02, enido pelo teorema 1.B concluimos o que

pretendemos.[]

Tendo em conia o5 teoremas gue foram demonstrados ao longo desie pardgrafo,

podemos enunciar o teorema de resumo seguinte, que nos estabelece condictes a/s para &
convergéncia Ly do estimador do atcleo

Teorema 2.4 : Se/e K&F, gualguer. ds seguintes condipdes sdo equivalentes ;
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i) hp—30, 1~300; nh} =00, n=300.
i) V fa¥ A, —»0.0-300, godp. g

iii) 3 f=F A —30,1-300,p,

Este teorema fornece-nos ainda a indicaciio de que sendo KeTF, o estimador do ntcieo
converge para [ (no sentido L) g.co{p, q.c.) para todo o feiF, ou entdo néio converge em
probabilidade para nenhum faf,

Nie existem portanto cases intermedios, o que ndo acontecia no estimador do his-
tograma. Como ezemplo, podemos considerar em RS definida a sucessdo de particses

5
Ma<{{] laibn. (a1 + Dhall(ara2..25)8Z" }, N
i=1

-1 . . . .
com hp=l,sea par ¢ hp=n /,25, se n mpar, que ndo satisfaz a condicdn {a). Assim, peio

teorema 1.A existe f&l tal que An % 0, =300, p.. No entanto para a densidade de

probahilidade ﬁ.m {}s tem-se imediatamente que A ~30 q.co., n=300,

2.4. (onvergéncia vniforme do esiimador do néclec

Este pardgrafo €, como j4 referimos, destinado ao estudo da convergéncia uniforme do
estimador do nécleo. Ao longo dele chamameos 2dcley em RS 2 fodz 2 fuagdo que satisfar as
condicdes da definican 2.1.7 & 3(6m disso & limitana.

Pretendemos assim apreseatar o principal resultado que nos estabelece coadigtes
para gue

Ve T - sup;aps | £n (%} - 1@} [—3 0, n-200, . (24.1)
com D uin subconjunte conveniente de & e onde supomos que limphp <8,

Acerca do conjunto de densidades que estamos a considerar, € de referir que tal como
na casn do estimador do histograma {(ver Abou-Jaoude, 1974)

IeFBRS): T, 40,0300, p.

logo. para se ter (2.4.1), é necessario que FBRS) ¢ D,
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o0
No caso real, com hp satisfazendo a condigo adicional z exp(~cnhi)<fxﬁ. para to-
n=l

do 0 ¢>0 e sendo K de variagdo limitada em R, uma condigfo n/s para que I' —3 0, n—3c0,

g.c. & que f seja u-continua (Schuster, 1969 e 1970), Surge assim de forma "natural” conside-
rarmosem (24.1) DC RN,

Dbservaciio : A condigdo imposta & sucessdio hp(limpha=0) & fundamental para se ter

(2.4.1). Para 0 mostrar basta considerar, no caso de s=1, hfjﬂla” onde k(n)el, K=ﬂ[_l 1 [
22
42 + 2, se KEE'%. ]|
e f(x) =) _ 4+ 2 se xell, % [ .E imediato provar que se limph %0 entdo, por exemplo,

¢, sendo
1 i
fn(z}af-aﬂz), amy03 . p..

Vamos agora iniciar o estudo atrds exposio. Comegaremos por {ratar o caso particufar

importante do ndcleo K=ﬂ[hﬁl_

1 s Denotemos por f;; o estimador do nocleo associado 2 ﬂ.g
22

com B = [-% , % (S e & sucessdo (hp)nal de numeros reais positivos (estimador da "Janela

Movel"). Assim para xeR3 e nalN
. 1 2 1 2
fam == iB,mei’ =¥,y ondeBpg-x-hoBev, - z E‘Bn X0,
nhn j:l ﬂhn 1‘11 !
As duas proposicies seguinies dio-nos condighes sobre a sucessdo (hy) para a conver-

géncia de T;: SUP_ s | f;{x) - f(z} | para zero quando n—300, segundo os modos de cen-

vergéaciaem p., q.C. € g.co, para tode o fadd. Sob essas condigdes, concluimos sinda que o5
irés modos de convergéncia séo equivalentes,

- - ~ — -s- n
Pro 2.44: 50T —30,0-300, p. para iodo o B, cntio b, =0(i5e 0"

e
Consideremos & sucessdo (Pnlpe de particoes de RS definida no pardgrafo 1.1..

Associomos 2 esta sucessdo o estimador do histograma. Portants para todo o =], (gi.95,..

S
sl 388y 01,42,
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- ~ 1 1 i
fﬂ(x) = fn(x*) onde x* = ((qr«g] hq, (qgéz) hn,...,(qs+§} bhy).
Assim como por hipdtese 1”;——# 0, n=300, p. ,para tods o fal, conclui-se que [ nﬂ-% g,

n—3C3, p. ,para todo o f248, pois dade €0, qualquer e tomando € (>0 de modo que & ({E,
tem-se pela continuidade uniforme de f, que para n s.g. Pf(.r'n?._ £) $Py( F;i g1}

Do teorema 1.C concluimos o que pretendemos.l]

. -3 n ~
i Se b =0(log o) eatdo I'n——-} 0, n~3€0, q.c0., para todv o Fa

Seja (kp) uma sucessiio de nimeros reais positivos tal que limpkp=00, ki-n( By g

iogn

limphakn =00 (basta tomar por exemplo knr“——*h (81 3% ande hns —_A;::gn ).
al&n

Consideremos a sucessiio de partigtes (Bpinal de RS definida por

JJJJ i"l
Dado 2=(%},x2,....5: )6 185 ponbhamos para i=12,..8

pj =0i{x,a) = mln{rEZI ;, _11}

h
pi=pizn)=max{ref | Ejn- gxi@i&}.

Como hpkn—?00, n=~900, existe uma ordem ng a partir da qual hpkyp 23 @ portanto a partir
de certa ordem para todo o x&WSei=12,...5 p'i{x,0)>pi(x.0). Assim para todo o XERS,

g1 P pitl  psel
Lo U Basi,.rsCBaxC L4 .. LJ Bart,. e
£1=p  Cufs £i=p1-1 rg=ps-1
n

& ainda, sendo ¥ - i
D100l z ﬂﬂn,rl,...rs(xﬂ’
!:

By Ps Bl gl
Z o z yﬁlrll"'l ﬂ.xs Z z yﬁ I'],
T1=p{ r's=Pg r1=01-1 re=pg-1

Por outro lado como para todo o n&lN xeRSe i=12,..5 pi- 05 +1 § hpkp e p'i- pi +3 2 hpky
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5 s
. ] - 5 -5 .
(2.4.2) concluimos que kﬂ‘ﬁl (pi-py+1) ghn < knﬂ (p1- p1+3).
1= ) =

Assim, paran 5.¢.

8 3
TR TR L ol perl Ea¥nry.rs
2.2 5 :
r{=p) fs=Ps ¢ f~(31§r1=pl—lrs=ps—1

s n s

H B -pi+3) n fppiel)

i=1 i=1

para tode o xRS (2.4.3).
Seja fn 0 estimador do histograma associado 4 sucessdo de partigses (Bplngl de RS, Dado

>0, qualquer, designemos, por Enq) 0 acontecimento (' 1) e suponhamos que paran s.g.,
Eny se realize. Assim | £ (u) - f(u) | § 0, para todo o uekRs,
ParaxeR5e uaby o1 rs com oyl i+1, =1 2,08, Hx-ull € Vs (hy + k;]') e portants

atendends 2 y-continuidade de f concluimos que paran s.g. | f;{uJ - (x| < 29.

Tendo em conta (2.4.3) ¢ a desigualdade anterior temos gue para n 5.g.

s g
H (pi- pi +1) ﬁ (p'i- pj +3)
L=l (f(x)-2m) § 700 L (£(z) + 29)
I e I w0
i=1 i1
para iodp o zaRF
3
_H (P 9y «3)
Sendo i1 £2% etomando B>sup, . msf(x) vem que
1 wre-n |
il
5 i s . 5 ) s
I @pet-I1 e i1 el 0
_2q.p - =1 gf;(x)-f(x)gzsﬂmﬂ‘:l - =
[1 i 1 wroed
i1 i=1
patra todo o x&IRT .
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H (pim+3)ﬂ (B'i-pi*1) i G- pi+3>i"i (0'1-pi+1)

b
Mas i=1 - i=1 =H “*g.i.?"i ’1_1 - i=1 )
. iz iPi* .
il @ree =1 1 wepen)
i=1 i=1
S $
2
=1-H (1- )e por (2.4.2) existe uma ordem a partir da qual H£n {1+ ) -1]
i=1 P 93 i=1 i pi*l
5 2
¢q e HIt-JT (1-=—5—)1 < para todo o x=IRS.
i=1 P83
Das expressdes obtidas acima concluimos finalmente que paran s.g.
Enq € {I'_§@8* 1},
Portanto paran s.g. Pf({f' > 25+l ) <Pf€{l" >4 D e como k =p{ ) temos pelo

10g

teorema 1.C o resultado pretendido.O

Passemos agora ac estudo do case geral em que K & um qualquer aGcles em BS(ao qual

imporemos mais farde certas condicées), comecando por demonstrar condigdes necessdrias
de convergéncia uniforme em probabilidade de fp para £, com f&dD, expressas no fems {(a
mais fraca) e teorema seguintes :

Lemp 2.4 Se para todo o 16 B[ —3 0, 0=300, p, entiv h:=u(n).

wem
Suponhamos que existe &€} 0,1f e um subconjunto infinito Ng de I, tal que para todo o
by
n&Ng , = > & ¢ soja 250 satisfazendo I | K{x)|dx 5:2‘ (24 4)

Bs. E—E Z

Fazendo pn-2hg vem para todo o asNp L > 5 Seja Qn=100,1% ¢ feld, satisfazendo
F‘n

f(z) = ¢, paraxel 0,115¢ supxﬁﬁsf(x) =0,

n
Sendo (X4.X3...Xg) uma n-amostra de lei Pf, definamoso acontecimento Hp= {1  {Xi# 04}

i=1
Como pp=P(Hp) = (1~ Oﬁp;)ﬁ, pois a partir de ceria ordem { 0,00 13C1 0,115, vem que para

37



8 —_
todo o n&Np , pa > €1 -%)ﬂ e portanto lim pp 2exp(-Z%) (245).

Determinemos a densidade da lei condicional de cada Xi, com {=1,2,..n, relativamenie a0
aconteciments By

%) (Q0P78) ——s (RS Bps P2y ),

como para todo o Aﬁ%sej =12,..1n, Pj{i (AY S II:{I({A)) entdo (PH“]Xj << X, sendo como facil-

_f(x)
i- cx:pn

menie se conclui l‘H O¢xy = (1- ﬁ.Q {x)} uma versdo da derivada de Radon-Nikodym de

(PHH)Xi relativaments a A,

En Pn

Sendo sn={”’2—“, e zlentﬁo E(If {ea)Hp) ¢ 1

- [ R e g-bpe) dv
I-an z 2

R, 71°
4 5 por (2.4.4).
Zil-mpn}
Usando a desigualdade de Markov, obiemos que
4(1-0(.[:5)
PRty (2l > —25— ) ¢ Bliry(e o) 1 Hy) §2
4(1- ey ) 3%

e entdio Pf{f'n { -m@&*s—f Hunlk & Comu paransg I- cﬁp ,Pf[Tﬂ< %l Hg) g%
4(1-0epy,)
0{.

e por {243 Hm Py( 1" ? ) 3% expl- 2.8), nio convergindo assim fﬂ pars {, waifor-

mements em probabilidads .0

Na demostracdo do teorema que se segue incluimos os enunciados de lemas auxiliares
tuja prova apreseniamos no fim da demostragdo do teorema.

Teorema 2 4.1 Separatodoo Fed T g3 0.0-300, p. enid h 5. ol ).

1og n
e

Do lema 2.4.1 sabemos que nas condictes da hipbtese h;s=ﬂ(ﬁ). Suponhamos que existe B>0

hfiﬂg il
e um subconjuate infinito Node N, tais que para todo o neNg, — >B.

58



Sejam 2 > 0 satisfazendo (2.4.4). kq = [ﬁ] e Bp =;—n.Temus que para & 5.g. Zha $ Bn §

Zh .
§ 1_2;1& (2.45) e existem B'>0 e NCNy, infinito, tais que k;> I% para todo o naN (2.4.7),

Seja (@] 0, %[ 10, e f eBtal que f(z) = ¢, paraxsl 0,1{%e supxemsf{x) =0 (248),

Consideremos a sucessiio de particoes de { 0,1[5 em borelianosda forma

5
Ont-= H [(r3-1)pn , ripnl ende t=Y((ry.rq,....r5)),
=1

sende U uma aplicacdo bijectivade {1.2...k5%em {1,2,“,,1:';}.
n
Sende (X1,X2,...Xn) uma n-amostra de tei P, designemos por ¥p- 2 ﬂEﬁ us(Xi).
i=1 '

Sejam &’ e & "" numeros reais tais que $<{ <&k < &’ <1 e designemos por Ap o acon-

1 rd v Frs
tecimentn { ¢ <-£‘l <o’}

Zema 247 limp PlAp)=1.

8
kn
Vamos desi N 31 . (Np d& de boreli
amHs gesighar por avase. - -00s 0 niine i)
g P n = ﬁ (& Qn,t} n ro orglianos
=1

Qp ¢ (1= 1,2;,,,,1123 gue ndo contdm nenhum pontoe da n-amostra).
LomsZ4%: ¥ €0 lLmPel1§Ng§Ek)-1.

PO ] . ' ' f
Seja je(1.2...%,} qualquer. Tomemos t)t3...4 inteiros tais que,lgtg'it.g{".(t«;é_k; e seja
Vodtg iz, 4) oacontecimento .

Cada um dos borelianes Qp { com t=t) A2....45 ndp contém neahum ponto da n-amosira

cecadaQn ¢ com t#tg.tp,... 4 contém pelo menos um ponto da n-amostra.

Temos entdo que (Na=i} = u Vaititz..4

iz
1885 <tp € S EKS
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Sendo£ >0, qualquer, vamos denotar por By o acontecimento {1 {Ng § E:k:;] . Assim

8
[£k,]
Bp = U U Valtyta..4).
j=1 thb2,4

: 1$t1<t2<,,,<t1§kn
Supomos n 5.8, de modo que ksﬂ Soex’n ¢ &'n - 'n 21 Tomemos v um inteiro satisfa-

zende [ nl-14v o™ n (249

{2 A4 fef coadivional de X; (i=1.2,...0) relativamente ao acontecimento
en =en(¥itpiz....4) = (van=vIn Vnltyta,..4)

& adsoliiameniy coniinug e fom por deasidade

-~

n-y flx)

. ﬁ se x&[0,108
i
y 1
- se xel0iS- W Q
fa(g) -4 ° 1-i0d o1 Y

j
0 sexe UQ,
r=1

i

Concluamos agora a demonsiracio provandoe que para f definida em (2.4.8) f, ndo

converge uniformemente em prebabilidade para f.

fetomemos (¢” o &u’” suficientements proximos de (¢ de modo qus

I-of o’
{€l+2¢
- o €1+2€) e

Seja n 5.8, de modo que se tenha (2.4.6) & (2.4.9). Entdo pelo lema 2.4.4 para tods o 35BS

4 | bt

Seja £4}0,

C(1+2E)1-€).

1 N o 1 E-U ¥ L
Blif, @) len) §5 | RG22 —ptyau = [ &S —— fw) du
n =8 il - h )
hn 1 o afl-t) hi 4 h 1106(1‘191}
i
onde [-RS-[01[8g] = [0iS- U Qnt,r'
=1 ™’

Seja jum inteiro tal que 1 §j § Sk; {0 que ¢ possivel paran s.g.).
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a-y

De (2.49) % ¢ (1-”), Por outro lado | - jp 2 I-€, entds, como = $&x”, vem que

v ( m?/
ac(l-py) %18

Assim B(If,ilen) § = | 1RG 1 (1428) v) du . Tomando para x o ponto medio.

by ur
En de Q) ¢, temos que B{if, (xq)l 1 en) £ (1+28) I [ K(v) | flxp-vhe) dv ende I” = T(IUI)
o I
com T{u)= —*“pa.ra uelRS. Camo (1T na, T @, também l“ﬁT(Qn‘t1]=¢.Sendo T(QE,EI)
af 291? Zh i¥ concluimos por (2.4.6) que I'N E-§ % - @ & portanto
i (If (xn)lien) lg ¢ tendo em conta (Z4.4) e (2.4.8),
|
Tamando € -— (if (zp )] en} - Tende em contaa desigualdade de Markov
.2 1
Pf(r'n> Tleﬁ) 2 5
Finalments
5
£k
o [0 n] Bk,
PRUT > FInAgnBg)- 3 2 z Pl {en) Pilen(vitiiz,..4))

v={or‘nle1 i=1 t1.42...4
_.'I_S_ti(tQ(..{(ti{kn

2 =P Ap Bg). Por maioria de razio Pf{l"ﬂ> %-) Q%Pf(Ann Bg)

tendoom contaos lemas242e2.4.3.00

N

e portanto HP[(T{ } 2

dzze : (do lema 2.4.2)

, ¥ .
Pels lei fraca dos grandes nﬁmeros?ﬂ =% &, n=>09, p., 0U seja,

vers Pf(l -tx1<s )=31, a—900,

Sendo Eg> Gtalque " <X - €4 e ¢ + £¢ ¢ ¢~ entdo

prm'-fzf <oa");pfu%-ai<ea)u
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deg - (dolema 2.4.3)
Provemos que EPf(Nngl} =
' n k%p
Para t = 12,..k sejs Vo) = 1 (Xi4 Qng). PriNa2D) = PeC {J Valt) ). Assim por
i-1 j=1

razoes andlogas as apresentadas na demonstracdo do Teorema 1.4.1

e t-1 S
Pi(Ng=0) = If PV (L)) ﬁ Vali)t) § Pe( Vp(2)e),
=1 t=1
i=1

Como pela definigdo de f, Pf{ Vp{t)C} =1 - {1 -ﬁzgiln; paraiodoot = 1,2,...,1;;, concluimos
da sxpressio anterior que log(-log Pp(Np=0)) gingk; + nlog(l —o:.pib.

Para x suficieniemente proxime de zero, log(1-x) 2 -2z e portanio para nel s.g. temos por
(2.4.7) que
5 oo

log{-log Pr{Np=00 ;lugk S (1- 2% Logf 1_ iuglogn) logn,
kﬂ g ngn

Pela escolhia de v em (2.43) lim Iog(-log Pp(Np=01) =+ €0, ou seja, fim PglNg2i}=1,

Provemos agora que ¥ £>0 lim Pi( Ny $8k5) =1,

E(Np) = ki(l ~ap§)ﬂ. Como h;lsw(n), kfx =£q 0, com Ep—>0, n—3C0, (por (2.46)) 2 por-

tanto limp E(—Q'B =0, Seado limitada 3 v.a. o , 18mos que Na ~L 30, g=300, p..[0
k> K k>
f

n f
e (do lema 2 4.4)

Sendo A um borelianc de BS - 10,13 temos que PRl{Xi8A) M 25) = Pe{A1 Poleg! Xy=A),
A realizagio do acontscimento {en| X &A) significa que

[ v poatos de X3.Xs,...X, pertencem a (0,18
i

J nenhum ponto pertence a U Qﬂir

r=l

| pelo menos um ponto pertence a Oy, para tdltta...t)
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sendo portanto independente do conjunto A tomado em RS - [0,118. Assim Pr({X a4} | eg) =
= CPf(A), com C independente de A, Como Pr({X RS - (0,115} | en) = ﬂj;—v concluimos da

f(x) dx.

expressio anterior que Pr{(X;sA}] ep) - J (l s

Seje agora 1'e(i2..., k }-{trt2.. 4} ¢ A um boreliano contido em Qy .- O acontecimento
{eq] X1 2A) realiza-se quando
"v-1 pontos de X5.X3.... X, pertencem a [0,1(S
i
j nenhum pento pertence a U G tr

r=]

| pelo menos um poate pertence a O , para té{tsto...4)

& por razbes andlogas 4s anteriorss Pp({X ®A) | en) = C Pr{A) com C independents de A,
Desta igusldade concluimos que para  t2{ty 2.4} | Pf“X}ﬁJn’i'} I 8n) = C’ap; , Ingo
i
PrXpelogis- K dlead- T PreiXisa, ) | en) = (1 - jpy)eut. Mas directa-
r=1 td{tsto....4)

mente tem-se que Pp((X ; €[0,1{8- U Q ir} {on) =2 e porianto
=1

Pr({X ed) { eg) - J dz.

n(i- 1|3‘11

Para a detsrminacéo de condigées suficientes de convergéncia uniforme guass

completa, vamos aecessitar de fazer algumas hipdéteses suplementares sobre o atcleo K.
Tomemos a seguinte

Pefinicdp 2. 4.2 : Dizemos que um nicles X em BS & de Bertrand-Retali — Geffroy sz

i) O ronjunto dos seus pontos de desconlinuidade & o medida pule
i1) Ky éintegravel em RS,

Sendo K um nucleo e RS cujo conjunto dos seus pontos de descontinuidade & de
medida nula, as seguintes classes de nocleos 530 de Bertrand-Retali = Geffroy
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a) K possui suporte limitado,
b) ¥ & de variacdo limitada nas vizinhangas de infinito { s=1).

s
¢)Kix)= H Ki(zj) para x=RS, com X;j nncleo de Bertrand-Retali — Geffroy em K.
i=1
Designemos por (PmImel o sucessio de partictes de RS, como definida no pard-

grafo 1.1 , tal que hy—30, m—300 e para todo o melN, *—1-1-'@*1* aN. Come consequéncia

imediata da proposicéio 1.5.2 podemos obter o resultado seguinte :

Loma 2. 4.3: Seade X um adoiley deBertrand-Retali — Geffroy 22t RS axistem duas suces-
sges( tp;n) e (tp;nB (m2my) g funpdesP - escalonadas e fmisgrdvers em RS tars yoe

YV mmg @y $Pn,1 -K“Pm i 8

e limm | @ (x)dx=lim 9 (x)dg=1,
@IS in mn Ejs m

Passsmos enifc g demonsirara

fearema £ 4.5 : Sefa X um adcleo de Bertrand-Retali — Geffroy. Se h;: of Ta gn] enige

[ p—20,0~300, q.00. pars todb o T2,

o

5eja (OmImelN & sucessao de particoes de RS cujo elemento genérico de Qp & da forma

5
r+1
O, et 2.0 i-i (i 4 [, com{r{.ry, . .rs)aZs.

2’ 2m
Tendo em conta o lema anterior existem duas sucessdes @ _ e t.p:n de funcdes Q-

-gscalonadas tais que para m2mg tp;n ¢ 'p;nﬂl (K ¢ tp;l+1 $ tp:n g

limm | @, (x)dx=lim @ (dx=1.
E:I; m mfgjs m

Sejam entdo, para m2my, tp E Cm, fﬁBm e ® Pn
r=1 r

i 8

marlyy o

H
[y

onde (B! relNY={0nric2. sl (rirprs)8Z8) e iy p 07y ¢ SR para relN.
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Sejam fefiz £0, quaisquer. Tomemos I » sup_ogsf(x) @ m2my fizo de modo gus

1-e§ [ wpaxst e 15 [ ol dxgtse @2410)
KS RS

Coma tp:n e cp;n s30 integraveis, existe R, pacte finita de N, tal que E [e¢m ¢l A(Bm),
_ rgR
> 1 mrl MBp) <& (24.11), onde By =|
r¢R _
janela méve! associado 2 sucessdolh’n = ha /2% ou seja,

2m+1 omel [$ e consideremos o estimador da

Ry

: hu
- 1
..Vers,nEIN £ ﬂlz:i hy/2m

(hnf 2m)s 5

' Como por hipbtese, (h'n) S = Oéiu " ﬂ} sabemos da proposicio 242 que f; converge

| uniformements quase completamente para [ . Por definican de By, paratodo o x€R5e nalN |
13
P ——F 1, &

i f nhz}«{Bm)iﬂ Bm " hp

+ x X;
Utilizando as propeiedades de tpm, temos qus (%) <— E @ 1)

nhn i=1
€0
=7 Oy ).(Bm)f;(x-hnarl node ar
r=]
designa o ponto médio de By r. Assim
£0 ea]
fn(g) - F(x) s z a’.m’r )\(Bm) { f;(x-hgar)-f(x)l + [Z Cﬂm‘r )\(Bm) - 1] fx) (24.12).
r=1 r=1
Designemos para m2my tm = E 0t r AlBm). Como tp Z mm” obtemos que tya ] &m
r:ﬁ\:m}r??ﬂ
e sendo tm 21 tem-se que tp—>L,m—360.
- co
Sejat'm= > {ocm ol A(Bp)=921-1,m—$C0. Assim t g $ A, para m2mp (2.4.13).
r=1

Definzmos entdo o8 acontecimentos
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Ep ={VzeRS t“;(x) <H}

En= {1 (VxeRS | (x-hpar)- £(x) | <EH),
reR

e sejam up= Pp{En I°) e vy= Pf{E 5 J¥). Da u-continuidade de f e da convergéncia uniforme
oo co
¢.co. de I‘; para f tem-se que Z Un, Z vq < €O,
n=1 a=l
Supondo entdo que Ep ¢ E' 5 se realizam temos de (2.4.12) que

fn(x} - fix} i E fﬂﬂm,ri X(Bm}lt f;(rhnar)wf(x)l * Z imm,ri )u(Bm} [ f;ixqﬁn_ﬁr)*f{xn +
re&R r¢R
o
|2 @ e MBp) - 11(x)

r=1

$ EH(A+3) por (2.4.10), (2.4.11), (2.4.13).

Assim Pe(EqNE ) $Pr{ SUD, o oS (£,(x)-1(z)) § €H(A+3) ), ou seja,
Pr( SUP. s (£,(x)-f(x} )>EH(A+3) ) Sup + v .

Utifizando as propriedades da sucessio “’;31 e de forma andloga a0 que atris se fez obtestos

gue se Ep 8 B’y s6 realizam entéo para todo o x2BS f(x) - F (2 ¢ £H(B+3) sendo B um majo-

<o

ranie da sucessiio t = E {0 'm ¢l MBm) para m2mg e tendo em conta (2.4.10) e (2.4.11),
=]

Portanto Pg( 4P _.ms (£(2)-1,(x3) > €H(B+3)) {ug < vp .

# o] &0
Da convergéncia das séries Z U, z Vo, vem que [ o> 0, 2=300.9.50.0
n=1 n=1

Dosteoremas 2.4.1 e 2 4.2 podemos obter o teorema de equivaléncia seguinte;

Teorema 28 : S¢ K ¢ um nifcleo de Bertrand-Retali — Geffroy em RS ¢ limph o= 0 sdo

eyuivalentes 4s seguintos afirmagdes

33



n
Iog n

i) hy=ol——)

i) ' =3 0,n-900, q.colp., q.c.) paratodso f& .

2.3. Bscolha assintoticamenic éptima de hye de K

Vamos em primeire lugar obter, para uma determinada classe de densidades de

probabilidade e de nGcleos em R®, uma expressio para 0 erro quadratice médio integrado
(EQMI).

Em consequéncia deste resultado deduzimos a forma da sucessio (hy)p que minimizs

assintoticamente o EQMI e também o nacieo dptimo num determinado sentido e dentro de
uma certa classe de nicless.

Vamos designar por W5 o conjunto dos adcleos em RS que satisfazem as seguintes
condiges '

i) j viKiy)dy; <00 eé viK{y)dy; =0 para i=12,..5
B

i | Iy 2R dy <oo
Es
onde v =(¥1, ¥2... ¥s.

Para que 2 segunda condicZo de i) seja satisfeita (supondo satisfeils a primeira) basta
exigir que K s0ja par.
Como exemplos de ntclecs pertoncentes a W1 temos o nuelso normal, o nvcleo

K(z) = ﬁi—l/Z,l/ZI(K]* o nocieo iriangufar K(x) = ( 1 - |z} ) i[_u}{x) g ¢ nficles de Picard

E(x} =%exp€-1‘x§).

$
Facilmente se conclui que sendo X; €W1, i=1.2,...3, entéo K(x) - ﬂ Kilz) com g={xy,
i=t
X2,....Kg} & um nicleo da ciasse WS,

Teprzas 2. 3.1 : Seia KeWSNLo(R®Y, Suponhamos que Teloy(R3) ¢ duas vezes coniinya-
|

| moate iiferencitvel em BS ¢ gue as suas derfvadas parcials de 22 prdem perteacem &
LoARS) ¢ st Uimitadas So hp=30,0-300 enily
h‘i
1 7 2 2 1 4
EQMI(hg) = " K=(x) dz + i Ag(xhdx+ 00 )+ olh )
n n
ah, RS 8
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S 9
onde Ag(x) =z &——’( EI[ vi2 K(y) dy

gem

Temos que EQMI(hg) =Ls _[ K2(x)}dx - = _[ E2{f (x)]}dx + BJ CEff ()] - £(x} )2dx.
nhn RS ES s

Atendendo a que felo(RS), Jﬁzifn(x}] dx § Ifz(x) dx, n—c0 e portanto
s RS

i

o é 'Ez[fﬂ{x)] dx = U(%). Preocupemo-nos agora com & expressio
5

Ej' CElf, ()] - ) )2dx=ﬂ[ ( | K@ f-bg2)- 1) ) 8 W dx.
5 s RS

Das condigéies sobre f e K concluimes que (RI K(z)( f(z-hpz) - £(x) ) d2 )2 =

S
s 3%f 1
2 2 | | avanmremae | [ o a—ix-hﬁtz €z 1
Lkl 3 90N Re 0

s
Assim g CElf, (0l - £(x) Y2dz =h$ T cijkila) onde cijk1ln)=
s Likl=t

[y

9
= ! _f {11 )K (2)zgziK(2 V2 g2y {x-h ntz)—{x—h atz )dx dt'dudz dz.
] S ¢ 0 6 ;& j axka

Denotando por In i j & 1(t4'22") 2 fungiio integranda anterior temos que

| . S 2 )
,' In,i,i,k,l(t,t,z.z)—-—){l-t}(I-t’)K(z)ziziK(z‘}z‘gz’i J (v} o (v)dy n—d00 ,
' s 0Xi0K; © dxxdxy

para todo o ponte (LU'22) , atendendo 4 continuvidade do produto de convolugio de funcdss de
guadrado integrdvel Como

| In ik i(ttz2) ] €

@s 9Kidg

eatdo pelo teorema da convergéncia dominada

a2
$U-O0-OK@eg) K g | (—(y))zdy)m(mj (N2
5 OGXLOk}
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3f v) a2f
Oxjoxj v

{y)dv n=-380,

Bxgaxl

cijei -t | Rerga [ Ko
| Ks s s

Das condigoes sebre K vem finalmente o que pretendemos.0

Para cada neN, designemos por grry guadrdtico médip intogrady assipiotico em hy,
4 .
it
>0 EOMIA(hp), a quantidade —— | E2(x)dx Té A%(x) dx, para f=3 nas condigpes
ah RS 5
n

do teorema anterior.

Loroldrio 2.5 1 : Ass condigdes do lporema anterior e supondo gus I Ai(x) dx+0 satdp
RS

para cade nelN | v valor hz?' 0, gue minimiza o EQMIA(hg) &

$ J‘ K%(x) dx

1 4 4
SEQMICh)) = (se4)f (Cas! [ A2cm) dz)sié‘iﬁf E2(x) dx)4 15+4 n 544 + oln 5+4)
RS 5

Uma coaclusdo importants pode ser tirada deste coreldrio e do coroldrio 15.1 acerca

da comparaclio esntre as ordens de convergéncia, no sentido do erro quadritico médio
integrado, dos estimadores do histograma e do nucleo.

Supondo entdo que f&F estd nas condiclies quer de teorema 15.1, quer do teorema

2.3.1, podemos afirmar que as ordens de convergéncia assintoticamente Hptimais séo no caso
2 4

do estimador do histograma n S*2 ¢ so caso do estimador do atcleo n S+4 {para KaV¥5 de

quadrado integravel), dai uma convergéncia mais rapida deste Gltimo.

Reparar no entanto que por exemplo no caso s=1, estas ordens sio semelhantes para o
pequeno ;
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ol 2 50 100 300

a3 0117 00736 | 00464 | 0.0159

a3 | 00751 | 00437 | 0025 0.0069

Quadro 2.5.1

Assim o que realmente vai ter grande influéncia no EQMI sdo as constantes que interferem
nas expressdes gbiidas para h; e que na pratica sdo desconhecidas pois dependem da
densidade f que desconhecemos.

Tal como fizemos quando do estudo do histograma, analisemos a influéncia que pode
ter sobre o EQMIA(hy) o facto de escolhiermos para hy um valor que ndo é o Hptimo. Seja

* 4 + gc3*4 "
hp=ch_com ¢>0, Concluimos entdieo que EQMIAlhy) =( 7 JEQMIA(R ),
1] (g + 4) n
4 + gt .
A funciio de s, ——-"-“cs s + 4) £ estritamente crescenie para o1 ¢ as conclusies gue se

podem tirar de tal facto sdo semelhantes as tiradas para o estimader do histograma.
0 quadro seguinie ezprime o aumenio do EQMIA(hg) relativamente ao E{}MIA(h:)

para alguns valoresdese g

0.5 073 1 125 Z

1 61% 13% 13% | 260%

2 169% 294 24% | 430%

3 360% 49% 34% | 593%

{wadro2.5.2

Também aqui podemos estabelecer uma comparagdo com o estimador do histograma.
Recordando o Quadre 15.1 concluimos que o estimador do nicleo & mais sensivel & variaghes

. . ®
de hpy relativamente ao valor 6ptimo hn.
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Notar também, o grande crescimento, no caso do estimador do nucles, do EQMIA(R,)

quando se escelhe hp superiora h;'

{uando usamos ¢ método de nicles para ostimar a densidade de probabilidade, além da
escolha da sucessfio (hy )y a utilizar temos também de tomar um nGcleo K. No gue se segue

YVAIMos prevar que existe um nicles 6ptimo num determinado sentido mas que a utilizagido de
autro nicleo "razodvel” dd-nos resultados quase dptimais.

Suponhamos entéio que a densidade de probabilidade f estsd nas condigdes do teorema
23.1, Designemos por G 4 classe dos nicleos em BS da forma

5
K(x) =Hl Ko(xj).comx = (xi)i 1EES
i=

onde Kg é um ndcleo positive sobre B, par, tai que _[ 12K g(t) dt =1 e Kg & de quadrado iate-
RS
grivel.

Pode parecer gue a condicdo g tZK0(t) di =1 sobre o ntcleo ¥ resirings a generali-
§

dade da questdo. Tal nfo acontece pois s K é um ntGcleo que satisTaz todas as condictes impos-

tas aos nicleos da classe T excepto o faciode _[ t2Kg(t) dt = jé'g #+1, basia reparar gue

$ n'n

n a2
f(x)_—z K(XX‘}— I > iy
3131 i=1 ﬂhﬂi=1

hp
pade b’y "E g K{x)= H Ki(zp) (com X (1) -—Ka(*-) ) pertence 3 classe .
i=1

A imposicZo de que Ko seja par surge naturalmenie pois sabemos gue no caso de s=1 a

fungdo K de quadrade integravel que minimiza o EQMI é necessariamente par {ver
Leadbeiter, p 482).

Nas condictes anteriores iemos gue se hp=30,0~300, entfio

h‘i

EQMIA(hn)-—w—(ﬂ{ Ko = | (3 —2tx)]2dx
8x
ks i=1 i

Vamos tomar entflo como critério para a escolha de ¥, o nteles gue minimiza para
iodo 0 a6 N o EOMIA(h,).
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Pretendemos assim determinar Kg: B —R* que minimize J' Kg2(t) dt onde X satis-
. B '

faz as condigdes
- Kolt) =Kp{-t) patra todo o t=R

EJ Egft) dt= 1

—A Ko(t)t2dt =1
- Kgala(R),

Provemos em primeiro lugar que 0 problema assim posto possui solugio Onica no caso

dasta existir. Designemos por & o conjunto das fungdes K que satisfazem as condicées ante-
riores. Sejam entdo K e K2 slementes de & tais que

E{ £ 2(t) dt:é E22(t) dt g-é K2 dt para todo o Kl

Como & ¢ um subconjunto convexzo de Lo(R) entiio para todo o 00 0,11,

mé (Ep() - Ka(e)2 dt gfi 2 [ k2wat- | ki),
B R

Assim da desigualdade de Holder e das expressées anteriores concluimos gue j Ko2(t) di =
14

g KqKa(t dt= | K;2(0) db & portanto J (Ky(© - Kalth2 ée=0,
R

Esquecamos por enquanto a condiglio de positividade imposta a K. Pretendemos

minimizar | K2(1) dt onds Kadl A By seado By - L(R) A (KaLy(R) | | K02 de<oo) o
R B

Bo={K: B->R| A K1) m:é K02 di=t ),

Este problema engloba-se num problema de minimizagdo de uma funcional F(¥) =

= I K2(1) dt com dominio 33 sujeita as condicoes de ligagao
R
G(K) =J Eif)dt-1=0 ¢ Gx(K) =£ K2 dt-1=0 (Luenberger, p.i53-186),
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Facilmente se conclui que F, Gy e G sio diferencidveis 4 Gateauz em K&di| (Luen-
berger, p.171) ¢ se hedl;

SFEh) =2 [ DR, 361(Kh) = [ hdte 36,Kim) = | w2 de
R R

Se F, Gy e Gy fossem diferencidveis a Fréchet {Luenberger, pI72) e se K: B —»R*
fosse uma solucéo para o problema anterior nxistiriam reais A ¢ e Ao tais que

S(F « A 161 + }\gﬁz XE h) =0 paratode o hell; (Luenberger , p.187-189), ou

seja, ZA B(OE(D) dt + “‘Q B dt+ Ag &i h(UH2 dt = 0 para todo o hedd;. Assim para toda o

ieR,2E(t) + Ay + Agtd =0 (K & necessariaments par). Sendo Xedl; ¢ positiva tomemos
tendo em conta a expressio anterior

K(t) = y ‘J—(i )ﬂ[vrﬂm

Provemos que K assim definida & a solugdo pretendida

Sejom haBe g -h - K .Tenmsqusﬁ[ s di- | 2g(dt-06g(t) 30 para it V5
4

Assim | K20 de ;Eg k2w di+ | g2waz [ k20 &
R R R

Podemos eatio enuaciar o

Teorsme 2 3.2 - O nidcles de Lpanechaikov definide por

3 2
| g A .
, SEOH VIR S MV NACY

¢ de EQMIA minimo na classe G onds supomos gue (&€F osid nas eondipdes do teorema 25.1
C g giig hin—30,n-300,

K2(t) dt / _] Kg 12(t) dt pare

Na tabela seguinte ostdo indicados os quocientes I
R R

alguns nicleos de R pertencentes & classe .

Podemes concluir que o quociente atras referido & pouce sensivel a alteracéss do
ndclen E, portanto mesme néo utilizando o nicleo de Epanechnikov os resultades obtidos

com 908 nlicleos ai indicados sfio quase dptimais no sentido do erro gquadritics médis ints-
grado assintitico,
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K(x) [ k2w dt/ﬂ! K 12(t) dt
R
1
3 ﬁ[_ﬁ@(x) 1076
7
\Tzl—gexp(-% ) 1051
(—‘~m'—3—!-)ﬂ (x) 1014
Vo 6 Tl lel™ |
%exp(-ﬁlxl) 1318
2T
(D)2 483
\f 2. '\f 2
TZ 3t:us{ Ti Sx)ﬂ[v lif : Ll (%) 1.0005
12 ym2g
Quadrp2 5.3

Nos quadros seguinies sdoc apresentadas para quatro densidades de probabilidade
sobre IR osvalores do EGMEA(h:) e do EQMI"(hz) {para o nucleo normal e para o nGcleo de

Epanechnikov} que ¢ calcuiado de forma andloga ao que fizemos para o estimadar do histo-
grama e as conclusdes ad tiradas sobre & comparac#o destes dois valores séie aqui adapidveis,

x * *
n hpX10 | EQMIA(h,)*10° | EQMI“(h,)x10®
10 6,68 52,8 27,0
50 454 145 10,1
100 422 8,35 7,56

Quadre 254 - Lei normal centrada e reduzida. Nucleo normal

* * 3 _ * 3
n hpX10 | EQMIA(h,)%10° | EQMI(h, )X10
10 8,62 30.7 255
50 48 140 96
190 4,18 8,03 7,28
500 303 2,22 1,58

Quadre 2.5 5 - Lei normal centrada e reduzida. Nocleo de Epanechnikov,




a A *10 | EQMIACh,)%10° | EOMI“(hg)x10°
19 175 941 33
50 272 26 181
100 236 1,49 1,23

Quadro 25.6 - Lei de Cauchy, Nacleo normal,

b % *

a hyx10 | EQMIA(h)x10° | EQMI'(h, )x10°
10 371 %0 4 52,0
50 269 250 17.3
100 2,34 143 116
500 1,69 3,95 327

Quadeo 23.7 - Lei de Cauchy. Nuicleo de Epanechnikov.

= E E
2 b,*10 | EOMIACh, %107 | BMI“(hy)x10°
10 6,84 516 317
50 49 142 943
160 432 3,17 5,21

Guadro 2.5.8 - Mistura de leis pormais, Ndcleo norwmal,

n Ba*10 | BOMIACR,)*10° | EQMI(h,)x10%
10 6,77 495 305
50 491 37 9,02
100 427 753 493
500 3.1 2,17 194

Quadre 2.3.9 - Mistura de leis normais, Nicleo de Epanschnikov.
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2 ho*i0 | FOMIA(h,)x10% | EOMI*(n,)x103
10 426 828 430
50 269 228 139

100 19 13,1 8,36

Quadre 2.5.10 - Lei t{53) de Student. Nocleo normal

n hy*10 | EQMIACh,)%10° | EQMI“(h,)x10°
10 42 795 05
50 3,06 219 109
100 2,66 126 8,19
500 1,93 348 22

Quadro 2.5.11 - Lei t(5) de Student . Nucleo de Epanechnikov,

Para as quairo densidades de probabilidade atras referidas, efectudmos tambem um
estudo de simulacfo sobre a variacfio do EQMI™(hy) relativamente ao EQMI"(h;) guando

tomamos hn=2h; e hn=h;/2, utilizando os dois nucleos atrds referidos. Como os resultados sic

semethantes para um e outro nicleo, fornecemes apenas resuitados relativos ao nicleo de
Epanechnikovy.
Para valores de 51-10, n=30 e n=500 ¢ generalizado verificar-se que 4 escolha de

hn=h;/2 proveca aumentos maiores do que vs dados pelo quadro 25.2. Assim por exemplo

para a lei normal os aumentos sdo de 124%, 110% e 82% . Para a lei de Cauchy de 139%, 112%
¢ 89%. pars & lei (5] de Student de 140%, 146% e 119% e para a mistura de leis normsais de
113%,117% ¢ 70%.

Por outro lado pare hn=2h; temos na lei normal um aumento de 109%, 146% ¢ 268%

para n=10, n=50 e n=500, enquanto que nas leis de Cauchy e Student iemos diminuvicfes de
34% e 41% para n=10, de 38% & 25% para n=30 e de 23% e 11% para n=500,
Noia-se assim uma gradual aproximagio aos resultados ohiidos para ¢ EQMIA (o que

seria de esperar), no entants mesmo para amastras de tamanho 500 os resuliados estéio em
alguns casos longe dos dados pefo quadre 25.2.

A seguir o método do nicleo ¢ aplicado a n-amostras simuladas.

Os grificos seguinies representam, para alguns valores de n, estimativas das densi-
dades atrds referidas. Os valores de by nelas usadas sdo os dados pelos quadros anteriores.
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Grafico 25-.1 - Lei normal centrada e reduzida. Novieo de Epanechaikov,
u =10, EQI =0.,0099, (-5:5)%(0;0.399).

P el

Grafics 2.5.2 - Lel normal centrada e reduzida, Noclse normal,
o =100, EQI = $.0049 , (-5;3)%(0:0.399).




Grafico 253 - Lei aormal centrada e reduzide. Nacleo de Epanechaikov,
n =100 ,EQI = 0.0043 , {-5;5%(0:0.399),

Gréafice 2.5.4 - Lei normal centrada e reduzida. Nucleo de Picard,
n =100, EQI = 0.0064 , (-3:5)=(0:0.299),




Grafico 2.5.5 - Lei normal centrada e reduzida. Nocleo de Epanechaikov,
n =500 EQL = 0.00065, (-5,5)%(0;0.402).

e

Grafice 2.3.6 - Lei de Cauchy. Nucleo de Epanechnikov.
a=100,E01 = 00103, (-13:13)%(0,0 463).

]
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Grafice 2.5.7 - Mistura de leis normais. Nﬁcieu de Epasechnikoy,
n =100, EQL = 0.0025, {-6,6)%(0;0.202),

Grafico 2.5.8 - Lei t{5) de Studeat. Ntcleo de Epanechaikov.
n =100 ,E01 =0.0106, (-5:51%(0:0.454),
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CAPITULOIII : O ESTIMADOR AUTOMATICO DO NUCLED
BREVE ANALISE



Vimos j4 ao longo deste trabalho, o quanto & importante a escolhade hy, F o problema
da escollia de hy, para nel fixo e no caso reaf, que vamos abordar neste Gitimo capitulo,
Fizar-nos-emos simplesmente no esiimador do nicleo; no entanto um estudo analoge pode
ser feito para o caso do estimador deo histograma,

Na parte final do capitulo anterior vimos que, utilizando & minimizaco do erro
quadritico médio integrado assintdfico como critério de escalha para hy, esta sucessie

depende da densidade a estimar. Do ponto de vista pratico, os resuitados obtidos tém assim nm
interesse pouco relevante,

Para nel, fizo, f5( - | h) (denotaremos também fa(x) por fn(x | h) para melhor
expressar a dependéncia de {p{x) do pardmetro h) ¢ extremamente sensivel 2 escolha de h

(ver paragrafo 25.), nio existindo contudo nenhum método, que seja de acordo geral, para a
determinagdo deste pardmetra,

Sendo a amostra 0 nosso Onice dade, € natural querer usar as observagbes feitas para

ajudar na escolha de h, ou melhor, que ele seja perfeitamente determinado por estas
ohservaces.

Assim considerarermos hy ndc como uma constante real positiva, mas sim como ums
aplicacdo mensuravel da amostra

hp : RD 3 R
(X4, X2.,... Xn)—2 hpl X1, %o ... X (1),

Obtemos assim, ndo o estimador do ndcleo no seatido que [he atribuimes ne capitulo 2, mas
sim o chamado estimador automéiico do nGeleo, que & definido, para xeR, por

| { n - X
. D = :
R W 75 Wb AP TG 75 A

onde K é um nucleo em R e X9, para nelN, uma n-amostra de lei Pr.

Facilmente se conciui que para cada xBeRD, Fp (- x0) é uma densidade de probabili-

(13 Especialmente no caso da estimac#io pontual da densidade coasidera-se também
halz.X1.X2 ... Xq). 0 que aqui néo vamos fazer.
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dade subre (]R.‘USEB desde que ke,

A finalidade deste capitulo ndoe & estudar o estimador avtomatico do nocies no sentide
em gue o fizemos para ¢ estimader do niclee {para tal ver por exemplo Wagner (1975) e

Deheuvels (1980) para a convergéncia uniforme e Devroye (1984} e Devroye (1984a, p.148-
190) para a convergéncia pontual ¢ Lj) mas sim fazer um estudo de simulacio sohre 2

eficiéncia deste estimador, usando como medida dessa eficiéneia o erro quadrdtice médio
integrado, para qualre possiveis escolhas da aplicacéo hy e usando os nGcleos normal e de
Epanechaikov.

Nio deixaremos contudo de fazer referéncia aos resultados tedricos mais importanies
socbre a consisténcia de cada uin desses estimadores.

A primeira das escolhas que vamos considerar é inspirada no resultado que obtivemos
no coreldrio 23.1. As outras escolhas tém por base a ideia comum de medir, através duma
funcio do parametrn a estimar, h, a capacidade do estimador para interpretar ou se ajustar

as ohservacdes realizadas, A escolha terd como objective a2 maximizago dessa medida de
interpretacin,

3.1. Escolha "paraméirica” de by

0 primeiro métode, para a escolha de hyp, que vamos abordar, & como j4 referimos,
bassado no resultsde obtido no corolario 2.5.1 e foi proposic em 1977 por Deheuvels. No

resultade referido concluimos que pars [ pertencenie a uma determinada classe de
densidades de probabilidade se tem que o valor que minimiza, para cada neM, o erro

quadratica médio integrado assintitico @ hp=cg ( I 2 d)” a7 (311
R

K2(x) dx

onde ¢g=(— ————— )”5 ¢ sendo K um nucleo nas condigfes al expressas.

R
(E[ 22X (5) dx)2

Para todas as densidades g do tipo de T, ou seia, tais que g(x) = bi(bz+a) onde a=R ¢

beR*, tem-se que ( j g"2x) d=) "V - b1 _f £2(x) dx)" 2. Assim conhecendo-se hq para
R

'uma densidade reduzida obtem-se Facilmente hg para uma quaiquer densidade do mesmo
tipo. Sendo entiio g reduzida do mesmo tips de f iemos por (3.1.1) que
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Bp-ck bté g-2ix) dx) a3 (3.12),

n —
ande b2 pode ser estimada a partir de Si =E1:f 3 (X;- X2 desde que [ possua momentos
i=1
de 22 ordem finitos.
Em (3.1.2) continvamos & desconhecer E«{ g"4(x) dx, Vamos assim previligiar a lei

normal ao tomarmos para g & densidade normal centrada e reduzida. A escolha de outras

densidades para g pode nfo afectar muito o valor de ( I g"2(x) dx)_us, devido a0 expoents
R

gue surge nesta expressée. No entanto e como exemplo, para a lei L(5) de Student 2 quan-
tidade anterior é aproximadamente igual a 0.3 enquanto que para a lei normal standagt 0 seu
valoré = 1.36.

Escrevamos entilo a forma que hy vaitomar: hg (X X2, Xn) =136 ¢4 Sp el
Realcemos finalmente, acerca do estimador obtido pela escolha anterior de hy, alguns
resultados sobre a sua consisténcia . Designemos por W ¢ cenjuanto dos nicleos K da classe W1

que verificam j‘ 22K {x) dz0.
E

@n 317 : (Devroye, 1984, p.148) Se/iz KeFNW Ly (R). Pura todb o 1€F gus pos-
sua momentos de 28 prdem finitos, tem-se que

I | £4(x3 - £{x) [ dx —3 0, =300, q.c..
R

Jeoremg 3.4.8 : (Deheuvels, 1980, 313 Soiz KeFNY Nl R), iiserdrel 4 Memann.
Para todo o 188 gue possua momentos de 2€ ordem finitws, tem-se gue

supzﬁ]RI £,(3)-f(x) [ —2 0, 0—300, q.c..

greme 213 : (Devroye, 1984, p 1232} Sz KeFnNWnlyR) de suporie limitado ¢
Lntegravel 4 Riemann. Para todo 0 (8T gue possva momenios de 22 ordesm finitns, tem-ss
gue

(K} ~—=~>f(x), n—200, g.c., para quase todo o xR,
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3.2. Método do tipo "maximo de verosimilhanca” para a escolha de by

A ideia para a construgfio da funciio do pardameiro h que vamos passar a expdr, foi
proposta separadamente por Habbema, Hermans, e Vandenbroek em 1974 e por Duin em 1973
(ver Devroye, 1984a, p.152 e Chow, 1983, p.26). A aparéncia fortemente intuitiva ¢ 2 sua
relativa simplicidade talvez szjam as raztes para ser estudado por diversos autores,

Sendo (X1.X3...Xs) uma n-amostra de lei Pf e se, para um valor h>0, £,(Xj| h)

{(ie{i,2....n}) é grande, ¢ porque o parametro h & mais apropriado do que o pardmetro que
torna f,(Xjl h) pequeno. Assim para cada ohservacéo da n-amosira obtemos a expressdo de

n
verosimithanca L (h)= H fﬂ(Xﬁ b) e h>0 sera escolhido de mode a mazimizar 1",
i=!
Como para os niicleos usados habituaimente L"(h)—»00, quando h—30 , foi introduzida

uma modificacfo no criiéric anterior utilizando um processo conhecido como "validagéo
cruzada”, Consideremos ¢ estimador construido através da (n-1-amostra {X1.Xs,.. XaNX3

{para cada i®{1.2,...a)) que vamos designar por £y ¢ Para nelN, i={12,  n}exsR

] i X
i) =My = D) =Ty 20 KEEH.
just
Tomemos assim como criiério de escolhade h !

n
" Um dos h>0 que maximizaL(a) = [} S ¢}
i=1 '
Kem sempre podemos garanlir & existéncia do suph}UL(h) para gqualquer nfcleo

positivo. No eatanto no case dos nucieos normal ¢ de Epanechaikov, que siic os que nes vio

interessar mais, concluimos gue suphml(h)&ﬂ*. para guase todo o xReR%conclusio esia

gue pode ser generalizada para todo o nicleo pesitive. e limitado de suporte limitado).
Em 1983, Chow, Geman e Wu obiém um resultado que estabelece condictes para 8 con-
vergéncia Ly do estimador atrds descrito. 0 eaunciado gue apresentamos a seguir ¢ um

melhoramento desse resultado (ver Devroye, 1984a, £.153).

Teprems 3.2.1 : Fscolhamps h taf gue L(b) 2a supy, yol{h) pare algum aw 6.\ Seja
KelF, lmitads, de suports limitado, integrdvel  Rismana o satisfizends X 2cl, [ £ar8 ¢

& v posilives ¢ fixos. Para todo o YeF de suporte limitads, temos que .
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) J | £,00) - f(x) | dx —3 0, n~60, q.c..

ii) £, (x) = f(x), =203, q.c., para quase todo o x&R.

Apesar desie resultado de consisténcia, cenhecemos alguns resultados acerca desie
estimador que nos indicam que o seu comportamento a nivel pratico pode ndo ser o melhos,

Assim Shuster e Gregory provaram em 1981 {ver Devroye, [984a, p.154), que o uso de
ncleo limitados de suporte limitado na estimacio de densidades em que X(n) - X(g-1}—
300,n—300, p. (onde X{x), para ke, ropresenta a k-ésima estatistica de ordem) & inscon-
sistenie para a convergéncia L. Como exemplo de densidades em que X(n) - X(a-1y—
$80 a=309, p. temos as densidades de Student, as de Pareto e todas as densidades esiaveis
excepto a4 normal,

Por ouire lado, Hall em 1982, concluiu que se a densidade 4 estimar & concava no
intervalo limitado [a.bl . que contém o seu suports e ai possui derivadas de segunda ordem,
entdo sob cerias condicdes de regularidade em K o método anierior fornece-nos constantes
hp de ordem deln‘” 3, 0 que &, como vimos no pardgrafo 2.3, suboptimal para vms large

classe de densidades de probabilidade (no sentido do EQMI},

Uma vbservaggu ainda acerce da utilizaclo pratica deste método. No taso dz amosira
extraida possuir valores repetides {caso, por exemple, da amosira dividida por classes) a
aplicagdo deste método ndo £ aconselhada pois ter-se-4, no caso da utilizagfo de ntcleos
positivos satisfazendo X{0)#0, que lim L(h) = +£0, h—30.

3.3. Miinimizacio do EQI como critério para a escolha de hyp

O método que vamos expdr foi estudado ¢ proposio por Stone em 1984 e a idein da
sua construcfio é & seguints . Pretendemos determinar h>0 gque, para n fixo, minimire a

funciio de perda EQI{n,h} =£ (f,(zlh) - f(x) )2 dx . Tal nao & possivel pois desconhecemos
!}i I (xih3f(x) dx. A ideia sers substituir na expressio do EQI(n,h) a quantidade anterior por

outra que possamos manejar ¢ de tal modo que o processo de determinacéio de h assim obtido
' se aprorime da ideia inicial que seria determingr h>0 de modo a minimizar o E0l{n.h}
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Observe-se que, sem especificar condigtesem K ov em [,

a _V. o n . .
f fn(x}h)f{x)dvg%z E{K{Xf‘nsn(n‘_”h S g(l‘:iﬁ&}
R i=1 i=1 i

utilizanda o processo de validag®o cruzada j4 atrds referide. Ndo vamos considerar a aproxi-

n n
magdo assim obtida mas sim Lz 3 2 Ep(Xj-Xp) onde Kf%ﬁ(;).
i=1 i%j

n
Como _f f,_.,ztxiil)f.‘h:= é 2 (B *Kp )(Xj-X}) vamos designar por
R i,j=1

[ & .m0
Mph="5 & EarkpX-Xp - 52 3 Ka-Xp
SR = Y

e consideremos o seguinte procedimento pars a escolhade b

" Escolher b0 de modo & minimizar Mp .

Para a boa formulacéio de tude ¢ que foi exposto e do teorema de consisténcia que a
seguir enunciaremos, Stone impde as seguintes condigiesa ¥ :

i) EI K(x) dx =

i) K é simétrica relativamente & origem

iii) K pussui suporte limitado

)3 o,pX0VryeR |K(x)-K(p) | §xlx-yiP
v) (K=K)0)<2K(0)

0 ndcleo de Epanechnikov satisfaz as condicties anteriores.

Nas condicdes anteriores existe ho>0 tal que ho minimize My h & além disso tambsm
existe h>0 que minimiza o EQI{n,h} (estas duas Gitimas observagdes sao também validas para
o niciee Normal),

3.3 7 < Seiz K setisfazends a5 condipdes de 1) a v) aleds citadas, Para by ssco-
fiidp vomo acima fof referdde entds

EQl{a,hy)
minh >gEOI(n,h)

limg ( 1=1 q.c.
pars odo o YeF Hmitads.
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De forma andioga ap que fizemos notar no fim do pardgrafo anterior, também nesis
método podem surgir problemas quanto 4 sua uiilizacdo no case da amoestra extraida conter

valores repetidos, pois poder-se-d ter, no caso da utilizagdo de ndcleos satisfazendo as
condicBes i)-v), que lim Mp h =-00, h—30 .

3.4 Escolha de &y 'segundo Kappenmann”

0 guarto e Gltimo método gue apresentamos ¢ devido a Kappenmana (1987) e an
cantrdrio dos métodos referidos nos pardgrafos anteriores ndo temos conhecimento, de
gualquer resultado sobre a sua consisténcia,

0 método consiste na obtencéo de dois estimadores para E(f(X)) = I f2(x) dx cada um
R
deles dependente do pardmetro h. Tendo-se duas aproximacdes da mesma guantidade, serd
natural gue uma escotha razodvel de b, seja tomar h>0 de modo a tornar iguais estas duas
fungtes da h.

Sendo £ {zlh) estimador de f(x) entdio o primeiro estimador de E(f(X)) que vamos

£
considerar & I £, 2(xih3(x) dx. Por outro lade, como E(f(X))a é = £y . onde (43.Xa..
R j=1

win) # uma n-amostra de lei Py, & sendo £ i(Xi) um estimador de f(X;) baseado nas obssr-

vagtes {X1.X2.....Xa \{¥j}, vamos tomar como segundo estimador de E(f(X)) a fungfo de b
n

1 :

I‘E £ ;532

Consideremos entdo o seguinte procedimento para a escolhadeh :

n
® Escolher pars h, uma das raizes positivas da equagio _g‘ fnzfxlh](x) dx = j:; z £y j-{?{jﬁ "

No caso dos niicleos pormal e de Epanechaikov imedistaments se prova que & equacio
saterior tem pele msnos uma raiz positiva.

3.5. Bstudo de simulacao. Resuliados.

No estudo de simulagle gue fizemos ¢ do qual apressntamos seguidamenie oz
resuliados, utilizimos as segulates densidades de probabilidade para efectuar a2 comparacio
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enire os métodos que airas apresentdmos : normal centrada o reduzida, Cauchy, exponencial
bilateral, t de Student com 5 giraus de liberdade, mistura de normais ( %N(-l 540+ i— N{15,1)),

triangular { fix) = (% - ixliﬂ[_l 1](3) ), gama de pardmetro 2 ¢ exponencial de pardmetros 1 e 5,

Algumas destas densidades sao habitualmente usadas em estudos do génerc como
podemos encontrar em Davis (1981), Scott (1981}, Bowmman (1984), ¢ Kappenmann (1987).
Tentamos com esta escolha considerar densidades quer simétricas quer nio, continuas ou
ndo, do suports limitado ¢ ndo Hmitado ¢ tambem densidades com “diferentes pesos nas
caudas” (esta Glitima consideracdn aparece pois diversos autores sio de opinide que a
consisténcia de determinados estimadores automdaticos da densidade tem a ver com o grande
ou pequanoc pesa nas candas da densidade 2 estimar, como j4 vimos por exemply no paragrafo
3.2.Ver também Chow 1983 ,p27).

Refiro também que na aplicagfio pritica que {izemos dos méiodos exposios nos
paragrafos 3.2 e 3.3. determindmos aprozimadamentie us pantos extremantes das funcies
L{h) e My j por pesquisa num conjunto finito da forma { 1{}0 | sl } onde NG & escothido

consoaate 2 densidade de probabilidade, No caso das densidades exponenciais de parimetros
125 utilizdmos passo de pesquisa iguala i%]_ .

* Efjrigédncin

Sendo 03 resultados saunciados nos pardgrafos anteriores de cardcter assiniotice,
achdmos que teria interesse analisar o comportamento dos estimadores ai apresentades, no
caso de termos amostras de iamanho pegueno. Assim considerémos amostras de tamanho 10 &
50 tomando nas estimativas do EQMI 50 e 40 amostras, respectivamente.

0s resultados obtidos sobre a eficiéncia dos estimadorss obtides pelos métodos de
escelba de b que referimos e que como jd dissemos foram comparados tendo em conta o EOMI,
sdn apresentados nos quadres 3.5.1. e 35.2. Denotaremos por E.LN. e EiF. os estimadores
automdtices do adcleo abordados respectivamente nos pardgrafo 3.4. (i=1.2,34) quaado
ysamos o nicleo normal ou o nicleo de Epanechnikov. Nos guadros referidos & por baizo do
valor estimade para o EQMI surgs entre paréntises o valor medio obtido para hy,

Acerca da utilizacdoe dos nucleos normal ¢ de Epanechrikov é de realcar o seguinte

- Ne primeiro dos métodos abordado, devido 4 sua definicso, ndo era de esperar grande

diferenca entre os dois estimadores, 0 que realmente se confirma para as densidades consi-
deradas.

- Para o segundo tipo de estimadores considerado, os resultados dados pelo nucies
normal sio melbores do que os do estimador EZE., excepcio feita para n=50 ¢ no caso da
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densidade iriangular, que é afinal a Onica das densidades consideradas em gue podemes
garantir a consisténcia Ly e pontual de E2E..

Notar também a confirmacdoe dos fracos resultados do estimador E2.E. em densidades
como a de Cauchy,a de Student e as exponenciais e zinda as alterpativas dadas por E4N. e
EA4E. apesar de nada sabermos acerca da consisténcia destes Gliimos estimadores.

n=10 EiN EL1E | E2N. | E2E E3N. | E3E E4.N. E4.E.

Normal 0.0339 { 0.0328  0.0431 | 0.0454 | 0.0606 | 0.0631 | 0.0423 | 0.0407
{0.671) | (0.664) | (0.705) | (0.668) | (0.884) | (0.773) | {0.696} | (0.708)

Cauchy 0.0676 | 0.0731 | 0.0536 | 0.0632 | 0.0534 | 0.038 | 0.0366 | 0.036%
(5.968) | (5.85) |{3.0118) | (3.310) | (1.174) | (1.047); (1.222) | (1.311)

Ezponencial | 0.0454 | 0.0488 | 0.0504 { 0.0542 | 0.0742 | 0.0707 | 0.0471 | 0.0481
Bilateral (1.042) | (1.030) | {1.203) 1 (1.16) | {0.893) | {0.798) | (0.796) | {0.827}

t(5) de Student] 0.0337 | 0.0335 | 0.0531 | 0.0567 0.05 | 0.054 0.0408 ; 0.9398
(0.776) | 10.769) | (0.893) | (0.852) { (L.011) | (0.906) | (0.8) | (0.503)

Mistura de 0.0249 i 0.0266 { 0.0303 ; 0.0317 | 0.8353 | 0.0379 | 0.0309 | 0.031
Normais {L.184) 1 {1.172) [ {0.979) ) (0.905) | {1.574)] {1.287) ] {1.258) | (1.35)

Triangular 0.0718 | 0.0699 | 0.0925 ) 0.1031 | 0.1443 | 0.1326 | 6.8855 | 0.078
(0.274) | {0.271) | {0.287) | (0.267) | {0.371) { (0.32%) | (0.301) { {0.31)

Gama (2} 0.0471 | 0.0191 | 0.0571( 0.0607 | 0.0614 | 0.0668 | 0.0464 | 0.0476
(0.966) |{0.957) |(0.943) | (0.832) | (0.698) | {0.801) | (0.504) | {0.826)

Cxponencial(1Y 0.157¢F §0.1702 | 0.1566 ] 0.i76 | 0.i788 | 0.1876 1 0.147f | 0.1562
(0.685) |{0.678) | (0.677) | (0.734)1 (0.457) | {0.397) | (0.429) | {0.439)

Ezponsncial(5) 0.3173 | 0.8841 { 0.8357 | 0919 | 0.845 | 0.8293 | 0.757¢ | 0.7582
{0.136) | (0.135) ! (0.149) ] (0.149}| (0.094) [ (0.082) | (0.087) | {€.093)

GQuadrg 3.5.1.

- Referindo-a0s 20s estimadores E.3.N. 2 E.3 E. {este 0itimo que sabemos consistente no
sentido do teorema 3.3.1 para todas as densidades aqui consideradas) ¢ de notsr os signifi-
cativos melhores resultados obtidos por E.3.N. que séo0 bem notérios para n=50, apesar de nada
ainda estar feito sobre a sua consisténcia.

- Sobre os estimadores E4N. e E4E., 03 resultados dos quadros mostram um grande
equilibrio nos resultados obtides por um e cutro, havendo contudo para o=5¢, uma ligeira
vantagem para a utilizacdo do ndGeleo de Epanechnikov.

De um moda geral, existe para n=10 uma supremacia dos estimadores E i.i. (i=1,4; j=NE)
relativamente aos outros quatro estimadores, excepedo feita a0 caso da lei de Cauchy em que
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qugiquer dos estimadores apresentados tem vantagem sobre E.1.1.{j=E,N).

Fara n=30 e para & maioria das densidades consideradas E4E. obtem 03 melhores
resultados. Ressalvo contudo os casos das densidades normal e triangular onde E1.j.(j=EN)
sfio significativamente melhores do que E4E.

n=30 E.LN. E1E { E2N | E2E | B3N | E3E | E4N | B4E

Normal 0.0115 | 0.011 | 0.0146 | 8.0161 : 0.2137 | 0.0419 | 0.0149 | 0.0141
{0.472) | 10.468] | (0.485) | (0.482) | (0.526) | (0.481)] {0.384) | (0.384)

Cauchy 0.0808 | 0.086% | 0.0731 | 0.0781 { 0.0136 | 0.0141 } 0.0335 | 0.0128
{2.219) § (2.197) § (5.102) 1 {5.241) | (2.708) | {0.657): (0.594) | (5.6}

Exponencial 0.02 | 0.0217 | 0.0282 | 0.0366 | 0.0199 [ 0.019 | 6.0186 | 0.0179
Bilateral (0.701) | (0.694) | (0.904) | {1.804) | (0.528) | (0.487) | (0.424) | (6.429)

t(5) de Student] 0.0092 | 0.0093 | 0.0612 [ 0.014 | 0.0124 | 0.0369 | 0.0096 | 0.0038
(8.618) 1 {0.61) | (0.659}](0.680) i (0.39) | €0.5344) | (0.447) | (0.453)

Mistura de 0.0085 | 0.0093 | 5.0106 j @.0111 | 00117 | 0.0477 | 0.0094 | 0.0088
Normais (0.885) | (0.876) |(D.597) | (0.561) | (0.739) | (0.66) | (0.649) | (0.638)

Trianguiar 0.02i8 | 00212 ] 0.033% | 0.0306 | 0.0318 | 0.0969 | 0.02561 | 0.0249
{0.2) | {0.198) |(0.156) | (0.151)} {0.233) | (8.22) | (0.174) | (0.177)

Gama (2) 0.0175 | §.0196 | 0.017 | 0.0224 | 0.0t49 | 8.052 | 0.0136 | 0.013%
(0.695) | (0.688) [{0.611) | {0.684) 1{0.438) | {0.414) | {0.403) | (D.40%)

Exponenciat(1)] 0.1138 | 0.1253 | 0.1107 | 0.1462 [ 0.0778% | £.1508 | 0.0755 | 0.0777
(0.489) | (B.484) | (0.475) | {0.654) 1{0.197) |(0.177) | {0.196) | {0.201}

Exponencial(5) 05964 | 0.6549 | 0.5785 | 0.7983 | 0.3906 | 0.8574 | 0.3924 | 0.4033
(6.098) | (0.097) | {0.096)} {0.149)! (0.042) | (0.038} | {0.039} | (.04

Guadro 3.5.2.

Outros estudes de simuiacfio podem ser encontrados em Scott (1931) (onde E2N, &
comparade com dois ouiros estimadores automdticos), em Bowman (1984) (pade F2N. &
comparado com um méfodo cuje ideia de determinacdo de h & semelhanic ao méiode
apresentado por Stone) ou em Kapenmana (1987) (onde E4N. é comparado com os dois
estimadares analisados por Bowman em 1984).

= Sensibilidade

Continvando na andlise das propriedades a aivel pratico dos métodos apresentados
efectudmos vma andlise breve sobre a sensibilidade dos métodos M.1.N.. M2 N, M3 N.c M4E.

(métodos que ddo origem aos estimaderes EIN., E2ZN, E3N. e E4E. respectivamente) que
eXpOSEemes, 00 Seja, queremdss saber se existe grande variacio no parimetro h com a varia-
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td0 na amostra extraida, de um dos seus elementos.
Assim obtivemos uma amostra de tamanho 24 de uma lei normal centrada & reduzida e
acrescentdmos a essa amostra um vigésimo quinte elemento x=R. A tabela seguinte

apresenta-nos os valores obtidos para o pardmetro h por cada um dos méiodos e para alguns
valores de x.

X M.IN. M2 N M.3N. M4E.
~10 1.182 2.205 0.340 0.429
-8 0.976 1.845 8.340 0.429
-6 0.779 1.480 0.340 3,429
-4 0600 1065 0.340 0.429
-2 0461 0550 0.3683 0.457
0 0.406 ¢.525 0.343 (492
2 0.454 0.333 0.345 0.493
4 8.605 0.775 0.340 0.430
6 0.784 1345 0.340 (.42¢9
8 0.981 1.735 0.340 0.429
10 1.187 2110 0.340 0.429
Quadro 3.5.3.

E notoria a insensibilidade dos dois 9ltimos métodos sendo portanto mais um facior em

abono dos dois 6ltimos tipes de estimadores que exposemos (anslises semelhaniss podem ser
encontradas em Scott {1981) e Kapenmann (1987)).

Esta abordagem sucinta sobre ¢ estimador autom4tice do nicleo deixa-nos, no entanto,
vérias hipdteses para uma possivel investigacdo.

Recordando a definic#o do primeiro sstimador automatico que considerdmos, podemos
concluir, que se o processo de calculo de hy for dado por by (X1.Xs,.. Xn) = M cf S nbuﬁ,

(para MelR, fizo, mas significativamente maior do que o valor ai utifizado) o estimader
| resultante continua a verificar as propriedades assintoticas que enuncidmos nos teoremas
'3.1.1, 3.1.2, 3.1.3. Nfo serd no entanto dificil verificar que o estimador resuftante de tal

escolha tem pessimas propriedades de eficidncia. Isto levania-nos o problema de gue para o
' estudo destes estimadores, ndo nos inferessario apenas processos de estudo gue caracterizam

~as suas progriedades assintdticas, mas tamhém critérios que nos permitam inferir as suas
- propriedades de eficiéncia.
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Para o segundo méiodo que abordimaos, é conhecido o tevrema de consisiéncia 32.1.
No entanto ele & bastante limitativo, quer nos ngcleos a usar, quer principalmente, nas
densidades para as quais podemos garantir a2 sua consisténcia. Para esses mesmos nicleos
temos a inconsisténcia L para densidades com "grande peso nas caudas’. 0s resultados de
simylacin ebtidos sdo favordveis ao use do nicleo normal aguande da estimacfio de
densidades de suporte n#o limitado, o que nos leva a crer na possibilidade de que se venham
a estabelecer resultados sobre 2 sua consisténcia.

Um caso semelbanis ac anierior é-nos dado pelos estimadores considerados ao
pardgrafe 3.3, At & notério o5 melhores resultados obtidos com o nGcleo normal, apesar de
nio conhecermos resuitados sobre 4 sua consisténcia,

0 quarto método que analisimos, & o Unico acerca de qual n#o s% conhecidas
guaisquer propriedades de consistdncia, apesar de gue, com tdo bons resultados de efici-
éacia, & natural que estas se venham a estabelecer.

Muitos foram os probiemas, para o5 quais ndo existem ainda resposias saiisfatdrias,
que ado chegdmos g sbordar e cuja importincia é determinante na estimac3o da densidade
de probabilidade, a nivel de aplicaybes préticas. Referimo-nos por exemplo ao estabeleci-
menio de regibes de confianca para e 4 coastrucHio de testes. S30 fundamentalmente

estes dois iastrumentos gue nos indicam em que medida ¢ gue podemos "confiar’ na
estimativa construida para f.

o3
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