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Introduction

Considérons une variable aléatoire réelle X admettant une densité f, qu’on suppose inconnue,
par rapport a la mesure de Lebesgue. La loi de X étant caracterisée par f, un probléeme
important est ’estimation de f & partir de ’observation de n copies X;,i =1...,n de X.

Supposons maintenant que nous voulons expliquer les valeurs prises par une nouvelle variable
réelle Y & partir des valeurs prises par X. Ce probléme est souvent modélisé par Y = r(X)+ U,
ou E[U|X] = 0 et r est une application mesurable réelle. La fonction de régression r(-) =
E[Y|X =], apportant de l'information sur la relation de dépendance inconnue de Y et X, un
autre probléme important est ’estimation de r & partir de l'observation de n copies (X;,Y;),
i=1...,n dela variable (X,Y).

Pour chacun des problemes précédents, nous pouvons concevoir deux approches possibles:
une approche paramétrique, ot la fonction & estimer (densité dans le premier cas et fonction
de régression dans le deuxiéme) appartient & une famille paramétrique de courbes fixée au
départ, et une approche non paramétrique, o1 nous ne restreignons pas la forme fonctionnelle
des applications que nous voulons estimer.

Dans la démarche paramétrique, la forme fonctionnelle des courbes f et r est connue et
seulement les parametres sont inconnus; le probleme d’estimation de f et r se réduit alors a un
probleme d’estimation des parametres. Nous pouvons, par exemple imposer que la loi commune

2

des X1,..., X, est normale, de moyenne m et de variance o“ inconnues, c’est-a-dire,

_ 2
f(@) = f(z;m,0?) = \/STTeXp (%) .z € R,

ou que les valeurs prises par Y sont une fonction affinne des valeurs prises par X, c’est-a-dire,

qu’il existe des réels a et b tels que

r(z) =r(z;a,b) =ar+ b,z € R.
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Les estimateurs des fonctions densité et régression sont, dans ces cas, donnés, pour = € IR, par

-~

£ (x5 Mg, 8,21) et 7(x; n, by,

oll My, 02, ap et Bn sont, respectivement, des estimateurs des parametres m, o2, a et b.

Dans la démarche non paramétrique nous n’admettons pas ’existence d’un parametre ap-
partenant a un espace vectoriel de dimension finie a partir duquel nous puissions estimer f et
r. Ces fonctions sont alors estimées “directement”. Les “parametres” de chacun des problemes
d’estimation précédents sont ainsi les fonctions f et r elles mémes, de sorte que nous disons
dans ce cas que la densité et la fonction de régression sont des parametres fonctionnels.

Une méthode d’estimation de la densité a été proposée et étudiée dans les importants travaux
de Rosenblatt [83] et Parzen [75] qui datent, respectivement, de 1956 et 1962, et elle a été ensuite
appliquée a lestimation de la fonction de régression, indépendamment par Watson [109] et
Nadaraya [70] en 1964. Nous parlons de la méthode du noyau de convolution.

Deés ces travaux pionniers, une vaste bibliographie sur l’estimation fonctionnelle, com-
munement appelée estimation non paramétrique, est apparue. Malgré I'introduction d’autres
méthodes d’estimation non paramétrique de la densité et de la régression, (comme Pestimation
par P'histogramme et régressogramme, la méthode des points les plus proches ou la méthode
des fonctions orthogonalles), la plus grande partie de cette littérature porte sur les estimateurs
a noyau.

Les propriétés asymptotiques de tels estimateurs, au niveau ponctuel ou au niveau global,
suivant divers criteres et modes de convergence stochastique, ont été obtenues dans une premiere
étape pour des observations réelles, indépendantes et identiquement distribuées, puis générali-
sées au cadre de processus stochastiques multivariés fortement stationnaires satisfaisant des
conditions de dépendance. Telles propriétés sont obtenues sous des conditions assez générales
ce qui justifie 'utilisation de plus en plus fréquente de tels estimateurs en divers domaines de
la statistique.

Les estimateurs non paramétriques de la densité et de la régression obtenus par la méthode
du noyau, ainsi que des estimateurs d’autres parametres fonctionnels conditionnels, dont les
propriétés locales nous étudions dans le premier chapitre de ce travail, nous permettent une
connaissance détaillée des lois de dimension finie du processus observé ou de certaines de ses

caractéristiques. Par exemple, dans le cas particulier de ’estimation non paramétrique de la
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densité on peut ainsi détecter la nature non gaussienne éventuelle du processus observé, ou dans

le cas de 'estimation non paramétrique de la régression certaines caractéristiques non linéaires.

Reprenons l'exemple introductif, et admettons que nous voulons juger I'adéquation du
modele de régression considéré Y = aX +b+U, avec E[U|X] = 0, & la situation qu’il se propose
décrire. L’importance de cette étape de diagnostic est évidente. Dans le cas ou 'adéquation
est confirmée, nous concluons que 'estimateur de la fonction de régression r(m;ﬁn,gn), qui
prophite des bonnes propriétés des estimateurs paramétriques a,, et En, doit étre préféré par
rapport aux estimateurs non paramétriques, car il a, pour chaque x, une vitesse de convergence
vers E[Y|X = z] supérieure a celle de tels estimateurs. En effet, d’un point de vue théorique,
la vitesse de convergence d’un estimateur fonctionnel est inférieure a la vitesse “paramétrique”
/n. Ceci signifie que, les estimateurs non paramétriques demandent, pour atteindre la méme
précision que les estimateurs paramétriques, un nombre d’observations plus élevé. Dans le cas

ou l'adéquation du modele paramétrique n’est pas confirmée, nous évitons les problemes qui

résultent de 'utilisation d’estimateurs paramétriques en modeles mal spécifiés.

Bien qu’'un diagnostique sur la convenable spécification du modele de régression considéré
ci-dessus puisse étre élaboré d’apres la comparaison ponctuelle entre ’estimateur a noyau de la
régression et l'estimateur “paramétrique” r(z; Zin,gn), nous verrons qu’il est préférable d’utiliser
une procédure de diagnostique dévéloppée dans le deuxieme chapitre. Une telle procédure est
fondée sur une classe d’estimateurs fonctionnels appelés M-estimateurs a noyau, ou “M” est

relatif au fait que ces estimateurs sont obtenus par minimisation ou maximisation d’une fonction

objectif.

L’obtention de régions ponctuelles asymptotiques de confiance pour la densité marginale du
processus observé, a partir de la normalité asymptotique ponctuelle de 'estimateur a noyau,
nous permet de formuler un diagnostic sur I’hypothese simple Hy : f = fo, d’égalité de la densité
des variables observées a une densité de probabilité fy fixée au départ ou, plus généralement,
sur une hypothése composite de la forme Hy : f € {fo(+0) : § € © c IRF}, imposant & f
d’appartenir & un ensemble de densités paramétré par 6 et fixé au départ. Reprenant I’exemple
initial, nous pouvons nous demander si la forme fonctionnelle prise pour f, que nous avons a
priori supposée normale de moyenne et variance inconnues, est ou non adéquate. Cependant, le

caractere local des résultats ne nous permet pas de formuler un test de niveau asymptotique a
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et asymptotiquement convergent pour une telle hypothese. Afin de contourner cette difficulté
nous présentons dans le dernier chapitre de cette these, des tests d’ajustement fondés sur des
mésures quadratiques de 1’écart entre la densité de la vraie loi sous I’hypothese nulle et un

estimateur par noyau de cette fonction.

Les tests d’ajustement de Kolmogorov-Smirnov ou de Cramér-von Mises fondés sur la distri-
bution limite de la fonction de répartition empirique sont usuellement préférés aux tests fondés
sur la distribution limite des estimateurs non paramétriques de la densité. Cependant, nous
pouvons citer quelques avantages de 'utilisation de tests d’ajustement de ce dernier type. En
effet, dans un cadre de dépendance faible dans les variables observées ou dans un cadre multi-
varié, il n’existe pas de tests analogues fondés sur la fonction de répartition empirique. De plus,
nous pouvons étendre notre approche au test de I’hypothese composite H|, spécifiée ci-dessus
en remplacant, dans les statistiques de test que nous allons considérer et qui nous conduisent
a des tests uniformément sans biais, le parametre inconnu # par un estimateur paramétrique
convergeant én, puisque les théoremes limites obtenus sous 'hypothese simple, restent valables
dans ce cas (cf. Bickel et Rosenblatt [4]). Ceci n’est plus vrai pour les théorémes limites associés

aux statistiques de Kolmogorov-Smirnov ou de Cramér-von Mises.

La breve description que nous avons donnée de notre travail montre que nous nous intéressons
a des problemes d’estimation, de test et de validation de modeles structurels. Afin de préciser
notre démarche d’analyse de ces divers problemes, nous allons maintenant décrire en détail les

sujets de cette these, chapitre par chapitre.

Dans le premier chapitre nous considérons un processus stochastique (X;, ¢ € Z) a valeurs
dans IR?, fortement stationnaire et a-mélangeant (cf. Rosenblatt [84]), et pour i € Z, nous no-
tons V; e W; les vecteures aléatoires (Xiys, ..., Xir1) et (Xi—sy, Xios, ..., Xi_s,), oll les entiers
positifs ¢, s, so, . .., ¢, fixés au départ, satisfont 0 = 59 < 51 < --- < 54 et s > 0. On suppose
que Wy admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur ]Rd’, avec d =d(q+1).
Sig = (g1,...,9p) et ® sont des applications mesurables connues de (IR%)* dans IR? et de
IR? dans IR /, respectivement, nous nous intéressons aux estimateurs du parametre fonctionnel

o(x) = ®(m(g,x)f(z)), de la forme ¢, (z) = (7, (x)), avec m(g,x) = E[g(Vo)|Wo = 2] et

In(z) = <m zn:gl(mlﬁ (xh:(:j)/i) v---am zn:ngi)Kp (%) ) ;

i=1 i=1
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ot z € RY. Pour r = 1,...,p, (hr(n)) est une suite de réels strictement positifs, tendant
vers zéro lorsque n tend vers l'infini, et K, est un noyau sur ]Rd/7 c’est-a-dire, une application

intégrable de R? dans IR telle que f]Rd’ K. (z)dz = 1.

D’abord proposé par Rosenblatt [83] et étudié par Parzen [75], dans le cas de estima-
tion non paramétrique de la densité dans un cadre d’échantillonnage, I’estimateur par noyau a
ensuite été appliqué & lestimation de la fonction de régression par Watson [109] et Nadaraya
[71]. L’étude de lestimateur de la densité, sous des conditions de dépendance entre variables
observées, a été menée par Roussas [92] pour les processus de Markov satisfaisant la condition
(Do), puis généralisée par Rosenblatt [85] & la classe des processus de Markov p-mélangeants
(sur la condition (Dg) voir aussi Doob [27] et sur les processus de Markov mélangeants voir
aussi Rosenblatt [86]). L’estimation non paramétrique de la régression pour les processus de
Markov p-mélangeants est abordée par Yakowitz [111]. Les conditions de Markov et de p-
mélangeance ont été affaiblies dans le cas réel par Robinson [81]. Dans un article plus récent
Roussas [94] obtient, dans le cas multivarié, des résultats de convergence pour l'estimateur de la
densité marginale du processus. D’autres mesures de dépendance sur le processus (X;,i € Z)
peuvent étre trouvées dans les travaux de Castellana et Leadbetter [17] et dans le chapitre VII

de Rosenblatt [90].

Les propriétés asymptotiques de l'estimateur & noyau g,,(-) que nous obtenons dans 1.3, nous
permettent de dériver la convergence en probabilité (ou en moyenne quadratique) de l’estima-
teur ¢,(x), pour x € R (Théoreme 1.4.1), ainsi que la convergence des lois de dimension
finie du processus empirique (¢n(z),z € IRdl) (Théoreme 1.4.2). Ces résultats généralisent
au cas multivarié ceux de Robinson [81], sur 'estimation non paramétrique de la densité de
la loi de Wy (9 = 1, ®(u) = u,u € IR), et de l'espérance conditionnelle E[h(Vp)|Wy = z]
(g9 = (1,h), ®(u,v) = Z,u € R\ {0},v € IR), et nous permettent d’obtenir de fagon simple
des résultats de convergence pour d’autres parametres fonctionnels conditionnels: rapports de
moments conditionnels, variance conditionnelle, coefficient d’asymetrie conditionnel, kurtosis

conditionnelle,....

Suivant la ligne de Robinson [81], et en utilisant une technique de démonstration classique
(voir aussi Rosenblatt [85] et Bosq et Lecoutre [9]), ces résultats sont dérivés en imposant

des hypotheses locales sur (des versions) des parametres fonctionnels qu’on veut estimer, ainsi
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que sur d’autres parametres liés, au lieu de conditions globales comme celles qu’on trouve par
exemple dans les travaux déja cités de Yakowitz [111] et Roussas [94]. Pour cela, nous avons
été conduits a utiliser dans la construction de l'estimateur a noyau, des noyaux a support
borné. De plus, I'introduction d’hypothéses locales sur certains moments conditionnels croisés
ou intervient ’application g, nous permet d’obtenir les divers résultats avec des conditions sur
la vitesse de convergence vers zéro des coefficients de mélange plus faibles que celles considérées

dans Robinson [81], dans le cas olt |g| n’est pas bornée. Ces hypotheéses sont discutés en 1.2.

Diverses applications sont proposées en 1.5. Nous considérons le probleme classique de
lestimation de la densité de probabilité de Wy qui contient comme cas particulier ’estimation
de la densité marginale du processus (X;, ¢ € Z), puis celui de I’estimation de la moyenne condi-
tionnelle qui inclut I’estimation de la régression. Dans ce dernier cas, en utilisant la forme de la
précision asymptotique de ’estimateur, nous justifions la pratique courante consistant a retenir
dans l'estimateur de la régression un seul noyau et une seule suite. Nous terminons en énongant
des résultats sur trois autres parametres conditionnels: la variance conditionnelle, et les coef-
ficients d’asymétrie et de kurtosis conditionnels. Si ’estimation de la variance conditionnelle
peut permettre de détecter la présence éventuelle d’un effet hétéroscédastique dans la série des
observations, la construction de régions ponctuelles de confiance asymptotiques pour les deux
derniers parametres, permet de tester une conséquence de I’hypothese de normalité de la loi
conditionnelle, en comparant respectivement a 0 et a 3 les coefficients estimés d’asymétrie et de
kurtosis conditionnels. Une telle démarche peut étre utilisée pour efectuer des recherches sur
ladéquation de I’hypothese de normalité conditionnelle sur les erreurs ARCH(1) d’un processus
autorégressif d’ordre un (cf. Gouriéroux [35] pg. 35-41).

Le deuxieme chapitre de cette dissertation présente les résultats de Gouriéroux, Monfort
et Tenreiro [37]. Nous étudions une classe d’estimateurs non paramétriques, usuellement
désignés par M-estimateurs a noyau, et expliquons comment 1'utiliser pour le diagnostic non
paramétrique de modeles structurels. Ces estimateurs sont définis comme solution d’un proble-

me d’optimisation du type

N 11 s—8(Y;, an) N d
On(s) = Argming o ; EK(T Y(Yi, Qs s;0),5 € RY,

ot S et 1 sont des applications connues & valeurs dans IR? et IR, définissant la variable condi-
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tionante et la fonction critere, respectivement, K est un noyau sur le, Y;,i=1,...,n, sont
les variables observées, et la suite de variables aléatoires &, converge vers une constante a,

lorsque n tend vers I'infini. Aucune condition de convexité en 6 est imposée au départ sur 1.

Les M-estimateurs a noyau ont été introduits pour des formes particuliéres de la fonction
critere ¢. Robinson [82] consideére des M-estimateurs de parametres conditionnels de position
pour lesquels ¢ = p(Y; — 6), ol p est une fonction convexe (voir aussi Hérdle [46]). Dans le
cas particulier ot ¢ = (Y; — 6)2, nous obtenons Pestimateur & noyau usuel de E[Y]S = s].
Quand ¢ = (Y; —0y—6015; —...— QPSf)Q, nous obtenons les coefficients de 'estimateur de la
régression E[Y|S = s] defini par goyn(s) + é\lm(s)s +... 4+ é\p,n(s)s” (cf. Cleveland [18]). En
prenant ¢ = (g1(Y;) — 01)%> + ... + (gp(Yi) — 6,)%, ot g = (g1, ..., gp) est une fonction connue,
nous obtenons l'estimateur & noyau usuel de (E[g1(Y)[S = s],..., E[gp(Y)|S = s]) que nous

étudions en détail dans le premier chapitre.

La définition et I’application des M-estimateurs a noyau au diagnostic non paramétrique de
modeles structurels sont motivées par un exemple avec lequel nous commencgons le deuxieme
chapitre. Nous établissons ensuite les propriétés ponctuelles de convergence presque stire (Théo-
réme 2.2.6) et de normalité asymptotique de ces estimateurs (Théoréme 2.2.8) qui peuvent étre
obtenues en utilisant la démarche usuelle développée pour les M-estimateurs paramétriques (cf.
Wald [108], Jennrich [58], Huber [53], Burguete, Gallant et Souza [14], White [110], Gouriéroux
et Monfort [36]), & partir des propriétés des estimateurs & noyau appliquées & la fonction obje-
ctif du probleme d’optimisation défini ci-dessus, et a ses premiere et seconde dérivées par
rapport a 6. Ces résultats sont obtenus pour une classe de processus fortement stationnaires et
géométriquement a-mélangeants. Cependant, nous verrons que cette classe peut étre nettement

élargie dans le cas particulier ou la fonction critére 1 est convexe en 6.

Dans la derniere partie du deuxieme chapitre, nous introduisons une approximation de
Pestimateur fonctionnel 6, (-) dans un voisinage de I'hypothese Hy = {lim,, 8, (s) = 0, Vs}, et ex-
pliquons comment nous pouvons l'utiliser dans la formulation de diagnostics non paramétriques
de modeles structurels. Ce sont par exemple des diagnostics sur la forme paramétrique d’un
modele de régression, sur une conséquence de ’hypothese d’adéquation de la densité condition-
nelle a une famille paramétrique de courbes, sur 'oubli d’une variable dans une régression, ou

sur la forme d’une hétéroscédasticité conditionnelle. En particulier, on montrera que dans la
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construction de régions ponctuelles de confiance asymptotique pour le parametre fonctionnel

lim,, 6,,(-) sous Hy, il est préférable de considérer I'estimateur

~

= 11 - S(Y;, an ~ N
0u(s) = Argming - h—ﬁ(%) G(Yi 8 S(Yir@0):6), 5 € RY,
i=1"" "

-~
~ N

Cet estimateur satisfait lim,, 8,,(s) = lim,, 6,,(s) Vs, et il a la méme précision asymptotique que
é\n() Cependant, le terme le plus significatif du biais asymptotique de g\n()7 caracteristique
des estimateurs a noyau, est nul sous I’hypothese nulle, ce qui permet d’attendre un meilleur
comportement a distance finie de cet estimateur.

Une expérience sur donnés simulées est aussi proposée.

Le troisieme chapitre contient des résultats techniques, nottament de théoremes limites
pour des formes quadratiques intervenant dans les développements des statistiques que nous
introduisons au Chapitre 4. Nous obtenons ainsi des théorémes de limite centrale pour des

suites de variables aléatoires réelles du type
1 n
Gn = ﬁ ;gn(in)a

1
n — — hn in;Xn *Ehn in;Xn t
Ho= = 3 {ha(Xins Xju) = Bl (Xin, Xo0)} €

1<j<i<n

(g’ﬂ7 Hn)?

(Théoremes 3.4.5, 3.4.11 et 3.4.12) ot (X;p,i €Z)pen- est une suite de processus stochastiques
A valeurs dans IR?, fortement stationnaires, géométriquement absolument réguliers de fagon
uniforme par rapport & n (cf. Volkonskii et Rozanov [106]). Pour n€ IN*, g,(-) et h,(-,-) sont
des applications mesurables respectivement de IR? et IR x IR? dans IR, et nous admettons que
Elgn(Xon)] = 0, E[hn(Xon, )] = 0 et hy(z,y) = hn(y, z), pour 2,y € R%. G, et H,, sont donc
des U-statistiques dégénérées d’ordres 1 et 2, respectivement.

La théorie des U-statistiques, d’abord développée par Hoeffding [51], a fait, dans les dernieres
années, ’'objet de nombreux travaux de recherche. Divers résultats établissant la normalité
asymptotique des U-statistiques dégénérées peuvent étre trouvés dans la littérature. Nous
pouvouns citer, par exemple, les travaux de Hall [42], Jammalamadaka et Jason [57], de Jong [23]
et O'Neil [74] dans un cadre d’échantillonnage, et de Khashimov [59] et Yoshihara [113] et [114]

dans le cas dépendant. Le théoreme de limite centrale que nous obtenons pour la U-statistique
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dégénérée de second ordre H,, dont la technique de démonstration est basée en Takahata
et Yoshihara [99], généralise au cas mélangeant le Théoreme 1 de Hall [42]. L’ensemble de
conditions suffisantes que nous obtenons pour la normalité, n’est sirement pas le plus général,
mais comme le souligne Hall & propos de son Théoreme 1, il établit un compromis entre la
généralité et la simplicité. Ce résultat, ainsi que ceux obtenus pour G, et (gn,Hn), sont,
fondés sur une inégalité de Yoshihara [113] pour les processus absolument réguliers et sur un
théoreme de limite centrale de Dvoretzky [29] pour des suites triangulaires. Nous commengons
par rappeler ces résultats en 3.2 et 3.3.

Bien qu’utilisés dans cette thése uniquement dans la détermination de la loi asymptotique
de formes quadratiques basées sur 'estimateur & noyau de la densité (Chapitre 4), les résultats
du Chapitre 3 peuvent étre aussi appliqués a la détermination de la loi asymptotique de formes
quadratiques basées sur lestimateur a noyau de la fonction de régression (cf. Tenreiro [102],
[103)).

Dans le quatrieme chapitre de ce travail, nous nous intéressons au probleme de test de

I’hypothese
HO : f: f07

au niveau asymptotique «, ou fj est une densité fixée au départ, et f désigne la densité commune
des variables aléatoires observées X1, ..., X,.

Une méthode classique proposée par Karl Pearson en 1900 pour tester I’hypothese qu'un n
échantillon provient d’une population a densité fixée, s’appuie sur la comparaison de I’histogram-
me empirique basé sur une partition de IR avec I'histogramme de fj, en utilisant un test du
qui-deux (voir Cochran [19]). Plus tard, les tests fondés sur la comparaison de la fonction de
répartition empirique avec la fonction de répartition correspondante a fy sont apparus. Ce sont
les cas des bien connus tests de Kolmogorov-Smirnov et de Cramer-von Mises (voir Anderson [1]
et Milbrodt [66]). Plus récemment, en profitant de l'introduction des estimateurs a noyau de la
densité de probabilité, Bickel et Rosenblatt [4] ont proposé des tests fondés sur la comparaison
entre fy et cet estimateur. Cette méme idée a été suivie par Eubank et LaRiccia [30] qui ont
utilisé un autre estimateur de la densité.

Les résultats que nous présentons dans le Chapitre 4 sont des généralisations, au cas mul-

tivarié et dans un cadre d’indépendance asymptotique, des résultats obtenus par Bickel et
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Rosenblatt [4]. Les tests que nous proposons sont fondés sur lestimateur & noyau f, de la
densité marginale du processus des observations (X;, i€ ZZ), que nous supposons de dimension
d, fortement stationnaire, et de loi marginale absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue sur IR%. Un tel estimateur est défini par

fulw) = S SR (ETX) e
n\T) = Tlh;,il Pt hn 7x Y

ot (hy,) est une suite de nombres réels strictement positifs, convergeant vers zéro lorsque n tend
vers linfini, et K est un noyau sur IR%.

Dans un premier temps, il est naturel de construire des statistiques de test a partir de
I’écart entre ’estimateur par noyau f, et sa moyenne sous I’hypothese nulle, 'estimateur étant
asymptotiquement sans biais, ou a partir le I’écart entre f, et la vraie densité f sous I’hypo-
these nulle. De tels écarts peuvent étre mesurés par [pa{fn(z) — Eofn(2)}?m(z)dz ou par
Jra{fn(@) = fo(z)}2m(z)dz, out 7 est une fonction de poids et Eof,(x) désigne Pespérance de
fn(x) sous Hy (des tests fondés sur le maximum de I’écart normalisé de f,, & fy ont été aussi
considérés dans [4]). Nous allons ainsi étudier les propriétés de procédures de test fondés sur

les écarts

= [ @) = Bt e 1= [ (20 - b

La loi limite de ces deux variables a été étudiée par divers auteurs. Dans le cas réel d = 1,
Bickel et Rosenblatt [4] ont utilisé une technique fondée sur I’approximation forte de Brillinger,
plus tard améliorée par Komlés, Major et Tusnady, pour la fonction de répartition empirique
(pour les résultats et références voir Bickel et Rosenblatt [4] et Rosenblatt [89]). Une autre
démarche qui se sert d’une technique de Poissonisation de la taille n de I’échantillon, a été utilisée
dans le cas bivarié par Rosenblatt [88]. Ces procédures imposent cependant des conditions
restrictives sur la densité f, et sur la suite (h,). Hall [42] montre que le probleme précédent
peut étre aussi abordé dans le cadre des U-statistiques dégénérées. Il obtient les lois limites des
statistiques I} et I2, avec 7 = 1, pour le cas multivarié, sans imposer de conditions restrictives
ni sur f, ni sur (h,). Tous ces résultats ont été obtenus dans un cadre d’échantillonnage.

La construction de tests de niveau asymptotique « et asymptotiquement convergents pour

tester f = fo contre f # fo, qu’on présente en 4.3 (Théoremes 4.3.3 et 4.3.10), est basée sur les
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variables aléatoires

nhi2 {1}~ Eoll} et d(m) {12 — oI}

ou (d(n)) est une suite tendant vers l'infini, dépendant de la fenétre h,,, de Pordre du noyau et
de ordre de dérivabilité de fy. La normalité asymptotique de ces variables a été obtenue par
Takahata et Yoshihara [99] (avec m = 1) pour une sous-classe des processus fortement station-
naires et absolument réguliers. Nous présentons une preuve de leur résultat en employant des
techniques de U-statistiques décrites au Chapitre 3. On remarque que les conditions imposées
sur la suite (h,,) sont un peu plus restrictives que dans le cas d’échantillonnage. Dans le cas
des variables dépendantes, comme les termes déterministes Egl! et EoI2 n